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Prefacio

F-me forte a impressio de, desde sempre, eu ter querido estudar o grego
cldssico. Lembro com que sentimento de encanto folheava o caderno que
um vizinho me emprestara, contendo as ligdes de um quase nada daquela
lingua que ele aprendera quando seminarista. Cursava eu, entdo, a antiga
escola primdria. Essa vontade cresceu com as aulas de latim nas quatro
séries ginasiais. Em vdrias épocas, cheguei a comprar gramdticas e livros
com textos em grego. Mas a oportunidade (kotpde: “Quando pousa / o
péssaro // quando acorda/ o espelho // quando amadurece / a hora”)I sé
surgiu, de fato, arrebatadora, no segundo semestre de 1988, na disciplina
de Lingua Grega, ministrada pelo Professor Dr. Henrique Gracitano Mu-
rachco, no Programa de Extensio Universitdria da Faculdade de Filosofia,
Letras e Ciéncias Humanas da Universidade de Sio Paulo. Entio, por dez
anos, sempre que minhas atividades como professor, vice-diretor e depois
diretor do Instituto de Geociéncias e Exatas da UNESP de Rio Claro
e algumas viagens ao exterior me permitiram, participei com dedicagio
e entusiasmo, nas tardes das sextas-feiras, com um grupo de pessoas de
varias procedéncias proﬁssionais, do que o Professor Henrique chamava
de “Oficina de Tradugio”. Ali vertemos para o portugués longas passagens de
Homero, Herédoto, Pindaro, Séfocles, Platio, Xenofonte, Aristételes. O
meu envolvimento com as letras aumentava com o tempo, e a consequéncia
disso foram os mﬁltiplos e honrosos convites, sempre aceitos, para partici—

par d€ bancas examinadoras d€ concurso para il’lgl‘€SSO d€ professor, de teses

I FONTELA, O. Poesia Reunida. Sio Paulo: 7 Letras/CosacNaif.y, 2006 [1969/1996].
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Euclides

de doutoramento, de concurso de livre-docéncia e de dois concursos de
professor titular, todos do Departamento de Letras Cldssicas e Verndculas
da velha universidade.

O livro que ora doua pﬁblico ¢ o fruto amadurecido, desde entio, pelos
longos anos de aprendizagem. Com ele viso, evidentemente, aos estudan-
tes de Matemaitica e aos professores dessa ciéncia. Incluo no pﬁblico—alvo
também as pessoas cultas em geral que se interessem pelas conquistas
gregas na Antiguidade, os estudantes de Filosofia e os de Letras Classicas
(grego), cujo curso, do meu ponto de vista, deixa aberta uma imensa lacu-
na no conhecimento da cultura grega ao nio estudar obras matemdticas e
hipocriticas, grandiosos monumentos daquela civilizagio.

Proclus, para mostrar a exceléncia do trabalho de Euclides, descreve al-
gumas qualidades que um trabalho desse tipo deva ter, e que o de Euclides,
de fato, tem.

Assim, diz:

E preciso a obra que tal desembaragar-se de todo o supérfluo — pois isso ¢
um obsticulo A instrucio;*
muita preocupagio (deve) ter sido efetivada relativa a clarezas e, a0 mesmo

tempo, a concisoes — pois os contrarios dessas turvam a nossa inteligéncia.3

De fato, a prética de Euclides frequentemente contempla a concisio —
por exemplo, em lugar de “o quadrado sobre a AB (isto ¢, de lado AB) " diz,
na maioria das vezes, “o sobre a AB”; e, “o pelas AB, CD”, em Iugar de “o
retingulo contido pelas AB, CD (ou seja, de lados AB, CD)"; “cortar em
duas” sempre signiﬁca “cortar em duas partes iguais (isto é, bissectar) 7
etc. Mas se, por um lado, a concisdo leva, entre outras coisas, a esse en-
curtamento das expressdes, que mantive na tradugio em respeito ao estilo
euclidiano, ao contririo do que faz a recente versio francesa que se farta de
palavras ausentes no grego, por outro lado, a clareza nio abandona o leitor

atencioso que logo se habituard com essas particularidades.

2 8€l 88 TV TO1VTNY TPOLYUOLTELOY OV HEV OMECKELAOOOL TO TEPLTTOV EUTOSIOV YO TOVTO TPOG TV
uaenov
3 coupovelog §'GoL KO GUVTOULOG TTOAANY TETOLHOO0L TPOVOLOLY TCL YOIp EVOIVTIO,  TOVTMV EMBOAGT TV

Sidvotov NUGY.
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Chamo a atencio para o fato de, em grego, o termo “lado”™ (mrevpd) ser

feminino e assim sé esse género aparecer ao referir-se o texto a “o lado AB do
‘A 39 It . “A P2 ~

tridngulo...” oua “areta (ou seja, segmento) AB do tridngulo...”. Entio, a tra-

ducdo usa, nesses casos, indiferentemente, os artigos masculino ou feminino.

Previno, por fim, a quem possa interessar, que ¢ preciso folego para
acompanhar muitissimas das demonstragdes que aqui se encontram, e
determinacdo. Garanto, no entanto, que, vencida a inércia, ultrapassado o
obstdculo, alcangado o objetivo com a compreensio do resultado, cabe a
recompensa de ter mergulhado no préprio processo do que denominamos
“pensar” e de haver podido apreendé-lo em toda a sua abrangéncia. Mais:
brotard disso a convicgio de que, se com Homero a lingua grega alcancou
a perfeigdo, atinge com Euclides a precisio. E o método formular, que consiste
em usar um conjunto de frases fixas que cobrem muitas idetas e situagdes
comuns, poderoso auxilio & meméria em um tempo de cultura e de ensino
eminentemente orais, serve para aproximar o gedmetra do poeta e entio
mostrar que perfeicio e precisio podem ser faces da mesma medalha.

Agradeco a minha esposa, Elizabeth Christina Plombon, que digitou
com carinho e cuidado todo o trabalho, confeccionando-lhe as, muitas
vezes, complicadas figuras, e sendo de importante ajuda nas revisdes; ao
Prof. Dr. Henrique Murachco, pelo ensino e a amizade, e ao Prof. Dr. José
Rodrigues Seabra Filho, docente de latim da USP e companheiro daque-
las sextas-feiras, por ter conferido comigo a tradugio que fiz do Preficio
Latino de Stamatis.

Sou o Gnico responsével por todas as tradugdes do grego e do latim, e

por quase todas as do inglés, francés, alemio e italiano.

Pois, tendo aprendido algo, jamais neguei, fazendo o conhecimento ser
como uma descoberta minha; mas louvo como sibio o que me instruiu, tor-

nando pablicas as coisas que aprendi com ele.

Platao, Hippias Menor, 372 ¢5-8*

4 00 yop momote EEaPvog EYEVOUNY HOOMY T1, ELOVTOD TOLOVHEVOS TO UOOMUOL €1vor (g EVpIUOL

GAL EYKOUALO TOV SI8GEQVTA L MG GOOOV OVIO, CIodoivey O ELa8ov Top oD TOL.
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PS.: (i) Conforme salienta Kirk (The Songs of Homer:> “Finally that peren-
nial problem, the spelling of Greek names.”), a solugio que adotei, nem
sempre com sucesso, foi a de preservar as formas usuais em portugués dos
mais conhecidos, e prover para os outros a latinizada, como, de hébito,
praticam-na os de lfngua inglesa.

(ii) O uso de colchetes na tradugio reproduz o que se encontra no texto
grego e, ali, indica o que Heiberg julga ter sido inserido por terceiros no
escrito de Euclides.

(iii) Ensina Said Ali na sua Gramdtica (p-171-2):

Nos enunciados de cardter condicional, em que a hipétese é um fato
inexistente cuja realizagio nio se espera ou ndo parece provével, emprega-se
o imperfeito do conjuntivo para esta hipétese condicionante, e o futuro do
pretérito para a oragio principal.

Na Iinguagem familiar costuma-se substituir o futuro do pretérito pela
forma do imperfeito do indicativo. E substituigio permitida em linguagem literdria
(grifo meu):

“Se Deus nos deixara tentar mais do que podem as nossas forgas, entio

tinhamos justa causa de recusar as tentagdes.” (Vieira)

Por isso, apoiado na autoridade de um Vieira, vali-me dessa forma na
tradugdo, por exemplo, das Proposigoes 1.19, 1.25 etc., ficando assim rente

a0 original.

Irineu Bicudo

5 Os pocmas de Homero, Preficio.
6 [“Finalmente, aquele problema constante, a grafia dos nomes gregos”].
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Sinto-me compelido ao trabalho literdrio: (...) pelo meu
nio reconhecimento da fronteira realidade-irrealidade;
(...) pelo meu amor platdnico as matemdticas; (...) porque
através do lirismo propendo a geometria.

Murilo Mendes

Sinopse

No prefécio do seu livro Euclid. The Creation of Mathematics," o matemdtico

alemio Benno Artmann escreve:

Este livro ¢ para todos os amantes da matemitica. E uma tentativa de en-
tender a natureza da matemdtica do ponto de vista da sua fonte antiga mais
importante.

Mesmo que o material coberto por Euclides possa ser considerado elemen-
tar na sua maior parte, o modo como ele o apresenta estabeleceu o padrio por
mais de dois mil anos. Conhecer os Elementos de Euclides pode ser da mesma
importancia para 0 matematico hoje que o conhecimento da arquitetura grega
para um arquiteto.

E claro que nenhum arquiteto contemporaneo construird um templo dérico,
muito menos organizard um local de construgio como os antigos o faziam.
Mas, para o treino do julgamento estético de um arquiteto, um conhecimento
da heranga grega é indispensdvel. Concordo com Peter Hilton quando diz que

a matematica genuina constitui uma das mais finas expressdes do espirito hu-

I [Euclides. A criagio da matemdtica].
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Mano, e posso acrescentar que aqui, COMOo em tantos outros casos, aprendemos
dos gregos aquela linguagem de expressio.

Enquanto apresentaa geometria e a aritmética, Euclides ensina-nos aspectos
essenciais da matemdtica em um sentido muito mais geral. Exibe o fundamen-
to axiomdtico de uma teoria matemdtica e o seu desenvolvimento consciente
rumo A solugio de um problema especifico. Vemos como a abstragio trabalha
e impde a apresentagio estritamente dedutiva de uma teoria.

Aprendemos o que sio definigdes criativas e como uma compreensio con-
ceitual leva a classificagio dos objetos relevantes. Euclides criou o famoso
algoritmo que leva o seu nome para a solugio de problemas especificos na arit-
mética e mostrou-nos como dominar o infinito nas suas vdrias manifestagdes.

Um dos poderes maiores do pensamento cientifico é a habilidade de desvelar
verdades que sdo visiveis somente “aos olhos da mente”, como diz Platio, e de
desenvolver modos e meios de lidar com elas. E isso que Euclides faz no caso
das magnitudes irracionais ou incomensurédveis. E, finalmente, nos Elementos
encontramos tantas amostras de bela matemdtica que sio facilmente acessiveis
e que podem ser minuciosamente estudadas por qualquer um que possua um
treino minimo em matematica.

Vendo tais fendmenos gerais do pensamento matematico que sao tao validos
hoje quanto o foram no tempo dos antigos gregos, nio podemos deixar de
concordar com o filésofo Immanuel Kant, que escreveu em 1783, na intro-
ducdo a sua filosofia sob o titulo “Afinal, é a metaffsica possfvel?”: “Nio hi
absolutamente livro na metafisica como temos na matemética. Se quiserdes

conhecer o que é a matemdtica, basta olhardes os Elementos de Euclides.”

Benno Artmann ofereceu-nos, na passagem que acabamos de enunciar,
um voo panordmico da famosa obra do gedmetra grego. Mas, do alto, os
montes pouco se destacam, flos de dgua parecem os rios, a vegetagio ¢é
apenas uma cobertura verde. Hd mister de viajar por terra.

A citacio de Kant faz eco ao fato de, até o final do século XIX, ser

Euclides sinénimo de geometria, daquela geometria de régua e compasso.

Assim, a histéria dos Elementos confunde-se, em larga escala, com a histé-

ria da matemadtica grega. Mas a histéria de um dominio tio relevante do
pensamento humano dificilmente se desvincularia da histéria mesma do
homem. Hajamos, pois, por bem comecar a nossa histéria, a nossa expedigZ\o

terrestre, pelo era uma vez na antiga Grécia.
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Era uma vez

Estranho animal é este bicho homem (...)

L
José Saramago

Certamente, é um assunto admiravelmente vio, variado
e inconstante o homem. E dificil fundar nele julgamento

firme e uniforme.

Michel de Montaigne

Sustentam muitos pensadores ser o homem uma estranha criatura. De
fato oscila, constantemente, entre o passado, que deseja conhecer, ¢ 0 im-
perscrutével futuro, incapaz de aceitar que a vida de todos os dias retoma,
invariavelmente, a cada dia, o seu dia.

A memoria prende—o ao que fot; o desejo, ao que serd.

Como antecipar o que ainda nio ¢é equivale a chorar antes do tempo, e
como o que hd de ser vir, claro, na madrugada, com os seus raios, deixemos
delado o porvir, que a st préprio se basta, pois os invisiveis dedos das coisas
e dos atos idos, préximos e longinquos, tecem, no tear do Fado, o manto
que nos vestird para sempre.

Somos o que os séculos nos fizeram!

O que somos de razio e vontade, o que somos de pensamento e agio,
0 que somos de sensibilidade e frieza, de trabalho e lazer, de descrenca e
esperanga, o que somos de bilis e coragio é terem existido outros, é terem
tragado rumos, e terem aberto estradas, é terem apontado caminhos!

Eis nossos predecessores!

Para entendermos a nds préprios ¢ preciso entendé-los. E os predeces-
sores dos predecessores; e assim por diante, continuando essa busca, pois é
sem fundo o pogo do passado da espécie humana, essa esséncia enigmatica,
cujo mistério “inclui o nosso préprio mistério e é o alfaco dmega de todas
as nossas questdes, emprestando um imediatismo candente a tudo o que

dizemos e um significado a todo o nosso esforgo”.”

2 MANN, T. “José e seus irmdos”. As histrias de Jacé. O jovem José. v.1. Rio de Janeiro:
Nova Fronteira,1983.
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Consultemos, pois, os velhos registros, leiamos as obras de antanho que
chegaram até nds, procuremos em alfarribios o que parega haver de nés nos
que vieram antes, e, assim, comegaremos a compreender o que pensivamos
saber: quem somos, o que nos ¢ possivel conhecer, que estrelas e que s6is
poderemos acrescentar ao universo herdado.

Em nosso caso de povo ocidental e no que tange a ciéncia da nossa pre-
dilecio, a busca conduz-nos ao era uma vez,

Eraumavez, acima de todas, em que “os atributos da juventude humana tor-

K L. Lo - »
nams-se oS atrIbutos d€ um pOVO, as caracteristicas de uma c1v1hzagao ¢em que

um sopro de encantadora adolescéncia passou rogando pelo rosto de uma
raca. Quando a Grécia nasceu, os deuses presentearam-na com o segredo da
sua imorredoura juventude. A Grécia é a alma jovem. “Aquele que, em Delfos,

contempla a densa multidio de jonios”, diz um dos hinos homéricos, “imagina

que eles jamais haverdo de envelhecer”?

Michelet comparou a atividade da alma helénica a um jogo festivo, em
torno de que se rednem e sorriem todas as na¢des do mundo. Mas, desse
jogo de criangas, nas praias do arquipélago e 2 sombra das oliveiras da J6nia,
nasceram a Arte, a Filosofia, a livre reflexio, “a curiosidade da investigagao,
a consciéncia da dignidade humana, todos esses estimulos que ainda sio a
nossa inspiragio e orgulho”, e a Matemdtica.

Eraumaveza origem do pensamento ocidental. A Filosofia e a Matemdti-

ca, no perfiodo mais pujante daquele distante passado, falam o grego cldssico.
O grego clissico

A 1fngua grega é um dos ramos mais importantes do grupo lingufstico
chamado indo-europeu. A sua origem remonta ao “indo-europeu primiti-
vo”. O que possui em palavras e formas de flexdo é heranga, na sua maior
parte, de um tempo que precede a sua existéncia separada.

Os tragos caracteristicos, no entanto, que dio ao grego a sua peculiari—
dade frente as outras linguas suas irmds, surgiram, manifestadamente, sé
depois do desmembramento da primitiva comunidade de povos, e é provével

que esse ajuste tenha tido 1ugar jé em solo grego.

3 RODO, J. E. Ariel. Campinas: Editora da Unicamp, 1991.
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Aideia de um “grego primitivo” homogéneo, isto é, com uma verdadeira
unidade, é problemdtica.

O que podemos dizer ¢ que, no momento em que a encontramos nos
documentos auténticos, a lfngua grega estd dividida em certo ntimero de
dialetos falados, classificiveis comodamente em quatro grupos: o jénio, o
drcade-cipriota, o célio e os diferentes falares chamados comumente dérios.

E. Ragon ensina-nos que, 3 excegio do drcade-cipriota, cada um desses
grupos desenvolveu uma h’ngua literdria, cuja tonalidade morfolégica varia
com a data dos autores e com o género literdrio adotado.

O primeiro daqueles dialetos, o jonio, falado na Asia Menor, tem por
marca evitar as contragdes ¢ foi empregado pelos prosadores Herédoto e
Hipécrates. Mas, misturado a elementos edlios, serve ao épice da perfeigio,
sendo o pano de fundo dos poemas homéricos que influenciaram a lingua
de todos os poetas da Grécia.

O pouco que resta do eélio é o que conhecemos das odes de Alceu e da
grande Safo.

O dialeto dério, de sons graves e musicais, estd gravado no bronze eterno
dos poemas de Pindaro e de Teécrito.

Por fim, o grego cldssico ou o dialeto dtico, um ramo privilegiado do jénio. E
o falado na durea época de Atenas, os séculos V e IV a.C. Torna-se com
Esquilo, Séfocles e Eurfpides a linguagem dos deuses e dos herdis;
com Aristéfanes é o idioma da sabedoria que zomba da sapiéncia; é hist6-
ria com Tucfdides; defesa pﬁblica e exortagdo, com Iséerates, Esquines e
Demostenes; meméria e ensinamento com Xenofonte; e, acima de tudo,
Verdade e Beleza, com Platio.

Para ter acesso a toda essa cultura grega, da qual a matemdtica é uma das
importantes partes, o vestibulo do conhecimento auténtico, hia mister de
aprender—lhe a lfngua‘ Como substituto dessa insubstituivel necessidade,

a tradugdo.

Principios de fé desta tradugio

Hj, por certo, imensa gama de concepgoes a respeito do que deva ser o

traduzir. No que tange A versio de uma obra cientifica, parece haver acordo
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em que a precisdo nio deva ser sacrificada no altar da sutileza. Parodiando
Novalis, quanto mais precisa, mais verdadeira.

De um modo grosseiro, poderfamos classificar os tipos de tradugio como
tradugdes a francesa e tradugdes a alema.

O ideal das primeiras encontra expressio na passagem: “Se hd algum
mérito em traduzir, s6 pode ser o de aperfeigoar, se possivel, o seu original,
de embelezi-lo, de apropriar-se dele, dar-lhe um ar nacional e naturalizar, de
certa maneira, essa planta estrangeira”.

A meta das segundas estd refletida nas seguintes criticas de Schlegel e de
Goethe aquelas do primeiro grupo. Schlegel: “(...) é como se eles desejassem
que cada estrangeiro, no pafs deles, se comportasse e se vestisse segundo
os seus costumes, o que os leva a nunca conhecerem realmente um estran-
geiro”. Goethe: “O francés, assim como adapta a sua garganta as palavras
estrangeiras, faz o mesmo com os sentimentos, os pensamentos e até os
objetos; exige a qualquer prego, para cada fruto estrangeiro, um equivalente
que tenha crescido no seu préprio territério”.

Evidentemente, esse modo de agrupar nada tem a ver coma nacionalidade
do tradutor, mas com a sua maneira de trabalhar. Freud, por exemplo, tradu-
zia "2 francesa”, pois, segundo Jones, na sua biografia do pai da psicanilise,
este “em vez de transcrever laboriosamente, a partir da lingua estrangeira,
idiotismos e todo o resto, lia um trecho, fechava o livro e perguntava-se
como um escritor alem3o teria vestido os mesmos pensamentos”.

Chateaubriand, o célebre escritor francés, mantém, sem reservas, o ponto

de vista contririo, na sua tradugio de Milton:

Se eu quisesse ter feito apenas uma tradugio elegante do Paraiso perdido,
talvez se considere que tenho suficiente conhecimento da arte para que nio
me fosse impossivel atingir a altura de uma tradugio dessa natureza; mas
o que empreendi foi uma tradugio literal, em toda forga do termo, uma tra-
dugio que uma crianga e um poeta poderdo acompanhar no texto, linha por

linha, palavra por palavra, como um dicionirio aberto sob os seus olhos.

Por entendermos que a tradugio de um texto antigo, de uma tradigio
com pensamentos préprios e préprios modos de expressao ¢ um ato de

reveréncia e entrega, adotamos, como Chateaubriand, uma versdo literal, “em
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toda a forca do termo”, esperando acordar no leitor a curiosidade que o
conduza a acompanhar a tradugio contra o original, “linha por linha, pa-
lavra por palavra”‘ Sendo o grego uma lfngua sintética e o portugués, uma
analftica, é facil dar-se conta do grau de afastamento das suas sintaxes. Por
1SS0, por permanecermos o mais possfvel ligado a0 original, prevenimos
poder o leitor estranhar algumas vezes o resultado alcangado.

Usamos como texto grego a edi¢io de Heiberg-Stamatis, da Editora

Teubner, de Letpzig, 1969-1977.
O texto grego e a Ecdética

O que significa falar do texto grego dos Elementos de Euclides? Qual o
sentido de se mencionar a edigio de Heiberg-Stamatis?

Tendo essa obra sido escrita por volta do final do século IV a.C., é dificil
que se possa imaginar ter chegado até nés o manuscrito do seu autor, o
chamado manuscrito auto’grafo‘ De fato, nio possuimos tals manuscritos
dos autores cldssicos — gregos e latinos. O tempo, esse “deus atroz que os
proprios filhos devora sempre”,* ¢ a correnteza que leva os dias, os homens,
os saberes. Mas a obra de valor a tudo afronta e na placa da meméria “grava
seu ser / durando nela”” Se nio temos os originais, possufmos cdpias.
Infelizmente, o que nelas reluz ¢ sé imitacio do ouro. De fato, “os deuses
vendem quando dio”,* pois quem diz cépia, diz erro. Para agravar a situa-
cio, relativamente aos Elementos, os manuscritos mais antigos sobreviventes
distam séculos de Euclides.

Como o arqueélogo tenta, a partir de pequenas pegas de evidéncia, re-
construir a vida e a cultura de povos antigos, o ﬁlélogo, voltado A Ecdética,
trata de, com apoio nos manuscritos, trazer i luz, por reconstituigio, aquele
original, 0 texto autégrafo, o arquétipo de que 0s que temos sio cépias‘

O assim idealmente produzido, com todo o aparato da critica textual ou

4 PESSOA, E Obra poética. Volume tnico. Rio de Janeiro: Companhia Nova Aguilar,
1965.

5 Idem, ibidem.

6 Idem, ibidem.
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Ecdética (do verbo grego &xdidmut “publicar”), ¢ referido como o texto
critico da obra em questio.

Como é produzido o texto critico?

E preciso lembrar, primeiramente, que muitos autores clissicos chega—
ram até os dias de hoje €M manuscritos em pergaminho ou em papel, que
raramente sdo anteriores ao século IX, e frequentemente sio até do século
XVI. Alguns trabalhos foram preservados em um dnico manuscrito, outros,
em centenas. Muitos manuscritos cldssicos estio agora em bibliotecas euro-
peias ou em colegdes de museus, alguns também em monastérios, particu-
larmente da Grécia, e alguns pertencendo a particulares; hi-os ainda em
lugares como Istambul ou Jerusalém, ou em bibliotecas americanas. Entre as
maiores colecdes, ¢ lidimo mencionar aquelas da Biblioteca do Vaticano, de
especial importﬁncia no nosso caso — em virtude do manuscrito Gr. 190 —,
da Ambrosiana em Mildo, da Marciana em Veneza, da Osterreichische
Nationalbibliothek em Viena, da Bibliothéque Nationale em Paris e do
British Museum em Londres.

De volta, entio, 2 edigio critica de um texto da Antiguidade. Para levi-la

a termo, ha duas etapas a cumprir:

(i) A da fixagio do texto, isto é, o seu preparo segundo as normas da

critica textual;

(1) A da apresentagdo do texto, a sua organizagao técnica, contemplando, em
geral, os seguintes elementos elucidativos: histéria dos manuscritos
usados, informacdes sobre os critérios adotados, aparato critico
(certamente o elemento mais importante) etc., tendo em vista a

sua publicagio.

Quanto a autores gregos e romanos, existem editoras que se notabilizam
pela publicagio das suas edigdes criticas, como a Editora Teubner (Teubner
Verlag) de Leipzig, com a sua Bibliotheca Scriptorum Graccorum et Romanorum
Teubneriana, por certo a mais importante e abrangente, a Editora da Uni-
versidade de Oxford, com a sua Seriptorum Classicorum Oxoniensis, a Société
D’Edition “Les Belles Lettres”, Paris, e a sua Collection des Universités de France,
sob os auspicios da Association Guillaume Budé e a Harvard University

Press com a Loeb Classical Library.
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No que segue, visamos a dar uma pélida ideia da complexidade envolvida

nos dois passos acima mencionados.

A fixagio do texto

Observada a doutrina de Karl Lachmann, o fundador da moderna critica
textual, a fixagio do texto passa por uma série de operagdes agrupadas em
trés fases, a saber, recensio (do verbo latino recensere: “fazer uma revisio”),
estemdtica (de stemma codicum: “a drvore genealégica dos cédices” — essa fase
¢ referida por Lachmann como originem detegere: “descobrir a origem, revelar
aascendéncia”) e emendatio (de emendere: “emendar, corrigir”).

A recensio consiste na pesquisa e coleta de todo o material existente de
uma obra. Isso constitut a sua tradicio, que pode ser direta — formada pelos
seus manuscritos — ou indireta, compreendendo as fontes, as tradugdes, as
citagOes, 0s comentarios, as glosas eas paréfrases, as alusdes e as imitagdes,
vale dizer, tudo o que circula A volta da obra, que ¢ dela sem ser ela prépria‘

Reconhecidos os testemunhos obtidos, passa-se & collatio codicum, a
“comparagio dos manuscritos”. Faz-se o cotejo de tudo o que se possua
da tradigio direta contra um manuscrito mais completo ou que parega
bom, denominado o exemplar de colagio. Dessa operagio resultard o expurgo
dos testemunhos indteis, a eliminatio codicum descriptorum, rejeicio das copias
coincidentes, de acordo com a maxima filoldgica frustra fit per plura quod fieri
potest per pauciora (“é feito inutilmente por meio de muitos o que pode ser
feito por meio de poucos”). Existindo o modelo, rejeita-se a sua c6pia.
Com essa eliminagio termina a primeira fase.

A anilise acurada dos manuscritos — principalmente o confronto dos
chamados lugares ou pontos criticos e o exame sistemdtico dos chamados erros
comuns — possibilita estabelecer tanto a dependéncia entre 0s manuscritos
quanto a afinidade ou parentesco entre eles. Aqui a hipdtese tomada ¢é
“pouco, simples e razodvel”. Se 0 mesmo erro ocorrer em dois manuscritos,
¢ razodvel considerar ndo terem surgido independentemente, a menos que
esteja envolvido um engano muito simples e natural. Depois, supde-se
que o copista ndo corrija o trabalho do seu predecessor‘ Uma consequéncia

disso, em conjungio com a propensdo dos seres humanos de cometerem
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erros — “os deuses vendem quando dio™” — é que os textos se tornem mais e
mais corrompidos com as sucessivas cépias. O que resulta dessas hipéteses
de trabalho é o estabelecimento da drvore genealégica dos cédices, stemma
codicum, depois de arrolados os elementos da tradigio em familias, cada
uma formada segundo os pontos criticos comuns, e de construidos, caso
necessirio, os cabiveis subarquétipos (os “pais das famﬂias”) e o arquétipo ou
codex interpositus ("o pai de todos”), aquele que se interpde entre o origi-
nal e as cépias da tradicio, e que tomard o papel do original perdido “em
negro vaso / de dgua do esquecimento”. O sistema assinala a dependéncia
e também a contaminagio que pode existir entre exemplares de familias
distintas. Assim a estemdtica é feita.

A reconstituigio de uma obra cldssica finda com a emendatio, a parada
mais importante nessa verdadeira via crucis, pois, de novo, vale o postulado
da tradigdo manuscrita: “quem diz cépia, diz erro”. O exame de qualquer
cépia (manuscrito apégmfo) revela o seu cardter contingente: passagens
mal transcritas, obscuras, com interpolagées, discrepﬁncias gramaticais
e estilfsticas com o que se conhece do autor, e muitos outros problemas.
Grande desafio ao filélogo-editor no seu afd de restabelecer, ou a0 menos
aproximar-se o mais possivel do que fora um dia a obra original.

Diante do erro, o editor procede segundo as condigdes da tradigio
manuscrita, empregando a bateria do seu conhecimento geral, daquele da
obra e da época em que floresceu o seu autor e também da sua intuigio
divinatéria, e isso é, a mais das vezes, um trabalho de gigante. Prezemos,
pois, e muito, os fillogos-editores dos textos da Antiguidade.

Se a corregio dos erros for possibilitada pelos préprios manuscritos e
pelo que os demais testemunhos coletados oferecem, tem-se a denominada
emendatio ope codicum, “corregio com a ajuda dos manuscritos”. Caso tal au-
xilio ndo seja suficiente a consecucio da tarefa, hd o editor de recorrer a sua
intuigio e aos seus saberes, e ter-se-4 a dita emendatio ope ingenii ou emendatio
ope conjecturae ou ainda divinatio ou critica [onjettuml.

Estd, pois, dada conta da (1) fixagdo do texto.

7 PESSOA, E, ibidem.
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A apresentagio do texto

Na (it) apresentagdo do texto reconstituido, o arquétipo do qual todos os
Mmanuscritos sao cépias, vale ressaltar o aparato critico, isto €, as variantes en-
contradas, dispostas no pé de cada pdgina, com a indicagio dos manuscritos
em que ﬁguranm Com isso, o editor oferece a oportunidade de o leitor fazer
asua prépria escolha da expressio que deva estar em determinado ponto do
texto, com um possivel significado novo para a passagem que a contenha.

A fim de que se avalie a importincia da edigio critica com o seu respec-
tivo aparato para quem se interessa pela Antiguidade e tencione estudar as
préprias obras em grego (ou em latim), transcrevemos um trecho do infcio
do livro Textual Criticism and Editorial Technigue, de M. L-West,® helenista e

editor de clissicos:

Edward Fraenkel, na sua introducio aos Ausgewdblte Kleine Schriften,” de
[Friedrich] Leo conta a seguinte experiéncia traumdtica que teve quando
jovem estudante:

“Eu tinha, por aquele tempo, lido a maior parte de Aristéfanes e comecei
a falar com demasiado entusiasmo sobre isso a Leo e a crescer em eloquéncia
sobre a magia dessa poesia, a beleza das odes corais, e assim por diante. Leo
deixou-me falar, talvez por dez minutos, sem mostrar qualquer sinal de desa-
provagio ou impaciéncia. Quando terminei, perguntou: ‘Em que edigio vocé
leu Aristéfanes?” Pensei: ele nio estava ouvindo? O que a sua questdo tinha a
ver com o que eu lhe dissera? Depois de uma agitada hesitagio de momento,
respondi: ‘A Teubner.” Leo: ‘Oh, vocé leu Aristéfanes sem um aparato criti-
co.” Disse-0 bem calmamente, sem qualquer aspereza, sem nem um trago de
sarcasmo, apenas sinceramente surpreso que fosse possivel a um jovem tole-
rantemente inteligente fazer tal coisa. Olhei para o gramado préximo e tive
uma Unica, irresistivel sensagao: viv Hot xdvot evpeila YBGv (‘agora que a terra se
entreabra para mim’, Iliada 4,1 82). Postertormente, pareceu-me que naquele
momento entendi o signiﬁcado real da sabedoria.”

()

Segue que qualquer um que queira fazer sério uso de textos antigos deve

prestar atengao s incertezas da transmissio; mesmo a beleza das odes corais

8 Critica textual e téenica editorial. Stuttgart: B. G. Teubner, 1973.
9 [Pequenos escritos escolhidos].
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que ele admira tanto pode confirmar-se haver nelas uma mistura de conjectu-
ras editoriais, e se ele nio estiver interessado na autenticidade e confianga de
pormenores, poderd ser um amante verdadeiro da beleza, porém nio um sério
estudante da Antiguidade

A edigio critica dos Elementos

Théon de Alexandria, pai de Hypatia —a primeira mulher a ter o nome
preservado pela histéria da matemdtica —, foi um eminente e influente
estudioso do século IV. No seu Comentdrio ao tratado astronémico de Cldu-
dio Ptolomeu de Alexandria, conhecido como Almageste (do drabe almajisti,
adaptagio de al, o artigo definido drabe, e do adjetivo superlativo grego
ueyiot (entenda-se peyiom coviogLg), isto ¢, “a maior composigio”, “o maior
tratado sistemdtico”), escreve a certa altura: “Mas que setores em circulos
iguais estdo entre si como os Angulos sobre que se apoiam foi provado por
mim na minha edi¢io dos Elementos, no final do sexto livro”.

Sabemos entio, da prépria pena do comentarista, ter ele editado a obra
de Euclides, com a adicional informagio de ser da sua lavra a segunda parte
da “Proposicio XXXIII" do Livro VI, como encontrada em quase todos
0s manuscritos remanescentes. Daf provirem tais manuscritos daquela
edigio de Théon. Alids, a maior parte deles traz no seu titulo ou a frase
&k Tiig O¢wvog £kdoceng (“da edigio de Théon™) ou dmdb GuvoveIBY 10D Otwvog
(“das aulas de Théon” ou “dos ensinamentos de Théon™).

Desse modo, qualquer edigio dos Elementos feita anteriormente a 1814
era baseada numa famflia de manuscritos cujo arquétipo era o texto dado
a luz por Théon.

Para conta do que entdo ocorreu, fazendo toda a diferenga, mudando
o rumo da histéria das edigdes dos Elementos, citamos, por extenso, um
trecho do prefdcio de Frangois Peyrard ao seu trabalho Les euvres D’Euclide,
traduites littéralement, d’aprés un manuscript grec trés-ancien, resté inconu jusqu’a nos
jours,'® Paris, 1819:

10 [As obras de Euclides, traduzidas literalmente, com base em um manuscrito grego
antiquissimo, desconhecido até nossos dias].
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No prefécio da minha traducio dos Livros I, II, II1, IV, V, VI, XI e XII dos
Elementos de Euclides, que apareceu em 1804, e que eu fizera segundo a edi-
¢do de Oxford, propus-me o compromisso de publicar as tradugdes completas
de Euclides, de Arquimedes e de Apolénio. A minha tradugio das Obras de
Arquimedes apareceu em 1808. Antes de dar a impressio a minha tradugio
das Obras de Euclides, quis consultar os manuscritos da Biblioteca do Ret.
Esses manuscritos, vinte e trés em nimero, foram-me confiados, e nio tardei
a me aperceber que esses manuscritos preenchiam lacunas, restabeleciam pas-
sagens alteradas que se encontram na edigio da Basileia e naquela de Oxford,
cujo texto grego ¢ apenas uma cépia frequentemente infiel, como provei na
sequéncia do prefdcio do terceiro volume do meu Euclides em trés linguas. A
maior parte desses manuscritos rejeita uma multidio de superficialidades que
mios ignaras tinham introduzido no texto, e que se encontra em grande parte
nos textos das edicdes da Basileia e de Oxford.

Todos esses manuscritos, exceto o n.190, sio, com pequena diferenca,
conformes uns aos outros, salvo os erros dos copistas e as superﬁcialidades
de que acabo de falar.

O manuscrito 190 traz todos os caracteres do nono século, ou pelo menos
do comego do décimo, enquanto que os outros sio-lhe posteriores de quatro,
de cinco, e mesmo de seis séculos.

Esse manuscrito, cujos caracteres sio da maior beleza, e sem ligaduras, resta-
belece lacunas e passagens alteradas, o que teria sido impossivel de restabelecer
com a ajuda dos outros manuscritos. Encontra-se nele uma multidao de ligdes
que merecem, quase sem exceglo, a preferéncia ds ligdes dos outros manuscritos.

O manuscrito 190, que permanecera desconhecido até os nossos dias,
pertencia a Biblioteca do Vaticano. Foi enviado de Roma a Paris por Monge e
Bertholet, quando o exército francés tornou-se senhor daquela cidade.

Na segunda invasio dos exércitos coligados, a Franga viu-se obrigada
a restituir todos os objetos de arte que haviam sido recolhidos aos povos
vencidos. Por solicitagio do Governo Francés, o Santo Padre houve por bem
ter a bondade de deixar-me as mios esse precioso manuscrito até a completa
publicagio do meu Euclides.

Tendo, entdo, & minha disposi¢io esse manuscrito, como todos aqueles
da Biblioteca do Rei, determinei-me a dar uma edicio grega, latina e francesa
das Obras de Euclides. O primeiro volume apareceu em 1814, o segundo em
1816, e o tercetro em 1318.

O manuscrito Gr. 190 da Biblioteca do Vaticano, denominado P por

Heiberg, em homenagem ao padre Peyrard, o seu descobridor, nio pertence,
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pois, a familia theonina, e serviu como exemplar de colagdo para a edigio critica
do filélogo dinamarqués, aquela que permanece aceita até hoje. A histéria
das edicdes criticas dos Elementos assinala a seguinte sequéncia:

— A editio princips, “primeira edigio”, Basileia, 1533, a cargo de Simon
Grynaeus, baseada em dois manuscritos — Venetus Marcianus 301 e Paris
Gr. 2343 —do século XVI, que estdo entre 0s piores existentes. Essa edicio
servia de fundamento para;

— A de Oxford, Euclidis quae supersunt omnia. Ex recensione Davidis Grego-
rit M. D. Astronomiae Professoris Saviliani et R. S. S. Oxoniae, et Theatro
Sheldiano. An. Dom. MDCCIII. Para levar a cabo o seu trabalho, Gregory
consultou somente os manuscritos legados a Universidade por Sir Henry
Savile, nos lugares em que o texto da Basileia diferia da excelente tradugio
latina de Commandinus (I 572) . Essa célebre edicio das obras de Euclides
¢ a tnica completa antes da de Heiberg e Menge;

— Ade Peyrard, na trilfngue acima citada, na qual usou P somente para
corrigir a da Basileia;

—AdeE.E August (1 826—9), que segue P mais de perto, tendo também
usado o manuscrito Vienense Gr. 103.

De Morgan recomenda vivamente o alcangado por August: “Ao estudioso
que queira uma edigio dos Elementos, devemos decididamente recomendar
esta, por unir tudo o que foi feito para o texto do maior trabalho de Euclides”.

Tendo assim alcancado a sua hora fugaz de celebridade, esta edigio acaba
por cumprir o vaticinio do célebre historiador francés da matemdtica, Paul
Tannery, em uma carta a Heiberg: “todos os trabalhos de erudigio sio em
grande parte destinados a perecer para serem substituidos por outros”.
Pois, coube precisamente a este sancionar aquela predigio;

— A edigio de Heiberg, baseada em P e nos melhores manuscritos
theoninos, e considerando também outras fontes como Herdo e Proclus,
tornou-se o novo e definitivo texto grego dos Elementos;

— Por fim, a edigdo elaborada por E. S. Stamatis nio langa no limbo das
coisas ultrapassadas aquela do sibio dinamarqués, um trabalho de erudigio
que insiste em nao perecer. Para dar fé do que dizemos, traduzimos do latim
boa parte da adigio ao preficio (additamentum praefationis) de Heiberg,

escrito por Stamatis ao texto critico por ele dado a pﬁblico.

28



Os elementos

Nenhum dentre os homens versados em geometria antiga existe que nio
julgue ser necessaria agora uma nova edigio dos Elementos, de Euclides. De fato,
os exemplares da notdvel edigio Heiberguiana hd muito foram vendidos, além
disso os estudos referentes aos Elementos em nossos dias desenvolveram-se
grandemente. Por esse motivo, tendo sido convidado por um estimadissimo
livreiro, por exortagao do Instituto de Ciéncia da Antiguidade Greco-Romana,
que foi fundado por decisio da Academia Alemi de Ciéncias de Berlim, para que
eu cuidasse de nova edigio dos Elementos de Euclides acolhi essa ocupagio
com o coragio gratissimo. Realmente, sei que muitos admiradores da ciéncia
matematica, que sabem grego, desejam conhecer o texto euclidiano.

Agradou-me muito o plano do estimadissimo livreiro que me persuadiu a
que eu omitisse a tradugio latina que Heiberg preparara para a sua edigio pelo
que a nova edigio safsse a luz mais curta. De fato, é evidente os versados na
Ifngua grega ndo terem muita necessidade da tradugio latina. Pois que assim
seja, o plano da nova edigio foi organizado assim como ¢ indicado abaixo:'"

Para o texto do primeiro volume, considerei as coisas que deviam ser an-
tecipadas, que foram ensinadas sobre os Elementos e sobre a vida de Euclides
e sobre os principios e os primérdios da geometria ("Textui primo voluminis
praemittenda, quae de Elementis et de vita Euclidis et de principiis primor-
diisque geometriae tradita sunt, existimavi).

[Realmente, no HOC VOLVMINE CONTINENTVR, Ié-se o seguinte:

Testimonia:

De Euclides elementorum et vitae memoria

De principiorum geometriae memoria |

Acrescentei imediatamente trés {ndices (annexui continuo tres indices).

1T Nemo ex viris antiqua geometriae peritis est quin putet nova editione Euclidis
Elementorum in praesenti opus esse. Exemplaria enim praeclarae editionis Hei-
bergianae tamdudum divendita sunt, studia autem ad Elementa pertinentia nostra
aetate admodum increverunt. Qua de re cum a bibliopola honestissimo, hortatu
Insticuti scientiae antiquitatis Graecoromanae, quod auctoritate Academiae Scien-
tiarum Germanicae Berlinensis constitutum est, invitatus essem, ut novam Euclidis
Elementorum editionem curarem, gratissimo animo hoc negotium suscepi. Nam
multos studiosos scientiae mathematicae, qui Graece sciunt, Euclidianum textum
desiderare cognovi.
Valde autem mihit consilium bibliopolae honestissimi placuit, qui mihi suasit, ut
translationem Latinam qua Heiberg editionem suam instruxerat omitterem, quo
nova editio brevior in lucem prodiret. Patet enim linguae Graecae peritos Latina
translatione non nimis egere. Quae cum ita sint, ratio novae editionis, ita ut infra

indicatur, ordenata est.
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Em terceiro lugar, ajuntei uma sinopse, em que as notabilissimas edigdes dos
Elementos de Euclides sio recordadas (tertio loco conspectum, n quo praes-

tantissimae Euclidis Elementorum editiones, adiunxi).

(De fato, Stamatis adicionou o seguinte:

CONSPECTVS EDITIONVM

Recensio antiquior quam editio Theonis Alexandrini
Theon Alexandrinus Alexandriae circa 370 p-Chr.
Simon Grynaeus Basileae 1530 (editio 2: 1533 apud Toan.
Hervagium (“Hervagiana™), ed.3: 1537,

ed.4: 1539, ed.5: 1546, ed.6: 1558

Angelus Catanus Romae 1545 (sine demonstr.)
[.Camerarius Lipsiae 1549

I. Scheybl Basileae 1550 (1-06)

S.T. Gracilis Lutetiae 1558, 1573, 1598

C. Dasypodius Argentorati 1564

1. Sthen Vitebergae 1564

M. Steinmetz Lipsiae 1577 (cum demonstr.)

Dav. Gregorius Oxoniti 1703

Fr. Peyrard Parisit 1814-18

I.G. Camerer et C.Fr. Hauber Berolini 1824-25 (1-6)
G.C. Neide Halis Saxonum 1825 (1-6, I1,12)

E.E August Berolini 1826-29

LL. Heiberg Lipsiac 1883-88

E.S. Stamatis Athenis 1952-57.

Stamatis indica no pé da pdgina as obras consultadas para a confecgio
da lista acima. Revive com ela o gosto antigo pelas listas ou catdlogo, como
o ”Catélogo dos navios”, no Segundo Canto da Iliada, ou o “Catélogo dos
gedmetras”, do desaparecido livro de Histéria da geometria, de Eudemo, dis-
cfpulo de Aristételes, mas preservado por Proclus no seu Comentdrio ao livro
I dos elementos de Euclides.

Chamamos ainda a atengio para o fato de que, ao tecer anteriormente
consideracdes concernentes ds edicdes dos Elementos, consideramos apenas,

dentre “as notabilissimas”, as principais.)

Decidi abordar o que, para o texto, diz respeito aos vestigios da edigio de

Heiberg. Com efeito, ¢ certo entre todos os homens instruidos ser muito bom
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o servigo prestado por Heiberg aos Elementos de Euclides. Nem, de fato, depois
da sua morte, cédices novos, além do que ele examinara, foram comparados
nem a nossa colheita de papiros forneceu novas ligdes. Ora, justamente, termi-
nando a minha edi¢io dos Elementos de Euclides, que foi impressa em Atenas,
nos anos 1952-1957, eu préprio reconheci a perfeigio e a exatiddo da edicio

Heiberguiana.'

Fechemos logo, no entanto, as portas do templo em que acabamos de
acender as velas no altar da adoragio, para que o vento da discordancia
nio as apague todas. H4, no entanto, uma voz que clama na dgora e seria
prudente ouvi-la.

O historiador da matemdtica Wilbur R. Knorr, prematuramente fale-
cido, publicou na revista Centaurus, 38 (I 996) um Iongo trabalho — 69
pdginas —com o titulo “The Wrong Text of Euclid: on Heiberg’s Text and

its Alternatives”.”’ Eis o seu resumo:

Em dois artigos publicados em 1881 e 1884, dois jovens académicos,
Martin Klamroth e Johan L. Heiberg, engajaram-se em um breve debate
sobre as escolhas textuais que deveriam governar a publicagio de uma
nova edigdo critica dos Elementos de Euclides. Esse curto debate parece ter
assentado o problema a favor de Heiberg sobre o que deveria ser tomado
como o texto definitivo dos Elementos de Euclides. Mas a questio deve ser
considerada de novo porque hd boas razdes para a reivindicagio de que
Klamroth estava certo, e Heiberg, errado. Se assim for, temos consultado
e continuamos a consultar o texto errado para interpretar a tradi¢io eucli-
diana. A fim de dar substincia a essa afirmacio, a questdo textual debatida
por Klamroth e Heiberg ¢ ensaiada de novo, e as razdes principais trazidas

por Heiberg contra a posigio de Klamroth sio reconstruidas. Espécimes

12 Quod ad textum attinet Heibergianae editionis vestigia ingredi statui. Nam inter
omnes viros doctos Heiberg optime de Euclidis Elementis meritum esse constat.
Neque enim post obitum eius codices novi, praeter quos ille inspexerat, collati
sunt, neque seges papyrorum nobis novas lectiones praebuit. Ipse autem editionis
Heibergianae perfectionem absolutionemque perspexi, cum meam Euclidis Ele-
mentorum editionem, quae annis 1952-1957 Athenis impressa est, absolverem.

13 [O texto errado de Euclides: sobre o texto de Heiberg e suas alternativas].
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de trés amplas dreas de evidéncia — estrutural, linguistica e técnica — serao
considerados. Eles revelam como a tradigio medieval do texto advogado
por Klamroth exibe superioridade em relagio 3 tradigio grega promovida por
Heiberg. Uma tal reconstituigio dos textos tem o potencial de mudar sig-

nificantemente nossa compreensao da matematica antiga.

Se Knorr tem ou nio razio ¢ dificil de decidir. O peso da tradigio é
esmagador e o tempo passado entre aquele debate mencionado e hoje ajuda
a sedimentar a opinido favordvel a escolha de Heiberg.

De um modo ou de outro, a existéncia de divergéncia socorre-nos quando
nos preparamos para responder as perguntas iniciais: “O que significa falar
do texto grego dos Elementos?” e “Qual o sentido de mencionar-se a edigio
de Heiberg—Stamatis®”; e, com isso, completar o circulo das consideragdes.

A edigdo de Heiberg—Stamatis do texto grego dos Elementos é o que Heiberg
diz, com a conﬁrmagio de Stamatis, ser a coisa mais préxima do texto

original de Euclides.
A Histéria

(...) ¢ impossivel para um historiador ressuscitar

integralmente o passado ()

Jacque Le Goff

As Sereias: consta que elas cantavam, mas de uma ma-
neira que nio satisfazia, que apenas dava a entender em
que diregdo se abriam as verdadeiras fontes e a verdadeira
felicidade do canto. Entretanto, pelos seus cantos im-
perfeitos, que ndo passavam de um canto ainda por vir,
conduziam o navegante em diregio aquele espago onde o
cantar comegava de fato. Elas nio o enganavam, levavam-

-no realmente ao objetivo.

Maurice Blanchot

Em geral, a natureza nao propde problemas faceis, dado quase sempre

o elevado ntmero das variiveis neles envolvidas. Pela impossibilidade,
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consequéncia das dificuldades técnicas, de abrangé-las todas, o homem de
ciéncia, ao abordar uma determinada questio, seleciona aquelas que julga
maits signiﬁcativas ao tratamento do caso considerado. Faz-se, assim, uma
modelagem da realidade (o que quer que 150 possa signiﬁcar) . Mas, entao,
a solugdo oferecida é sempre uma redugio, apenas uma aproximagio daquilo
que a natureza sugerira. Ha, pois, solucdes mais ou menos compreensivas,
dependendo da capacidade de cada cientista de lidar com um ndmero con-
veniente das varidveis e da sua perspicdcia (ou devemos chami-la intuigio)
no escolhé-las importantes.

O mesmo se dd quando se procura escrever a histéria de um aconte-
cimento, de uma cultura, de uma época. Apenas aproximagdes estio no
dominio do historiador: boas ou més. Tudo o que ele pode almejar é que
o seu relato seja “o canto da Sereia” que nio engane, mas leve realmente
ao objetivo. E isso, principalmente, ao dispormos de documentos para a
consulta, na existéncia de fontes primérias. Falto delas, fica cheio de obs-
ticulos o caminho para uma boa aproximagio dos fatos ocorridos e dos
feitos alcangados.

Tudo isso é avalizado pelo seguinte trecho de uma entrevista de um

historiador brasileiro a um jornal de Sdo Paulo:'

Julguei importante colocar a controvérsia historiogrifica para ajudar o lei-
tor a entender que ndo hd possibilidade de reconstruir o passado como tal. A
histéria é sempre uma construgio, ainda que nio seja arbitrdria, pois procura
a objetividade através do controle das fontes. Dependendo da maneira como
tais fontes sio interpretadas, surgem visdes distintas, trazendo a marca da

concepgio do historiador e também do tempo.

Talvez, com uma boa dose de auddcia, pudéssemos tomar por mote: “O
Passado jaz morto e enterrado”.

Nesse caso, o que nos caberia fazer?

Cada historiador da Matemadtica — fixemo-nos no que nos diz respeito —
agea partir de pequenas evidéncias, como o Iegista tenta, a partir de algum

0ss0, reconstituir o verdadeiro rosto do morto, que ndo mais se mostra na

14 BORIS, Fausto. Folha de S. Paulo.
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polida superffcie dos espelhos‘ Assim escreve G. R. Dherbey no prefécio a

traducio francesa de Os sofistas, do italiano Mario Untersteiner:

Objetar-se-nos-4, talvez, que o conhecimento, no que concerne ao corpus
soffstico, é bem mais dificil: os textos sio extremamente fragmentérios e
mesmo, excecio feita a Gérgias, pobres e raros. Mas nio nos achamos aqui,
como para toda a literatura pré—socrética alids, em caso semelhante équele da
paleontologia? Cuvier empenhava-se, a partir de simples vestigios de animais
pré—histéricos, em reconstruir o esqueleto inteiro: o dente carnivoro e o dente
moedor nio imp&em a mesma forma de mandibula que, por sua vez, implica
uma morfologia geral seja de predador, seja de ruminante. Cada elemento
anatdmico dd, de modo rigoroso, o todo, e dever-se-ia fazer ao pensamento a

bondade de cré-lo tio coerente quanto a carcaga animal.

Mas essa convicgio na coeréncia que pudesse fazer divisar o “esqueleto
inteiro” com base em um “elemento anatdmico” nio se deve esperar do

historiador, pois em geral um “elemento” serd comum a virios “esqueletos”.

E o que ¢ razoavel concluir do que observa Paul Tannery em La géométrie

grecque:?’

Separemos da histéria da Matemdtica a parte propriamente bibliogréﬁca,
quero dizer, a constatagio material dos fatos: tal frase encontra-se em tal pagi-
na, seja de tal edigdo de tal obra, seja de tal manuscrito arrolado sob o ntimero
tal em tal biblioteca; separemos ainda o que pode, como no Apergu historique
[Resumo histérico} de Michel Chasles, formar um dos Principais atrativos
do livro, mas que pertence, de fato, a Ciéncia mesma, bem longe de constituir
uma parte integrante da sua histéria; quero dizer, os desenvolvimentos dados
a tal mécodo, as relacdes estabelecidas entre eles e outros mais recentes, enfim
as demonstragdes de teoremas ou solugdes de problemas, quer concebidas no
espirito dos procedimentos de outrora quer somente sugeridas pelo seu estudo.

Feita essa separagio, o que resta na realidade? Um tecido de conjecturas que
estdo, alids, em todos os graus de probabilidade, desde aquela que tem quase o
valor de certeza, até a que mal difere da davida, para ndo falar de hipéteses ainda
menos favorecidas; e ainda esse tecido assemelha-se 3 mortalha de Penélope
porque, se é verdade que se pode considerar como indo sempre aumentando

a probabilidade média dos resultados obtidos pela critica, nio é, de modo

15 [A geometria grega].
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algum, o mesmo para a probabilidade especial de cada assergio particular;
essa probabilidade ¢ sujeita a variagdes continuas, e raramente existe ponto
pelo qual a opinido hoje dominante ache-se garantida contra uma exclusio
momentAnea, ou definitiva, apés ou na vinda 2 luz de algum fato novo ou da

aparicio de alouma nova hipdtese.
parig g P

Ainda, para sé ficarmos entre os grandes da histéria da matemdtica,

reproduzimos as palavras de Otto Neugebauer:'®

Das abébadas do Museu Metropolitano de Nova York pende uma magnifica
P P g
tapecaria que conta a fibula do Unicérnio. No final, vemos o miraculoso animal
pes q
capturado, graciosamente resignado a0 seu destino em um recinto limitado
por uma pequena e bem feita cerca. Essa imagem pode servir como simile
para o que tentamos aqui. Erigimos engenhosamente, a partir de pequenos
pedagos de evidéncia, a cerca dentro da qual esperamos ter prendido o que
ode parecer uma criatura possivel, vivente. A realidade, no entanto, pode ser
P P P P
amplamente diferente do produto da nossa imaginacio; talvez seja vio esperar
P P ginag ) P
algo mais do que uma imagem agraddvel 2 mente construtora quando tentamos

restaurar o passado.

Como um erudito alem3o, ao escrever a tlltima frase acima, Neugebauer
deveria ter em mente a mesma cena do Fausto a que se refere E. Cassirer, a

respeito do mito:

No Fausto de Goethe, hd uma cena em que vemos o Doutor Fausto na cozi-
nha da bruxa, esperando que esta lhe dé a beberagem mdgica que o devolverd
a juventude‘ Diante de um espelho encantado, tem subitamente uma visio
maravilhosa. Aparece no espelho a imagem de uma mulher de beleza sobrena-
tural. Fausto sente-se arrebatado e atraido; mas Mefistéfeles, que estd ao seu
lado, zomba de tanto entusiasmo. Ele é quem sabe das coisas; sabe que o que
Fausto viu no espelho ndo era a forma de uma mulher real: era tdo s6 uma criatura

da sua prépria imaginagio (grifo nosso).

Sio mﬁltiplos os perigos quando pretendemos trilhar o Passado. Ha

terrenos alagadigos, falsas pontes, tenebrosos abismos. Estard o pote de

16 NEUGEBAUER, O. The Exact Sciences in Antiquity. Nova York: Dover Publications,
Inc.,1969.
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ouro no ﬁnal dO arco-ir1s? Ha o cedermos A0S antigos OS NOSSOsS OH’)OS €

nossas ideias. Prevenia-nos Levy-Bruhl, guardadas as proporgdes:

Em vez de nos substituirmos em imaginagio aos primitivos que estu-
damos, e de fazé-los pensar como nds pensarfamos se estivéssemos no seu
lugar, o que s6 pode conduzir a hipéteses quando muito verossimeis e quase
sempre falsas, esforcemo-nos, pelo contririo, por nos pér em guarda contra
0S NOssOs Proprios hibitos mentais e tratemos de descobrir os dos primitivos
através da andlise das suas representagdes coletivas e das ligagdes entre essas

representagoes.

Completemos Levy—Bruhl com o que tdo enfaticamente afirma Lucien

Febvre:

A esses antepassados, emprestar candidamente conhecimentos de fato — e,
portanto, materiais de ideias — que todos possuimos, mas que para os mais
sdbios dentre eles era impossivel obter; imitar tantos bons missiondrios que,
em tempos, regressavam maravilhados das “ilhas”, pois todos os selvagens
que tinham encontrado acreditavam em Deus (mais um pequeno passo e
tornar-se-iam auténticos cristdos); dotarmos os contemporineos do papa
Ledo, com uma generosidade imensa, das concepgdes do universo e da vida
que a nossa ciéncia para nds forjou e cujo teor é tal que nenhum dos seus ele-
mentos, ou quase, habitou alguma vez o espirito de um homem da Renascenga
— porém, contam-se pelos dedos os historiadores, e refiro-me aos de maior
envergadura, que recuam perante tal deformagio do passado, tal mutilagio da

pessoa humana na sua evolugﬁo.

‘-

Pronto! Estamos junto ao templo sagrado da Matemdtica, esse “jogo
de jovens” (“Nenhum matematico deveria jamatis se permitir esquecer que
a Matemdtica, mais do que qualquer outra arte ou ciéncia, é um jogo de
jovens” — G. H. Hardy), criado por um povo de juventude eterna; “aquele
que, em Delfos, contempla a densa multidio dos jonios, imagina que eles
jamais haverdo de envelhecer”.

Mostramos armadilhas, apontamos enganosos caminhos que se ofere-
cem, sedutores, aos que se atrevem a desvelar o passado. Seja, pois, tudo
aceito cum grano salis.

As portas do templo neste momento se abrem. Convidamo-lo, caro

leitor, entremos.
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Euclides e a tradicio sobre ele

Tudo ja foi dito uma vez, mas, como ninguém escuta, é

preciso dizer de novo.

André Gide

Para testemunhos de como se constituiu e como se desenvolveu a geome-
tria grega, ficamos estritamente dependentes de escassas noticias espalhadas
em escritores antigos, muito do que foi extraido do trabalho desaparecido,
ja mencionado, Histéria da Geometria, de Eudemo, um dos principais disci-
pulos e colaboradores de Aristételes.

Uma passagem dessa obra, conhecida como o Sumdrio de Eudemo ou o
Catdlogo dos gedmetras, foi, no entanto, preservada por Proclus, que a retirou,
bem provavelmente, dela prépria. Traduzimos todo o passo, comecando

um POU.CO antes:

Por um lado, de fato, muitos dos mais velhos descreveram essas coisas,
tendo-se proposto a fazer o elogio da matemdtica, e por isso apresentamos
poucas das muitas nessas coisas, exibindo completamente o conhecimento e
a utilidade da geometria. Por outro lado, depois dessas coisas, deve-se dizer
da produgio dela nesse perfodo. Pois o divino Aristételes dizendo: as mesmas
opinides frequentemente retornar aos homens segundo perfodos determinados
do todo, e nio tomar as ciéncias uma organizagio durante o nosso tempo pri—
meiramente ou o dos nossos conhecidos, mas também nem dizer em quantas
outras circunvolugdes, tanto tornadas quanto havendo de ser, aparecerem elas
e também de novo desaparecerem.

Depois de que, dizemos, é preciso examinar as origens das artes e das cién-
cias no perfodo presente.

Visto que seja conhecido por muitos a geometria ter sido descoberta entre
0s egfpcios primeiramente, tendo tomado a origem da acio de medir com
cuidado as 4reas.

Pois esta era necessdria para aqueles pela agio de se elevar do Nilo, fazendo
desaparecer os limites concernentes a cada um.

E nada é surpreendente comegar a descoberta tanto dessa quanto das outras
ciéncias pela necessidade, porque tudo o que ¢ produzido na geragio avanga
do imperfeito ao perfeito.

Possa, justamente, a mudanca vir a acontecer, de fato, da sensacio para o
cilculo e desse para o pensamento.
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Como, de fato, entre os fenicios, pelo comércio e as relagdes de negécio, o
conhecimento dos ndmeros tomou o principio exato, assim também entre os
egipcios a geometria foi descoberta pela causa dita.

E Tales, primeiramente tendo ido ao Egito, transportou para a Grécia essa
teoria e, por um lado, descobriu muitas coisas, e, por outro lado, mostrou os
principios de muitas para os depois dele, aplicando—se a umas de modo mais
geral, a outras, de modo mais sensfvel.

E depois desse, Mamerco [?], o irmio do poeta Stesichorus, o qual é men-
cionado como tendo tido uma ligagio de zelo em relagio a geometria, e Hippias
de Elis relatou-o como tendo adquirido uma reputagio na geometria. 7

E depois desses, Pitigoras mudou a filosofia sobre ela em uma forma de
educagio livre, examinando do alto os princfpios dela, explorando 0s teoremas
tanto de um modo imaterial quanto intelectual, o qual entio também descobriu
a disciplina dos irracionais e a construcio das ﬁguras césmicas. E depois desse,
Anaxigoras de Clazomene ligou-se a muitas coisas das relativas & geometria,
e Oinopedes de Quios, sendo por pouco mais jovem do que Anaxagoras, 0s
quais também Platdo mencionou nos Rivais como tendo adquirido uma repu-
tagio nas matematicas.

Depois dos quais, Hipéerates de Quios, o que descobriu a quadratura da
linula, e Teodoro de Cirene tornaram-se ilustres com relagio a geometria.

Pois Hipdcrates também compds Elementos, o primeiro dos que sio men-
cionados.

E Platdo, tendo nascido depois desses, fez tomar muito grande progresso
tanto as outras coisas matemdricas quanto a geometria, pelo zelo relativo a
elas, o qual, ¢ evidente, tanto de algum modo tendo tornado frequente as
composigdes com os discursos matemdticos quanto despertado por toda parte
a admiragio relativa a elas dos que se ligam a filosofia.

E nesse tempo eram tanto Leodamas de Thasos quanto Arquitas de Ta-
ranto quanto Teeteto de Atenas, pelos quais os teoremas foram aumentados e
avangaram para uma organizagio mais cientifica. E Neocleides, mais jovem do
que Leodamas, e o discipulo desse, Léon, os quais resolveram muitas coisas
em adigﬁo As dos antes deles, de modo a Léon compor também os Elementos de
maneira mais cuidada tanto pela quantidade quanto pela utilidade das coisas
demonstradas, e descobrir distincoes, quando o problema procurado é possfvel

e quando é impossivel.

17 xot " Inmiog 6° HAglog 1610pnoey ig EML yemuetplg §0&av 0rvtol AoovIog.
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E Eudoxo de Cnido, por um lado, por pouco mais jovem que Léon, e, por
outro lado, tendo-se tornado companheiro dos A volta de Platdo, primeiro
aumentou a quantidade dos chamados teoremas gerais, e as trés proporgdes
ajuntou outras trés, e fez avancar em quantidade coisas tomadas a respeito da
secdo, com origem em Platdo, servindo-se das andlises sobre elas. E Amyclas
de Heracleia, um dos discfpulos de Platio e Menaechmus, que ¢é discfpulo de
Eudoxo, tendo também frequentaclo Platio, e o seu irmio Deinostratus fize-
ram ainda mais perfeita a geometria toda. E Theudius de Magnésia pareceu
ser o que excede tanto nas matemdticas quanto em relagio A outra filosofia.
Pois também arranjou convenientemente os Elementos e fez mais gerais muitas
coisas das particulares. E, naturalmente, também Athenaeus de Cyzicus, tendo
nascido durante os mesmos tempos, também se tornou ilustre, por um lado, nas
outras matematicas, e, por outro lado, principalmente na geometria. De fato,
esses viveram com outros na Academia, fazendo as pesquisas em comum. E
Hermotimus de Colofon fez avangar as coisas investigadas antes por Eudoxo e
Teeteto, tanto descobriu mais muitas coisas dos Elementos quanto redigiu alguns
dos Lugares. E Felipe de Mende, sendo discipulo de Platio e tendo sido exortado
por ele para as matemadticas, tanto fazia as pesquisas segundo as indicagdes
de Platio quanto produziu-as por si préprio quantas cria contribuir para a
filosofia de Platdo. Os que realmente expuseram as histérias promoveram as

realizagdes dessa ciéncia até esse tempo.'*
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v 8¢ 10010 16 YpoOve Kol Aewdduog O Odotog v kot Apydtog 6 Topovtivog kol Oeoitntog O Adn-
Veiog, Top'dV  ETNVENON TO, BemPNLOITOL KOL TPOTILBEV E1¢ EMIGTNUOVIKOTEPOLY GVUOTACLY.
Ae@ddpavtog 8e vemtepog 0 NeokAeldng Kol 0 ToVTo pobntig AE@v, 6l TOALGY TPOGELTOPNOOLV TOLG PO
VTV, BGOTE TOV AEOVTOL KOl TO. GTOLYEID. GUVOETVOL TA) T€ TANOEL KO T YPELQ TV  SELKVUUEVOV EML
UEAEGTEPOV, KOl SLOPIOLOVG EVPELY, TOTE SLVOLTOV EGTL TO {NTOVUEVOV TPOPANULOL KO TOTE GLEVVALTOV.
Eb80&0g 8¢ 0 Kvidiog, AéovTog [ev OAMY® vemTepos, ET0iipog e TV mept TG TV Yevouevos, Tp@HTog
TGV KOBOLOL KOAOVUEVMY BEPNUATOV TO TATIB0G NUENCEV KO TOAG TPIOoLY Gvadoyiong dALaG TPELS
TPOGEBMKEV KOL TO TEPL TNV TOUNY GpyNv Aofovta mopa TTAGTwvog €ig TATBOG TPOHYOLYEV KO TOig
OVOADOESTY EMODTAY YPNOCUEVOS.

" Apvrdog 8t O “ Hpokdedtng, €1¢ 1dv ITAdTovog Etoipov kot Mévayuog dikpoathg dv EvdoEou kot
TILGTOVL 88 GUYYEYOVOG KO O BSEAHOG 0LDTOU AELVOGTPOITOG  £TL TEAEWTEPOLY EMOINGOV THY OANY Ye-
OUETPLOLY
Oe0d10¢ 8t 6 Mdyvng #v Te T0Tg LOBAUACTY ESOKEV ELVOIL SL0OEPMY KO KOTOL THY BAANY dLA0COdTaLY.
KO YOp TOL GTOUYELD KOAGG GUVETOEEY KOl TOAAC TAV UEPIKBY KOBOAKMOTEPE. ETOINCEV.

Kot pévrot 0 Kuliknvog ™ ABnvorog Katd Tovg 0TOUG YEYOVAS POVOLG KOl £V TOTG GAAOLG LEV LOOT
LLOGL, LOAIOTO. 8 KOTOL YEMUETPLOLY EMLHOLVTG EYEVETO.
B1ijyov 0DV 00TO1 HET'CAANAOV £V AKOSNULG KOOI TOLODUEVOL TOG {NTRoELS.

"Eppotipog 8¢ 0 Kohopoviog 1o b EVSOEOL Tponumopnieve: Koit O£oThTon TpoNyoyev Mt TAEOV KO
OV GTOLYEL®V TOAAG GLVEVPE KOl TV TOMMY TLVO, GUVEYPOPEV.
dirnnog 8¢ 6 Mevdoiog, [TAT®VOg OV LoONTNG KO VTT'EKELVOV TPOTPOITELG E1G TO. LOLOMULATOL,
KOl 105 {NTNoeLg EMOLETTO KOTdL Tolg TTAGT™VOg DONYNOELG KOl TOUTO, TPOVPBOALEV E0VTE, GO0 BETO T
[TAGTOVOG  OLAOGOOLQ GUVTEAELV.

Ol HEV 0DV TOC 16TOPLOIG GVOrypayoVTEG IEYPL TOVTOV TTPOGYOLGT TV Tiig EMGTAUNG TOHTNG TEAEIMOLY.
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Af termina o Catdlogo elaborado por Eudemo.

Além de fixar os nomes daqueles gregos que mais se distinguiram no es-
forgo de dar  matemdtica aquela aparéncia de que serfamos herdeiros, o que
mais chama a atengio ¢ o fato de Euclides ndo ter sido o primeiro a coligir
os Elementos. Mas, ao lado do que, COMo veremos, Proclus vai dar a segui, ha
o ponto relevante de que apenas, dessas todas, s6 a obra de Euclides chegou
até nés. Eis a marca do seu sucesso: ter dado conta e bem de praticamente
tudo o que fizeram os seus predecessores. Ora, quando se tem em mente
a dificuldade na confecgio de cépias manuscritas, se um tratado trouxesse
de forma bem posta e melhorada o que outros continham, passava-se, com
vantagens, a copiar aquele em detrimento destes. Desse modo, o tempo
fez com os trabalhos dos demais o que ndo conseguiu com os Elementos de
Euclides: eliminou-os quase que totalmente da meméria dos homens.

Em continuagio ao Catdlogo, com sentido de completamento, Proclus

prossegue, agora pelo seu arbitrio e risco.

E nio muito mais jovem do que esses ¢ Euclides, o que reuniu os Ele-
mentos, tendo também, por um lado, arranjado muitas das coisas de Eudoxo
e tendo, por outro lado, aperfeigoado muitas das coisas de Teeteto, e ainda
tendo conduzido as coisas demonstradas frouxamente pelos predecessores a
demonstracdes irrefutdveis.

E esse homem floresceu no tempo do primeiro Ptolomeu; pois, também
Arquimedes, tendo vindo depois do primeiro, menciona Euclides, e, por outro
lado, também dizem que Ptolomeu demandou-lhe uma vez se existe algum
caminho mais curto que os Elementos para a geometria e ele respondeu nio

existir atalho real na geometria.'”

Acontece com Euclides o mesmo que com outros grandes matematicos
da Grécia Antiga: restam-nos apenas macérrimas informagdes sobre a vida

€a personalidade C{O homem. NO caso presente, a maior parte dO que temos

19 o0 mohv 8¢ T0VTOV vemTepog 0TtV EVKAEdNG O TOL GTOLYEID GLVOLYOLYMY Kol TOAAQ eV Tév Evdo&ov
oVVTAEDG, oA 8 TV OE0ITATOV TEAEWOAUEVOS, ETL 8E TO. LOAOKMOTEPOV SELKVOUEVH. TOlG EUTPOCH
€V €1g BVELEYKTOVG GOSELEELG CLvOryOLy@V.

YEYOVE 8t 0VTOG O i ML T0D TpdTOL TTTOAEMOA0V” KOl YOp 6 ApyUndng EMPUAMY Kol TG TPOTM [LvN-
povevet 100 EbkAeldov, kol pevtot kot aiety 6Tt [TtoAeuoiog Tipetd Tote odTov, €1 Tig E0TLV TEPL YEDUETPIOY

080¢ GUVIOLMTEPO. TTiG OTOLELNOENMS” O 8& CEKPIVOLTO, i) Elvor BOGIALKTY GIPOTTOV EML YEMUETPLOLY.
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provém do que estd dado acima, no trecho “Nio muito mais jovem do que

esses (.

..) nio hi caminho real para a geometria”, 1sto é, na parte acres-

centada por Proclus ao Sumdrio de Eudemo. O préprio autor do acréscimo

parece ndo ter conhecimento direto do lugar de nascimento do gedmetra

ou das datas em que nasceu e em que morreu. Procede antes por inferéncia:

(1)

(2)

(3)
IOgO

@
(4)
(5)

(6)
logo

(1D

(7)
(8)

(9)

logo
(111

Arquimedes viveu imediatamente apds o primeiro Ptolomeu;
Arquimedes menciona Euclides;

H4 uma histéria sobre algum Ptolomeu e Euclides;

Euclides viveu no tempo do primeiro Ptolomeu.

Euclides medeia entre os primeiros discipulos de Platio e Arqui-
medes;

Platio morreu em 347/6 a.C.;

Arquimedes viveu de 287 a 217 a.C,;

Euclides deve ter atingido o seu actimen por volta de 300 a.C. (o

que acorda bem com o fato de que o primeiro Ptolomeu reinara

de 3062283 a.C.).

Atenas era, a época, o mats importante centro de matematica existente;
Os que escreveram Elementos antes de Euclides viveram e ensinaram
em Atenas;

O mesmo vale para os outros matemdticos de cujos trabalhos os

Elementos de Euclides dependiam;

Euclides recebeu o seu treinamento matemdtico dos discipulos de

Platio em Atenas.

Proclus, indo ainda mais longe, garante que Euclides era da escola pla-

tdnica e que mantinha fntima relagio com a filosofia dele*® (“¢ platénico

pela ESCOHT& ( familiarizado com essa ﬁIOSOﬁ’A”> € que, POI' €ssa I”AZ&O,

teria se proposto por objetivo dos Elementos, como um todo, a construgao

20 xoi 1f] mpooipeset §e TTAoTmvikog E6TL KO TH $1A06001¢ TOOTY OIKELOG.
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das chamadas figuras platénicas*' (“e donde precisamente propds-se como
objetivo do livro todo dos Elementos a construgio das chamadas figuras
platénicas™). Como os Elementos terminam, de fato, com a construgio dos
poliedros regulares, isto é, dos cinco sélidos ou figuras platénicas, sendo
Proclus um neoplaté}nico, viu nisso a oportunidade para associar Euclides
équela escola. Alids, parece-nos possfvel entender a expressao Aog no papel
de advérbio “no fim, em dltimo lugar”, podendo-se verter parte da frase
citada por “propds-se no fim do livro todo dos Elementos a construgio (...)",
o que ¢ verdade. Abusaria, assim, Proclus de uma ambiguidade?

Que Euclides ensinara e fundara uma escola em Alexandria, aprendemos
de uma observagio de Pappus no Livro VII da sua 4 colegio matemdtica, ao
comentar que Apolénio nos transmitiu oito livros sobre as cdnicas, ten-
do completado 0s quatro livros das Cénicas de Euclides e a eles ajuntado
outros quatro.

Pappus, 7.35:

E [Apolénio] pode ajuntar as coisas restantes ao “lugar”, tendo antes sido
capaz de imaginar pelas coisas Jd escritas por Euclides sobre o “lugar”
e, tendo frequentado por muito tempo os discfpulos de Euclides em Ale-

xandria, por essa razao adquiriu esse hibito nio ignorante de mente.?

Ha, por fim, um episédio relatado por Stobaeus nos seus Eclogarum

physicarum et ethicaram Libri I1.*> Ei-lo:

() alguém que comegara a estudar geometria com Euclides, tendo aprendido
o primeira teorema, perguntou a Euclides: “Mas o que me serd acrescido por
aprender essas coisas?” E Euclides, tendo chamado o escravo: “Dé-lhe trés

ébolos, porque para ele é preciso lucrar com o que aprende”.**

21 0Bev M KoL TG CLUTACNG OTOLYELMOEDS TELOG MPOEGTHOATO TV
OV KeAovUEVOY TTAOTOVIKOV GYNUATOY

22 mpocBEIvaL 88 TG TOTM TC. AELTOUEVOL SESVVNTOL TPOYOVTOOIOOELS TGl Vo EbkAeldov yeypopuévolg
7181 ePL 10T TOMW KOl GYOAAG0G T0ig V1O EvkAeldov podnroig v’ AdeEovdpig TAEIGTOV Ypovov, GBev
£oye Kot TV 1ol 0TV EELV 0VK Goon.

23 [Coletanea de coisas fisicas e éticas].

24 Tlop EOkAELdN Tig pEQUEVOS YEMUETPELY, G TO TP@TOV Bewpmuo. Enodev, fipeto tov EvkAeidnv: 11 8¢
Hot TAEov £0T0 TODTO LovOAVOVTL; Kot O EbkAeldng Tov moiido. koAesag: §og, £6m, abTd TpLwBorov,

EmeLdN S€1 ovTa), EE DV LOVOGVEL KEPSOIVELV.
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Apenas 1sso a tradicio nos transmite sobre o nosso personagem.

Vale ponderar aqui que a tradigio se interessa mais pela verossimilhanga
do que pela verdade, considerando aquela como uma metdfora desta. Desse
modo, o diélogo entre Ptolomeu e Euclides que, diga—se de passagem, tam-
bém ¢ contado sobre a dupla rei-gedmetra Alexandre e Menaechmus, pelo
préprio Stobaeus na obra referida, metaforiza o fato de a geometria ter de
ser aprendida sistematicamente, passo a passo, seguindo o trajeto exXposto
nos Elementos. A Gltima histéria, por sua vez, representa, ﬁguradamente,
o que ¢é frisado no Catdlogo dos gedmetras, que Pitdgoras mudou a filosofia
sobre a matemdtica “em uma forma de educacio liberal”, ou seja, prépria
dos homens livres, que ndo se submetem senio a ganhos intelectuais. Da
mesma maneira, quando a tradi¢io nos dd como escrita sobre o pértico
da Academia a famosa frase “ninguém que ignore geometria entre ,”’ nio
quer nos fazer crer estar ela realmente postada a entrada para, como a ignea
espada do arcanjo, que impedisse, a0s nio iniciados naquela ciéncia, 0 acesso
a um tal Eden; antes condensa, metaforicamente, de modo admirivel, tudo
o que Platdo dizia sobre a matemdtica: ser ela o vestibulo, a via pela qual
se chega A filosofia.

O que fica de tudo é o pouco conhecimento, e ainda assim incerto, que
resta do homem que foi o nosso gedmetra. E como se, daquela distante

época, um aedo nos cantasse:

Diz o Tempo a Euclides:

Nas muitas dobras que tenho
No meu manto de negro tecido,
Escondo para sempre dos pésteros
A tua vida, as tuas dores,

As tuas alegrias fugazes,

O teu dia de cada dia.
Escondo-te o semblante, o sorriso,
A légrima quente que escava
Profundos sulcos na face.
Escondo também os amores,

As tuas noites de insdnia

25 GyemUETPNTOG UNSELG E161TM.
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E a dura luta didria
Rumo a verdade desnuda.
Escondo tudo o que foste

De todos os que virdo.
Mas as muitas dobras que tenho
No meu manto de negro tecido,

Por mais que eu faga e refaga,
Nio bastam para esconder
A obra que produziste.
Proclamo, pois, em alto som:
Os Elementos de Euclides

Sempiternos brilhario.

Outros trabalhos de Euclides

A tmportancia extraordinaria dos Elementos torna de somenos monta os
demais trabalhos atribuidos ao gedmetra, alguns dos quais chegaram até
nés. Sdo, na maior parte, pequenos planetas a orbitarem a volta daquela
magna estrela. Conhecemo-los todos por mengio de autores gregos.

Assim, na sequéncia do Sumdrio de Eudemo, Proclus faz-nos saber:

Também existem, de fato, muitas outras obras matemadticas desse homem,
cheias de exatidio admirdvel e de visio cientifica.
Pois tais sdo tanto a Otica quanto a Catdptrica, e tais também as a respeito

dos Elementos de miisica, e ainda o livro sobre Divisaes.?®

E, em continuagio, elogiando os Elementos, faz referéncia a um outro

trabalho:

E porque muitas coisas sdo vistas na aparéncia como sendo apoiadas na
verdade e seguindo 0s princfpios cientificos, mas seguem O seu curso para o

desvio dos principios e enganam completamente 0s mais superﬁciais, ele tam-

26 TOAGL UEV 0DV KOl BALOL TOU Gv3POE TOVTOV LOOMUOTIKG GVYYPOLLOITO. BOVUOOTHG GepIPELog
KOl EMGTNUOVIKTg BEmplog HEGTT.
TOLLUTOL YOIP KO TOL OTLTUKGL KOIL T, KOLTOTUTPLKC, TOLOUTOL S€ KO 0L KOLTOL LLOVGTKT) GTOLYELNOELS,
£11 8¢ 10 TepL Sropecewv PiAiov.
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bém legou a posteridade métodos de percepcio perspicaz dessas coisas, tendo
0s quais poderemos treinar os principiantes dessa teoria paraa descoberta dos
paralogismos, e a permanecer até o fim nio enganados.

E assim entdo, essa obra, pela qual introduz-nos nessa preparagao, ele in-
titulou Das faldcias (...)*"

Esse livro Das faldcias perdeu—se, mas o seu intento ¢é exposto claramente
no excerto, ¢, COMO aparece num contexto que diz respeito aos Elementos, é
lidimo supor nao ultrapassar o domfnio da geometria.

Vejamos os outros titulos citados pelo escoliasta.

Otica e Catéptrica

Ambos foram editados por Heiberg no mesmo Volume VII (1895)
da publicagio pela Teubner Verlagsgesellschaft Euclidis opera omnia,”® de
Heiberg—Menge. Af a Otica aparece na sua forma genufna e na recensio
de Théon de Alexandria.

A Catéptrica, por sua vez, nio ¢ genuina e Heiberg tem para si que, no
formato sobrevivente, possa ser de Théon. Possivelmente, Proclus teria se
enganado ao p6—1a na conta de Euclides, que ndo a produzira‘

A Otica é, de fato, um tratado de perspectiva. Parte da hipStese da exis-
téncia de raios visuais retilineos e busca determinar a parte que efetivamente
vemos de um objeto distante dado.

A palavra catdptrica (que ousamos aportuguesar, com a acentuagio
regida pela analogia com ética, variante de éptica) é um adjetivo grego
derivado do substantivo neutro xatontpov “espelho”. Por isso, o titulo

0L kaTonTpikd: significaria “imagens refletidas”, ou melhor, Teoria da reflexao.

27 Emedn 8¢ MOALG GOVTALETON LEV (OG THg AANBELOG CVTEXOUEVOL KOl TOG EMOTNUOVIKOIG GPY0iG GO
LovBOUVTOL, GEPETOL BE ElG TNV GO TGV GPYBY TAGVIY KO TOVG EMTOAALOTEPOUG EEATOLTE, HEBOSOVG
TOPOSESMKEV KO TG TOVTMV SL0POLTIKTIG GPOVICENG
0O €xovieg Youvalewy pev Suvnoouedo. ToLG GPYOUEVOLG THG BEmPlog TOHTNG TPOG TNV EVPESLY TAV
TOPOLOYIOUMY, GVEENTATNTOL 88 SLOLLEVELY.

KOl TOUTO 1) GVYYPOLLO, §1'0D THV TOPUCKEVHV Tty TordTny Eviienot, Pevdopiow ETEYpOEV...

28 [Obras completas de Euclides].
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Elementos de milsica

Dois tratados sio dados como de Euclides: Sectio canonis®® “a teoria dos in-
tervalos”, “Divisio da escala”, e elooyayh dppovicr “introducio a harmonia”,
Yoy Gpu g
editados no Volume VIII das Euclidis opera omnia por Menge. O primeiro,
4 P g P
baseado na teoria pitagérica da mdsica, ¢ matemdtico, concordando em
geral, tanto na dicgio quanto na forma das proposig¢des, com o que estd nos

Elementos. O segundo ¢ de Cleonides, um discfpulo de Aristoxenes.

O livro das divisoes (de ﬁguras)

Essa obra, contrariando aparentemente a expectativa dos que conhecem
apenas os Elementos, ocupa-se com a aplicagio da geometria a problemas de
cdlculo, como os existentes na Babildnia. A diferenga caracterfistica é o uso
feito dos resultados dependentes de proposi¢des daquele trabalho magno
em lugar da abordagem numérica dos orientais.

Trata-se, em resumo, da divisio de figuras em outras que lhes sejam
semelbantes ou dessemelbantes pela definicio, isto é, do mesmo tipo ou de tipo
diferente. Desse modo, um triﬁngulo pode ser dividido em triﬁngulos, ou
seja, em figuras do mesmo tipo ou semelhantes pela definigio, ou pode ser
dividido em um triﬁngulo e um quadrilétero, ﬁguras dessemelhantes pela
definicio.

E como nos diz Proclus (144.22-26)

... pois tanto o circulo é divisivel em dessemelhantes pela definigio quanto cada
uma das retilineas, e ele préprio, o autor dos Elementos, ocupou-se nas Divisdes,

dividindo as ﬁguras dadas quer em semelhantes quer em dessemelhantes.’®

O texto grego dessa obra de Euclides perdeu-se, tendo sido redescoberto
em arabe. Woepcke encontrou em um manuscrito em Paris um trabalho

em drabe sobre a divisio de figuras. Traduziu-o e publicou-o em 1851

29 KOTOTOUN KOVOVOG.
30 kot yop 6 KOKAOG €1g GLVOUOLDL T AOY® KOl EKOIGTOV THY EVOVYPAUUMY SLOUPETOV EGTLY, 6 KOl 0LDTOG
0 GTOLYELWTNG &V TOHG SLOPECETT TPOLYULOTEVETON TO LEV E1¢ GUOLDL TO, SOOEVTOL OYMUOITOL S10P@V, TO S

€1 GvopoLa.
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no Journal Asiatique. Esse tratado é expressamente atribuido a Euclides no
manuscrito e acorda com o que Proclus diz sobre ele.
Além desses trabalhos cujo elenco é dado pelo comentarista, hi mais,

citados pOlT outros autores.

Os Data

Os Data*! foram incluidos por Pappus no Tesouro da andlise.

Antes de tecer consideragdes sobre ele, queremos esclarecer alguns pon-
tos relativos a Pappus.

Estamos todos cientes de que a Idade de Ouro da geometria grega fin-
dara com Apolénio de Perga. No entanto, a influéncia dos feitos do trio,
Euclides, Arquimedes e Apolénio, nio acabou com os seus dias. Tivemos
uma sucessio de matematicos, se nio criativos, a0 menos competentes,
aptos a preservar a tradigio. Geminus, por exemplo, escreveu uma obra
de cardter quase enciclopédico sobre a classificagio e o contetido da mate-
madtica, incluindo a histéria do desenvolvimento de cada assunto. Pappus
(VI 3), falando sobre Arquimedes, abona a sua observagio com um
“como o declara também Geminus, o Matemitico, no seu livro 4 ordenacao
da matemdtica” >* Apesar disso, o titulo do grande tratado de Geminus nio
estd bem fixado, pois Eutocius de Ascalon, no seu comentirio ds Cénicas de
Apolénio, menciona-o como 4 ciéncia matemdtica.’® J4 Proclus, no Comentdrio
ao livro I dos elementos de Euclides, mune-nos de informagdes precisas sobre esse
trabalho, sem jamais mencionar-lhe o titulo.

O comeco da Era Crista assiste a um acentuado decréscimo no interesse
pelo estudo da geometria avangada. Assim Pappus, no século 111, propoe-se
a missio de reavivar a curiosidade sobre tal conhecimento.

A sua obra capital chegou-nos sob a designagio de Colegio matemdtica. Em
verdade, a maior parte dos manuscritos, sobretudo os mais antigos, vem

apenas com a denominagio 4 colegdo,” mas copias menos antigas trazem

31 dedouévo.
32 TGV polnudTov Tl
33 mept TG TOV HaONUATOV BEmplog.

34 cuvoywyn.
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um titulo mais completo no plural, As colegdes matematicas.’” Consiste ela em
uma ampla recolha de proposiges extraidas de um niimero grande de obras
de outros matemaiticos, quase todas hoje infelizmente desaparecidas‘ Esta
longe, porém, de ser uma simples compilagio, e excede de muito o quadro
de apenas um comentirio, uma vez que ndo se limita a expor proposigées
notaveis, devidas aos seus predecessores. Fa-las acompanhar de uma multi-
dio de lemas, destinados a esclarecer as passagens mais complexas das suas
demonstragdes. Mas, hd muito mais. Dd-nos frequentemente demonstra-
¢oes alternativas. Estende-as a casos particulares ou andlogos, aplica-os 2
solugio de problemas novos ou a daqueles ji resolvidos de outra maneira, e
completa o todo com numerosas proposig6es novas, que indicam pesquisas
bem avangadas nesse dominio e o calibre matemdtico do seu autor.

A obra é composta por oito livros (capftulos, como os chamarfamos
hodiernamente), sendo o sétimo sobremodo importante para a histéria da
geometria, por ser a dnica fonte do que conhecemos sobre um conjunto
de trabalhos perdidos relativos a geometria avangada, que os antigos cha-

360

mavam “lugar resolvido/analisado” ou “Tesouro da andlise”*® A denominagio

Tesouro da andlise, corrente na lfngua inglesa, Treasure (yfAnalysis, parece ter
sido sugerida por James Gow que, em nota na pagina 211 da sua A Short
History of Greek Mathematics,’” faz as seguintes e, a NOSsO Ver, pertinentes

consideragdes filoldgicas:

A palavra tomog aqui ndo significa locus (“lugar”™), mas tem o seu significado
aristotélico de “store-house” (“depésito, ou figuradamente, tesouro™). Entdo, no
comego do Livro VI de Pappus, tonog dotpovouotuevog significa “o tesouro astro-
ndmico”... Tomog dvovopevog significa “o tesouro da anélise”, como na retdrica
de Aristételes, tomor ou kovor tomot sio colegdes de “lugares comuns”, [isto ¢]
observagdes e criticas a que os retéricos podem sempre recorrer. A tradugio de

’ 3 ’ “ RRENTS B 7 ”» “ .. " s
0mog Gvokvopevog como “locus resolutus”, “lieu résolu” ou “aufgeldster Ort™ é

portanto enganadora € ICVOU,, acredito, a alguma COI’lCCPgﬁO errdnea.

Pappus indica-lhe de pronto a natureza, afirmando:

35 HOAMUOTIKOL GUVOLYMYOL.
36 1OmOg GVOAVOUEVOC.

37 [Uma breve histéria da matemdtica grega].
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O chamado Tesouro da andlise, Hermodoro meu filho, é uma matéria especial
preparada como auxilio, depois da produgio dos elementos comuns, para os
que querem aprender nas linhas a poténcia inventiva dos problemas que se lhes

estendem A frente e que se constituiu atil para 1sso somente.’®

Prossegue, um pouco mais adiante:

E dos preditos livros do Tesouro da andlise, a ordem é esta:*® dos Data de
Euclides, um livro™...; dos Porismata de Euclides, trés;*' ... dos Lugares em uma

superficie de Euclides, dois**... Existem 32 livros.*?

Portanto, dentre outros, Pappus arrola trés outros trabalhos de Euclides
nio mencionados por Proclus.

Retornemos, agora, aos Data, cujo texto sobreviveu e foi editado, jun-
tamente com o comentdrio feito por Marinus de Neapolis, discipulo de
Proclus, por Menge no Volume VI de Euclidis opera omnia.

Os Data sio um conjunto de 95 proposigdes (Pappus fala em 90), pre-
cedido agora por uma introdugio explanatéria de Marinus. Este observa
que Euclides deveria ter comegado com uma defini¢io geral de edouévov
“dado” e depois passar aos vdrios casos que inclui, concluindo que, na sua
44

opinido, a melhor definigio seria “cognoscivel e passivel de obtengio™.

Eis algumas das defini¢des de Euclides no inicio da obra:

X M A o~ - . . - .
1. Areas e também linhas e Angulos sio ditos dados em magnitude, iguais aos quais
podemos obter.*

4. Pontos e também linhas e dngulos sdo ditos ter sido dados em posigio, aqueles

que se mantém sempre SObe O mesmo lugarf'(’

38 6 korolpevog ~Avodvopevog, Epuodwpe tékvov, kotd sOAYLY 180 Tig £6TIv TAN TOpOsKELOS
LEVN LETOL TNV TOV KOLVEV GTOLYELMV TOINGLV TOiG BOLAOUEVOLS BVOAOUBAVELY £V YPOUULOiG SOVOpLLY
€VPETIKMV THV TPOTELVOUEVOV OLDTOIG TPOPANUATMYV, KO €1G TOUTO LOVOV XPNOIUN KOPECTHTU.

39 1@v 8¢ mpoetpnuévay 10U Avolvopévou BIFAOV 1 TAELS EGTLY TOLOWVTN.

40 Ebdkhieldov Aedopevaov Biiiov a.

41 Evkkeidov [Mopiopdtov tpio.

42 Evkkeidov Tonwv mpog Emdavelg: §0o.

43 vyiveton pipiia A B

44 yvopylov Kot Topov.

45 Aedouévo. T6) LeyEBEL LEYETON XOPL0L TE KO YPOLULOL KOl Ymvia, olg Suvdyieda: 160 Topicacot.

46 T 6é0eL 5e500001 AEYOVTOL GMUELC TE KOl YPOUUOL KOL YOVIOLL, 6 TOV 0DTOV Giel TOToV EMEYEL.
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6. E um circulo ¢ dito ter sido dado em posigao ¢ em magnitude, aquele do qual,
por um lado, o centro foi dado em posigio, e, por outro lado, o raio, em

magnitude.’’

As proposigdes que seguem as definigdes lidam com magnitudes, linhas,
figuras retilineas e circulos, nessa ordem.

A palavra “dado” ¢ empregada em dois sentidos. Signiﬁca, primeira—
mente, “realmente dado”, e, em segundo lugar, “dado por implicagio”, e
as proposicdes sio todas para esse efeito de que certa descrigio parcial de
uma magnitude ou de uma figura geométrica envolva uma descricio mais
completa; assim aquela de um tridngulo como equilétero envolve a sua
descrigio como equidngulo.

Pappus mostra com exemplos como os Data prestam servigo a Andlise.
Esta comega com uma construgio suposta que satisfaga as condicdes pro-
postas. Tais condigdes, sendo convertidas em elementos dados da figura,
envolvem outros que sio dados por implicagio, e esses, por sua vez, envolvem
outros, até que, passo a passo, cada um deles é legitimado, e chega-se a uma
construgio da qual se obtém uma sintese.

Os Data sdo, de fato, sugestdes para as etapas mais usuais na Andlise.

Os Porismata

Proclus (301.21—302.1 3) procura elucidar o que se deve entender tec-

nicamente por porismata.*® Eis a explicagio:

O porisma [ substantivo neutro em grego | ¢ uma das expressdes geométricas.
E isso signiﬁca duas coisas. Pois, denominam-se porismata tanto quantos teo-
remas sio ajudados no seu estabelecimento pelas demonstragdes de outros,
como sendo golpes de sorte e ganhos dos que procuram, como quantas coisas,
por um lado, sio procuradas, e, por outro lado, tém necessidade de descoberta

e ndo de produgio sé nem de simples teoria.

47 Tij 0éce1 St kol T LeyEBEL KVKAOg e50GB0 AEyETOn, OV dESOVTOL TO UEV KEVTIpOV Tij BECEL T St &K
TOD KEVIPOL TG HEYEDEL.
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Pois porque, por um lado, é preciso considerar os na base dos isésceles
iguais, esse conhecimento é, entio, das coisas que sdo.

Por outro lado, dividir o 4ngulo em dois ou construir um tridngulo ou
subtrair ou acrescentar, todas essas coisas demandam uma agio de alguém,
mas achar o centro do circulo dado ou achar a maior medida comum de duas
magnitudes comensuriveis dadas ou quantas coisas que tais estio, de alguma
maneira, entre problemas e teoremas.

Pois, nem sio produgdes nessas coisas das procuradas, mas sio descobertas,
nem simples teorias.

Pois ¢ preciso conduzir o procurado sob a vista e fazer o procurado diante
dos olhos.

Portanto, tais coisas sio também quantos porismata Euclides escreveu, tendo

composto trés livros de porismata.*

Pappus também fala sobre oS porismata nos seguintes termos:

E todas as espécies deles nio sio dos teoremas nem dos problemas, mas
de aloum modo no meio dessas, existindo forma, por poderem os enunciados
g porp
deles assumir certa forma ou como dos teoremas ou como dos problemas, pelo
que também aconteceu dos muitos gedmetras, os que consideram apenas a
forma do enunciado, uns tomarem-nos por ser, no género, teoremas, outros,
P g

problemas.SO

49 "Ev 1L 1OV YEOUETPIKGY EGTLV OVOUATMOV TO TOPIGHO.
10070 8€ Cepaivel SiTTov
KOAOUGT Yp TOPIGLOITO, KOl 660 BEMPILLOTOL GUYKOTOOKEVGLETON Toig BALMY Gmodei&eaty, Olov Ep
Loo: Kot KEPAN TAV {NTovvImv DIdpyovia, kol 660, {nteitan Lev, evpecemg Se xpniet Kot oUTe Yeve
6emg LoVNG 0VTe Bemplog AT
GTL LEV YOI TMV 1000KELDV 01 TtPOG TT] PAcEL 100 BempTioon S€1, Kot OVIMVY 81 TOV TPOYUATOV EGTLY
1 10100 TN YVHOLG.
v 88 yoviow S0l TEUELV 1} TPLYOVOV GLGTNOOCH0L T| AOEAELY T B£600L, TOVTO. TAVTO. TOINGLV TLVOG
OTOLTEL , TOV 88 §00EVTOG KUKAOV TO KEVIPOV EVPELV, T| SV0 S0BEVIOV CUUUETPOV HEYECOHDV TO UEYLO
TOV KOl KOLVOV UETPOV EVPELY, T 600 TOLASE, LETOED TG EGTL TPOPANUATOV KOl BEOPMULATOV.
0UTE YOp YEVESELG E10LY £V TOVTOLG TAV {NTOVUEV®Y, GAL’ EDPESELS, 0VTE BEmPlol WIAN.
St yop DI WV Gryory€ly Kol Tpo OUULATOV TOINGa.e80iL TO {NTOVUEVOV.
TOLOUTOL ApoL EGTLY Kot 660 EDkAE1dNG Toplopota: yeypode, 7 PAlo Toplopdtmv cuvtdEos.

50 dmovto 88 otV TOL €181 0UTE BempMUAT®Y EGTLY 0UTE TPOBANUATOV
GAAQL LLEGOV TG TOVTMV EYOVONG 180LS, (BOTE TG TPOTACELS CVLTAY SVVLoHEL SYMUALEsho T) g Bewpn
UATOV T OG TPOBANUATOV
TP’ O Kot GUUPERTIKE TEY TOAAGY YEOUETPGV TOVE UEV DTOAGUBEVELY 0LITOL E1VOL TG YEVEL BEPIUOLTOL

TOVG € TPOPANUOITE, GTOPAEROVTOG TG GYNUOTL LOVOV THG TPOTAGENG,.
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Com toda certeza, Proclus usava as palavras de Pappus. De qualquer
modo, pela distingio feita, hd os porismata que sio meros coroldrios, isto é,
consequéncias diretas das demonstragdes de outros teoremas, ¢ os hi como
proposigdes que, nio sendo tecnicamente quer teoremas quer problemas,
participam da natureza de uns e dos outros.

O tratado de Euclides jaz escondido nas dobras do negro manto do
tempo, mas, porque Pappus o tratou de modo extensivo, acrescentando-
-lhe tantos lemas, alguns gedmetras, e dentre eles o francés do século
XIX, Michel Chasles (nos Les trois livres des porismes d’Euclide réstablis,* Paris,
Mallet-Bachelier, 1860), tentaram, com maior ou menor &xito, restaurd-lo.

@) objetivo de um porisma ndo é aquele de um teorema, isto é, a descricio
de uma nova propriedade, nem o de um problema, ou seja, efetivar uma
construgio ou alterar uma dada; é antes achar e trazer A vista uma coisa
que coexiste necessariamente com certas coisas dadas, como a maior medida
comum coexiste com duas magnitudes comensurédveis dadas, ou como o
centro coexiste com um circulo dado.

Detenhamo-nos um pouco nas interessantes consideragdes feitas por

Chasles no seu Aperu historique des méthodes en géométrie,”* p.12-15:

Segundo o prefécio do Sétimo livro das colecoes matemadticas de Pappus, parece que
esse tratado dos porismata distinguia-se por um talento penetrante e profundo e
era eminentemente (til para a resolugio dos problemas mais complicados (col-
lectio artificiosissima multarum rerum, quace spectant ad analysin difficiliorum et generalium
problematum [“reuniio engenhosissima de muitas coisas que visam a andlise dos
problemas dificeis e gerais”]). Trinta e oito lemas, que esse sibio comentarista
deixou-nos paraa inteligéncia desses porismata, provam-nos que formavam um
conjunto de propriedades da linha reta e do circulo, da natureza daquelas que
nos fornece, na geometria recente, a teoria das transversais.

Pappus e Proclus sdo os tinicos gedmetras da Antiguidade que fizeram men-
¢do dos porismata; mas, j no tempo do primeiro, a Signiﬁcagio dessa palavra
estava alterada, e as definigdes que dela ele nos dd sdo obscuras. A de Proclus

nio & apropriada a esclarecer as primeiras. Também foi um grande problema

51 [Os trés livros dos porismas de Euclides restaurados].
52 [Resumo histérico dos métodos em geometria].
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entre os Modernos saber a nuanga precisa que os Antigos haviam estabelecido
entre os teoremas ¢ os problemas por um lado, e esse terceiro género de propo-
sigdes, chamadas porismata, que participava, ao que parece, de uns e dos outros;

e saber particularmente o que eram os Porismata de Euclides.

Pappus, ¢é verdade, transmitiu-nos os enunciados de trinta proposig()es
pertencentes a esses porismata: mas esses enunciados sio tdo sucintos e
tornaram-se tio defeituosos pelas lacunas e a auséncia de figuras, que di-
ziam a respeito deles que o célebre Halley, tio profundamente versado na
geometria antiga, confessou nio compreender nada deles, e que, até cerca
da metade do dltimo século, embora gedmetras de grande mérito tenham
feito dessa matéria o objeto das suas meditaces, nenhum enunciado havia
ainda sido restabelecido.

Foi R. Simson que teve a gléria de descobrir a significagio de vdrios
desses enigmas, bem como a forma dos enunciados que era prépria desse
género de proposigdes. Eis o sentido da definigio que o gedmetra deu dos

porismata:

O porisma é uma proposigio na qual se anuncia poder determinar, e em que
se determinam efetivamente, coisas que tém uma relagdo indicada com coisas
fixas e conhecidas e com outras coisas varidveis ao infinito; estas estando li-
gadas entre si por uma ou virias relagdes conhecidas, que estabelecem a lei de

variagdo, A qual estio submetidas.

Exemploz sendo dados dois eixos fixos, se de cada ponto de uma reta
baixam-se perpendicularesp eq sobre esses dois eixos, poder—se—é encontrar
um comprimento de linha a ¢ uma razio a tais que se tenha entre essas
duas perpendiculares a relacio (p—a)/qza. (Ou, segundo o estilo antigo, a
primeira perpendicular serd maior, relativamente & segunda, por uma dada
somente em razio.)

Aqui, as coisas fixas dadas sio os dois eixos; as coisas varidveis sio as
perpendiculares P, q;a let comum, a qual essas duas coisas varidveis estio
sujeitas, é que o ponto varidvel, de onde essas perpendiculares sio baixadas,
pertence a uma reta dada; enfim, as coisas a encontrar sio a linhaa e a razio
o, que estabelecerio, entre as coisas fixas e as coisas variaveis da questdo,

a relagdo prescrita.
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Esse exemplo ¢ suficiente para fazer compreender a natureza dos poris-
mata, como a concebeu R. Simson, cuja opinido foi geralmente adotada
desde entdo.

Todavia, devemos acrescentar que nem todos os gedmetras reconhece-
ram, na obra de Simson, a verdadeira previsio daquela de Euclides. Por nés,
adotando o sentimento do ilustre professor de Glasgow, diremos porém que
nio encontramos no seu trabalho a previsio completa do grande enigma dos
porismata. Essa questio, com efeito, era complexa, e as suas diferentes partes
exigiam todas uma solugio que se procura, em vio, no tratado de Simson.

Assim, dever-se-lhe-ia demandar:

Qual era a forma dos enunciados dos porismata;

2. Quais eram as proposigdes que entravam na obra de Euclides; nota-
damente aquelas cuja indicagio, muito imperfeita, foi-nos deixada
por Pappus;

3. Quais foram a intengio e o objetivo filoséfico de Euclides, compondo
essa obra em uma forma inusitada;

4. Sob que pontos de vista merecia a eminente distingio que lhe faz
Pappus entre as outras obras da Antiguidade; porque s6 a forma do
enunciado de um teorema nio lhe constitui o mérito e a utilidade;

5. Quais sio os métodos, ou as operagdes efetivas que mais se apro-
ximam, sob uma outra forma, dos porismata de Euclides, e que os
suprem na resolugio de problemas; porque ndo se pode crer que
uma doutrina tio bela e tio fecunda desaparecesse completamente
da ciéncia dos gedmetras;

5. E, enfim, haveria que dar uma interpretagﬁo satisfatéria de diferentes
passagens de Pappus sobre esses porismata; por exemplo, daquela em
que diz que os modernos, nio podendo tudo achar por eles préprios,
ou, por assim dizer, “porismar” completamente, mudaram a significa-
¢do da palavra; porque, se o porisma consistisse apenas na forma do
seu enunciado, como parece resultar do tratado de R. Simson, seria
sempre ficil “porismar” todas as proposicdes que fossem suscetiveis
disso; e nio se vé por que os modernos haveriam encontrado dificul-

dades que lhes tivessem feito mudar a significagio da palavra.
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E Chasles conclui o parégrafo relativo aos porismata afirmando que,
pela importancia do assunto, sobretudo pelas suas relagdes com as teorias

que formam o dominio da geometria do seu tempo, dara continuidade ao
” 53

pardgrafo na Nota III, “Sur les porismes d'Euclide”,”” p.274-83, em que
“tentaremos mesmo apresentar algumas ideias novas sobre essa grande
questﬁo dos porismam".

O exposto, cremos, basta, quanto a tal obra de Euclides.

Lugares €m uma superffcie

Na Nota II que acresce sua obra citada, assim se exprime Chasles sobre
os Lugares em wma superficie”* cujos dois livros, segundo Pappus, também

jazem submersos “em negro vaso de dgua do esquecimento”:

Montucla diz, na pdgina 172 do primeiro volume da sua Histoire des mathé-
matiques, que os Lieux a la surface de Euclides eram superficies; e, na pdgina 215 do
mesmo volume, que eram linhas de dupla curvatura sobre superficies curvas, como
a hélice sobre um cilindro circular, B possivel que os antigos designassem, em
geral, por essa palavra, as superficies e as curvas que af eram tragadas. Mas,
quais eram verdadeiramente os Licux a la surface de Euclides?

Para responder a essa questao nao nos resta outra indicacio a nio ser quatro
lemas de Pappus relativos aquela obra; e como esses lemas tratam somente
de se¢des cdnicas, devemos pensar que Euclides considerava somente as su-
perffcies que chamamos, hoje em dia, do segundo grau. E somos levados a crer
que essas superficies eram de revolugio. Porque, por um lado, é certo que as
superficies de revolugio do segundo grau tinham sido estudadas anteriormente
a Arquimedes, pois apds ter enunciado algumas propriedades das suas se¢des
por um plano, ele diz, no final da proposigio XII do seu livro Sobre esferoides e
conoides, “as demonstragdes de todas essas proposigdes sio conhecidas”. Além
disso, observamos que o tleimo lema de Pappus é a propriedade principal do
foco e da diretriz de uma cOnica; e esse teorema parece-nos ter podido servir
para demonstrar que o lugar de um ponto, cujas distincias a um ponto fixo e a

um plano devam estar entre 6135 em uma relagio constante, éum esferoide ou

53 [Sobre os porismas de Euclides].
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um conoide, ou entdo para demonstrar que a se¢io desse lugar por um plano
conduzido pelo ponto fixo ¢ uma cénica tendo o seu foco nesse ponto, e cuja
diretriz é a intersegdo do plano dessa curva pelo ponto fixo.

Desse modo, parece-nos prov;ivel que os Lieuxala surface de Euclides tratas-
sem de superffcies do segundo grau, de revolugio, e de segdes feitas por um

plano nessas superficies, cOomo O cone.

Ja Gow’” comenta que o préprio significado do titulo omor mpog emgaveio

ocastonou alguma controvérsia. Continuemos com ele:

O Prof. De Morgan diz francamente que nio o entende e ¢ evidente que
Eutocius estava na mesma condicio, pois fala, ap6s descrever outros loci
["lugares”] muito bem, que os t6mot npog tmgavelar derivam o seu nome “da
peculiaridade deles®” e assim os deixa. O Prof. Chasles supde que o livro con-
tenha proposigdes sobre “superficies do segundo grau, de revolugio, e se¢des
ali feitas por um plano": e refere-se ao fato de que Arquimedes, no final da
“Proposigio XII" do seu Conoides ¢ Esferoides, diz que certas proposigdes sobre
segdes de conoides gavepoi ot (isto ¢, “sdo claras”, ndo “sdo bem conhecidas”
como Chasles entende) e de que os quatro lemas que Pappus dd sobre esse
livro de Euclides dizem respeito a se¢des conicas. Heiberg, no entanto, por
uma bem elaborada andlise de todas as passagens nas quais wnot de vdrios tipos
sdo descritos, chega a conclusio de que oMot MPOg EMPoLvelo significa simples—
mente “loci que sdo superficies”, e que o tratado de Euclides lida sobretudo
com as superffcies curvas do cilindro e do cone. Que essas superffcies eram
consideradas como loci antes do tempo de Euclides é evidente pela solugio de

Arquitas ao problema da duplicagio do cubo.

Como se pode ver pelas passagens acima, e julgamos constitufrem elas
tudo o que se possa falar sobre esse trabalho de Euclides, estava aberta a
temporada das conjecturas. E nada de mal nisso. E mesmo um ampliar de
horizontes, um ganho em visio sobre os métodos dos antigos. Afinal, nio
ha quem afiance ser a influente filosofia de Plotino o resultado da sua ma

compreensio das ideias de Platio? Ou, como quer o poeta, seja a metafisica

55 GOW, James. 4 Short History of Greeck Mathematics. Nova York: Chelsea, 1968.
56 [Lugares em uma superficie].

57 Gmo Tiig MEPL 0DTOVG 1810THTOC.
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uma consequéncia de se estar mal disposto (restando-nos, assim, como 2
“pequena suja”, tirar “o papel de prata, que ¢ de folha de estanho”, cuidando

para nio deitar “tudo para o chio”, e comer chocolates) 28

As cOnicas

Conforme com o Ja expresso, Pappus, tratando das Cénicas de Apolé—
nio, atribuiu a Euclides um tratado sobre Segoes conicas™ em quatro livros
que tertam formado o fundamento dos quatro primeiros livros da obra de
Apolénio. Infelizmente, talvez até pelo magnfﬁco trabalho deste, o daquele
nio conseguiu vencer o destino das obras suplantadas por outras na Anti-
guidade e nio sobreviveu.

Aristeu, o velho (cerca de 320 a.C‘), escreveu um Elementos de se¢oes conicas,
em cinco livros que, segundo Pappus, Euclides tinha em alta conta. Desse
modo, nio pode haver ddvidas quanto a essa obra de Aristeu ter precedido
a de Euclides.

Arquimedes refere-se frequentemente a proposigdes sobre conicas como
bem conhecidas e nio necessitando de demonstragdes, adicionando em trés
casos que elas estavam provadas nos “elementos de c6nicas”. Porém, nio
menciona Euclides, como se a mera denominacio de “Elementos” bastasse
por subentende-lhe 0 nome.

E razodvel supor, como resultado do testemunho de Pappus, que, se Aris-
teu desenvolvera a teoria de modo original, Euclides teria posto em forma
tudo o que fora adquirido a sua época, com maos de grande sistematizador,
e que as suas Conicas eram uma obra de referéncia e assim permanecera até
0 aparecimento da de Apolénio.

No enderegamento a Eudemo, que conhecera em Pérgamo, do Livro I do
seu tratado, Apoldnio frisa que, dos oito livros que o constituem, os quatro
primeiros sio devotados a uma introdugio elementar e passa a descrever-

-lhes o contetido. Sobre o terceiro deles assevera:

58 PESSOA, E Obra poctica (volume éinico). Rio de Janeiro: Companhia Nova Aguilar,
1965.

59 KOVIKA.
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E o terceiro também [contém] muitos e extraordinirios teoremas, Gteis
tanto para a sintese dos lugares sélidos quanto paraas determinacdes, dos quats

60

0s mais numerosos e os mais belos sio novos,® e tendo-os observado, fomos

capazes de ver nio sendo sintetizado por Euclides o Iugar nas trés e quatro

61

linhas,®" mas uma partezinha ao acaso dele e isso nio de modo feliz.%* Pois

nao era POSSfVGI sem as coisas achadas POf nds ter SidO completada a SI,I'ltESQ.(13

Esta ai, pois, mencionado um ponto em que o gedmetra de Pérgamo
melhora o trabalho em questdo de Euclides. Este teria tratado apenas ana-
liticamente “o lugar nas trés e quatro linhas”.** O referido lugar é definido

por Pappus (VH, 36) nos seguintes termos:

Se forem dadas trés linhas em posigdo e de um ponto linhas retas forem
tragadas para encontrar as trés dadas em Angulos dados, e a razio do retingulo
sob duas das linhas assim tragadas para o quadrado da terceira for dada, o ponto
jazerd em um lugar sélido dado em posigio, isto ¢, em uma das trés conicas.
Se quatro linhas forem dadas em posigio e quatro linhas retas forem tragadas
como antes, ¢ a razio dos retdngulos sob dois pares for dada, similarmente o

ponto jazera sobre uma cénica.

E bom lembrar, de passagem, que a conica como um locus ad quattuor lineas
foi usado por Newton nos seus Principia.

E possivel, com base nos primeiros livros das Cénicas de Apol6nio e nas
referéncias feitas por Arquimedes, propor, com bom grau de acerto, uma
lista de proposigdes que figurariam no trabalho de Euclides. Eo que faz
Thomas L. Heath em A4 History of Greek Mathematics,® 11, 121-126.

Para concluir, é preciso lembrar que os nomes elipse, hipérbole e pardbola sio

devidos nio a Euclides ou a Aristeu, mas a Apolénio. Aparecem, respec-

60 10 8t TpiTov TOAAGL KO TOPASOEN BEMPTLAITO, YPNOILO TPOG T€ TOG GUVOESELG TV GTEPEDV TOMMV KOl
TOLG S10pIOUOVG
OV 10, TAEIOTOL Kol KEAMOTOL EEVOL

61 & kot KOTOVONoOVTEG GUVELSOUEY T GUVTIOEUEVOV DO EDKAEISOU TOV ETL TPELG KOl TEGOUPOLG YPOLL
1O TOTOV

62 ALK LOPLOV TO TLYOV 0DTOD KOl TOVTO 0VK EVTUYAC

63 0l Yop Ny SVVOTOV BVEL TAY TPOCEVPNUEVOV IV TEAELOBTIVOL THY GUVBEGLY.

64 16MOC EML TPELC KO TEGCOPOC YPOUUAC.

65 [Histéria da matemdtica grega].
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tivamente, nos complexos enunciados das proposigées .13, .12 e I11.45
das Coénicas. Ilustremos tal complexidade com o enunciado da proposigio

.13 em que se define elipse:

66

Caso um cone seja cortado por um plano pelo eixo0,% e seja cortado tam-

7

bém por um outro plano que encontra cada lado do tridngulo pelo eixo,” ao

passo que nem conduzido paralelo a base do cone nem contrariamente,* e o
plano, no qual estd a base do cone e o plano que corta se encontrem segundo
uma reta que é em Angulos retos ou com a base do tridngulo pelo eixo ou com
a mesma sobre uma reta,” a que seja conduzida paralela a se¢io comum dos
planos da se¢io do cone até o didmetro da se¢io,” serd, elevada ao quadrado,
uma drea posta junto a alguma reta,”" em relagio a qual o didmetro da se¢io tem
uma razio que o quadrado sobre a conduzida, do vértice do cone paralela a0
didmetro da segdo até a base do tridngulo, para o contido pelas interceptadas
por elas sobre as retas do tridngulo,” tendo como largura a que ¢ interceptada
por ela a partir do didmetro em relagio ao vértice da segdo,” deficiente por
uma figura semelhante e também semelhantemente posta ao contido tanto

pelo didmetro quanto pelo pardmetro,’* e seja chamada tal se¢io uma elipse.”

Como bem observa Paul Ver Eecke, naquela que foi a primeira tradugio

francesa do texto grego de Apoldnio (p.28, nota 4):

Esse enunciado, que ¢ tdo complicado quanto aquele da proposig§0 anterior

[em que se define hipérbole], reduz-se a dizer que, na segio conica considerada,

66 ko k@vog EmmESm TUNOT S10L 10 GEovog

67 Tundt 8t kot ETEPE EMMESH GUUMITTOVTL UEV EXOITEPY TAEVPE TOV S10L BEOVOC TPLYDVOL

68 pfte 8t Topd T PAGLY T0V KOVOL TYHEV® UNTE DREVOVTIOG

69 1 8 Eninedov, £v @ E6TLV | BACIE TOV KOVOV, KOl TO TEUVOV EMIMESOV GUUTITTY KOLT'EVOEIOY TPOG O
pBALC 0G0V Titot TH Bdicel o S10 o GE0VOg TPLYdVOD T Tf Em'edel0G 0D

70 M11g Gv ANO TG TOWTG TOV KOVOL TOPAAANLOG Ay OT] T KOV TOUT] TAV EMTESMV EOG THG SLOUETPOV
TG TOTIG

71 SuvNnoeTol TL Y®PlOV TOPOKELEVOV TOPC. TLVOL EVOELOLY

72 mpog Nv LOY0g Exel 1| SIGUETPOG THG TOLLTG, OV TO TETPAYOVOV TO GO THlg MYMEVNG GO Tiig KOPLHTG TO
U KOVOL TTOpaL TNV SLALETPOV TTig TOUTIG Emg Thig PAOEMG TOT TPLY®VOL TPOG TO TEPLEYOUEVOV VIO THV
OTOAOUBOVOUEVOV VT OLDTTG TPOG TOG TOV TPLYOVOL EVOELOG

73 mAdtog €0V TNV GTOAUUBOVOUEVY VT 'ODTHG GO THiG SLOUETPOL TIPOG TT KOPLOT) THG TOLTG

74 EAAEUOV €18€1 OLOIM TE KOl OLOLDG KEWEV® TOV TEPIEYOUEVEM VIO T€ TTig SIUETPOV KOL TTig o' SuvavTon:

75 KoAelobm 8¢ M To1ondTn Toun EAAELYIC.
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o quadrado da ordenada equivale a uma drea retangular que, aplicada segundo
o pardmetro, isto ¢, tendo o parimetro como comprimento, e tendo a abscissa
como largura, ¢ diminuida de uma drea, semelhante aquela que tem como
comprimento O parametro e como largura o diAmetro. Por consequéncia, se
designarmos por y a ordenada, por x a abscissa, por a o didmetro, e por p o

pardmetro, o enunciado da proposigio traduzir-se-d pela relagio

¥ = px—(p/a) <,

que é a equagio cartesiana da elipse referida a eixos obliquos, dos quais um ¢

o didmetro, o outro, a tangente na sua extremidade.

Presta, ainda, esse tradutor, na nota 5, péginas 28-9, o seguinte esclare-

cimento a respeito do termo elipse:”®

Criando a nova denominagio EMewyig, que conservamos na palavra “elipse”,
Apol6nio abandonava a perifrase “segio de cone reto acutngulo” dos seus pre-
decessores, af compreendido Arquimedes, que consideravam a curva em ques-
tio como obtida unicamente pela sec¢io plana, perpendicular a uma geratriz,
do cone reto acutingulo. A origem da denominagio recebeu, alids, explicagées
diferentes. Eutocius, no seu comentdrio (ver ed. Heiberg, v.II, p-174), adota
primeiramente para o verbo radical EéAdeinev o sentido de “ser deficiente”, e
observa que a soma do Angulo do cone de origem e do angulo formado pelo
eixo da curva com a geratriz do cone é menor do que dois Angulos retos. Ado-
tando em seguida para 0 mesmo verbo o sentido de “ser defeituoso por algum
lugar”, observa que a curva em questdo nio ¢ senio um “circulo imperfeito”.
Por outro lado, Heath (Appolonius of Perga, Cambridge, 1896, p-12), impelido
pelas duas explicagdes de Eutocius, faz o nome elipse derivar da propriedade
da curva, como ¢ enunciada na proposigio de Apolénio, isto é, do fato de que

o quadrado da ordenada equivale a certa drea a qual faz falta certa outra drea.

Encontra-se no grande dicionirio grego—inglés de Leddell-Scott paraa
Oxford, no verbete éMewyic: ... 2° secdo conica elipse (assim chamada porque
0 quadrado sobre a ordenada é igual a um retﬁngulo com altura igual a

abscissa e aplicado ao parAmetro, mas deficiente em relagio a ele).

76 EMewyic.
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Os fendmenos

Obra que o famélico olvido nio conseguiu devorar, chegou até nds e
foi publicada por Menge no Volume VIIL, p.2-156, de Euclidis opera omnia,
edigdo jd virias vezes aludida.

Os phaenomena (ponvoueva, ”aparéncias do céu”) sdo um texto com 18 pro-
posigdes e um prefécio e a sua autenticidade foi abonada por Pappus (VI,
p.594~—632), que da alguns lemas, ou proposig()es explanatérias a respeito.

gonvopeva ¢ a forma do nominativo neutro plural do participio presente
passivo do verbo ¢aive. O significado desse verbo nas formas transitivas
¢ “mostrar, trazer a luz, fazer conhecer”, e nas formas intransitivas, que
aqui nos interessa, “tornar-se visivel, vir 3 luz, mostrar-se, aparecer" (aliés,
o nosso termo “fantasma”, isto ¢, “apari¢io”, deriva desse verbo); daf,
0 goavopeva (os fendmenos/phacnomena) significar, literalmente, “as coisas
que sdo vistas; as aparéncias”, tendo na astronomia o sentido particular de
“as aparéncias do céu; os fendmenos celestes”.

O preficio de Euclides ¢ uma afirmagio das consideragdes que mostram
o universo como uma esfera e é seguido por algumas defini¢des de termos
técnicos. Entre esses, o uso de opilov, particfpio presente ativo do verbo
opite (“limitar”), como substantivo, significando “circulo que limita; ho-
rizonte”, e a expressdo peonuppivog kvkiog, “circulo meridiano”, que ocorrem
af pela primeira vez.

O trabalho é uma colegdo de demonstragdes geométricas de proposigdes
estabelecidas pela observagio sobre fendmenos celestes — o aparecimento e
o por-se de estrelas — e baseia-se na obra Iept kivovuévng coaipag “Sobre esferas
em movimento” de Autolycus, referida virias vezes pelo alexandrino, porém
sem nomed-lo. Por exemplo, a proposicio I de Autolycus é citada na quinta
de Euclides, a segunda, nas quarta e sexta, e a décima, na segunda.

Euclides também aproveita um trabalho sobre geometria esférica (Sphac-
rica) de autor desconhecido. Assim, no prefécio, faz alusio ao fato de que,
se sobre uma esfera dois circulos se bissectem, sio ambos grandes circulos,
e, na demonstragio, supde frequentemente que o leitor conhega outros

teoremas do tipo. Quando o trabalho de Euclides é comparado com a obra
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posterior, Spherica, de Theodosius, vé-se terem ambos recorrido a0 mesmo
original ancestral que, conjectura-se, teria sido escrito por Eudoxo.
No estilo de Aristételes, sobre “os outros trabalhos de Euclides”

~ 9 7 3 . bRl
To60TaL EpNobo “fique dito esse tanto”.

Os comentaristas gregos ClOS Elementos

Na Antiguidade e na Idade Média, o modo de abordagem de uma obra e
do seu ensino era o Comentdrio. De fato, um comentério ou exposi¢io do pen-
samento de algum autor era um dos métodos bdsicos de ensino nas escolas
medievais. E o comentirio como instrumento pedagégico por exceléncia fot
herdado tanto dos padres daIgreja quanto dos escritores drabes, ¢ essas duas
fontes tém a mesma origem: 0s escritos literdrios e cientificos do tltimo pe-
rfodo do pensamento grego. Duas bicas, mas uma sé dgua. Era esse, também,
o modo de enriquecer o conhecimento pela confluéncia de varios saberes.

No Ocidente, o comentirio tomou varias formas. A maneira especial,
empregada, por exemplo, por Boécio nas suas exposicdes das Categorias e
do De interpretatione de AristSteles consiste em proceder sistematicamente
por partes, tomando, de cada vez, uma pequena porgio do texto original
em tradugio (latina, no caso) e explicando-lhe o contetido de modo mais
simples. E, aproximadamente, como o faz Proclus no seu Comentdrio ao livro
I dos elementos. Depois de um longo Prdlogo em duas partes, trata pormenori-
zada e separadamente das “Defini¢des”, dos “Postulados”, dos “Axiomas”
("Nogdes Comuns”, como estd nos Llementos) e das “Proposigdes”, uma
a uma. Proclus é o grande escoliasta dessa obra de Euclides. Poder-se-ia
dizer que ele estd para este como Alexandre de Aphrodisia, para Aristételes.
Alexandre era conhecido como “o Comentarista” entre os escoliastas gregos
do estagirita; Proclus bem poderia ter esse epiteto no tocante a Euclides.

Antes dele, no entanto, houve outros tantos. Ele préprio diz (p.84,
11-18) que ndo procederd no seu texto como muitos deles, dando lemas,

casos etc.,

pois estamos saciados dessas coisas e raramente trataremos delas.
Mas, quantas tém teorias maits importantes e contribuem para a filosofia

como um tOdO, dGSS‘dS faremos a mengﬁo guiadora, emulando [ON pitagéricos

63



Euclides

para os quais estava a mdo também esta alegoria “uma figura e um passo, nio
uma ﬁgura e trés ébulos”, mostrando, portanto, como é preciso perseguir
aquela geometria...””

Em um outro lugar (p.200.10):

N

Voltemos 2 explicagﬁo das coisas demonstradas pelo autor dos Elementos,
coletando, por um lado, as mais exatas das escritas sobre elas pelos antigos,
cortando-lhes a ilimitada loquacidade, dando, por outro lado, as mais siste-

maticas e portadoras dos métodos cientificos.”

Proclus nio nomeia os seus predecessores nessa lida, mas parece certo
que os mais importantes tenham sido Her3do, Porfirio e Pappus. Posterior

a Proclus, aparece também Simplicio.

Herio de Alexandria

Proclus faz alusio a esse comentarista em seis passagens. A primeira
delas a propésito da Mechanica que Herdo escrevera, e as cinco restantes por

conta dos Elementos de Euclides. Ei-las:

41.8-10:

[aarte que faz instrumentos] (...), como entdo também Arquimedes ¢ dito
ter construido instrumentos aptos a repelir ataque dos que se fazem hostis a
Siracusa, e arte de fazer prodigios, umas executadas habilmente pelos ventos,

como elaboraram tanto Ctesibius quanto Herio, outras, pelos pesos (...)”

77 T00TOV UEV YOP SLOKOPELG EGUEV KOl GTOVING ODTMY EGOYOUEDOL.
G0 58 TPOLYLOTELOSETTEPALY EXEL BEMPLOY KOl GUVTELEL TTPOG TNV GANV GLAOCOHLOLY, TOVTOV TPONYOL
UEVMV TONGOUEDOL THY DROUVNOLY
{nhotivieg Tobg [Tvbaryopeiovg, Ol TPGYEPOY My Kol T01To GVUPOLOY “oydiLe: Kt BEa, GAL'OD oy b
KO TPLOBOLOV” EVEELKUEVOVY Mg GPOL SET TV YE®- LETPLOV EKELVIV LETOSIOKELV...

78 EmL TV EENYNOTV TPOTOLEDO: TAY SETKVULEVMY DO TOU GTOLYELMTOV
TOL LEV YAOOLPMTEPD TOV E€1G CLDTOL YEYPOLUEVOV TOIG TOAGIG GVOAEYOUEVOL KOIL TNV GTEPOLVIOV OLLTMV
TOAVAOYLOV GUVTELVOVTEG
70, 8€ TEYVIKMTEPO. KO LEBOSMV EMOTNUOVIKGY EYOUEVE. TOPOSEOVTECS.

79 .01 8 Kol "ApyIUNdNG AEYETON KOTOOKEVGOOL TEY TOAELOOVIMVY THY ZupdKovsoV GLVTLKE. pyoLve,
KOiL ) B0UOTOROTiKY 6 EV 8100 TV@V Grhotexvoloo, domep kot KtnoiBiog kol Hpmv mporyuotetovian,
100 8¢ POm@V.
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196.15-17:
E certamente também nem é preciso reduzir o nimero deles [isto ¢, dos axio-

mas/nogdes comuns] a0 menor, como faz Herdo que expde somente trés () 8o

305.21-25:

[Falando sobre o enunciado da “Proposigio XVI" do Livro I dos Elementos. |
Os que fabricaram antes, de modo negligente, esse enunciado, sem o “tendo
sido prolongado um lado”, forneceram ocasiio igualmente tanto a alguns ou-

tros, mas também a Felipe, diz o mecﬁnico/engenheiro Herao, para acusagio.gl

323.5-9:
Mas ¢ preciso também descrever as outras demonstracdes do proposto

7

teorema, quantas os a volta [isto é, os discipulos} de Herio e de Porfirio

expuseram da reta nio prolongada, a qual fez o autor dos Elementos.®?

346.12-15:
A demonstragio que tal é a de Menelau, ao passo que Herao, o mecAnico/

engenheiro, do mesmo modo prova a mesma coisa nio por impossfvel‘83

429.9-15:

Mas, sendo a demonstragio do autor dos Elementos evidente, penso nada
supérfluo ser necessdrio acrescentar, mas serem suficientes as coisas escritas,
mesmo porque quantos acrescentarem algo mais, como os discipulos de Herdo
e de Pappus, foram forgados a tomar além disso alguma coisa das mostradas

no sexto [livro}, em razio de nada importante‘84

80 Ko unv kol tov 6p1opov odt@v obe el EAdy16T0v €1 cuvanpely, g Hpov motel tpio uovov Ekbé
LLEVOG...

81 Todty thy TPOTEIGLY O UEV EAAEITAG TPOEVEYKGUEVOL YMPLS TOVUIOG TAELPOG TtPooEKPANBEIoTG G100
PUNV TOPEGYOV T0MG UEV KoL GALOLG TIGLV, 0OTOP Kot PIAMTR®, Kobdmep dnotv O wnyovikog ” Hpav,
Sroornc.

82 8¢l 8 kot Tog GAAOG Gmodeifelg ToU TPOKELLEVOL BemPTLOTOg 1o TopTicai, oo ot Tept " Hpmvar kot
Topguprov Gveyponyo Tiig eVOeLOG UM TPooeKBOALOUEVG, G MEMOINKEY O GTOLLEIMTNG.

83 Towovtn pev 7 Gmdderéig | Meveldov, " Hpov 8t 6 eyovikdg obtoot od 3UAduvdtou T 0dTo Selic
VUOLY.

84 1iic 8 10U oToLYE1TON Bmodeieme ovomg dovepdic 0VdEV TryoUuan SEiv IPocHEivon mePITTOV, GALNL Gip-
KEL0001L TOlg YEYPOMUEVOLG, ENEL KO GOOL TPOGEBEGTLY TL TAEOV, Mg o1 Tept ” Hpwvor kot TTdmmov fvory-

KAGONGOY TPOGAOBELY T T@V £V 1M EKTM SedeLyUEVMV, 0DSEVOG EVEKOL TIPOLYILOTELDSOVG.
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As datas tocantes a Herdo sio motivo de controvérsia. Indiretamente,
tem sido posto no século I

Que tenha escrito um comentdrio sobre os Elementos pode ser inferido
do que aparece nas passagens citadas de Proclus, mas mostra-se bem certo
pelas referéncias a ele feitas por escritores drabes. No Kitab al — Fibrist (A
lista das ciéncias) estd que “Herdo escreveu um comentdrio sobre esse livro
| Os elementos], a fim de explicar os pontos obscuros”.

O comentério propriamente dito nio parece conter muitas coisas que pos-
sam ser consideradas de relevincia. Hd algumas notas gerais, como a que indi-
ca o fato de ele ndo aceitar mais do que trés axiomas/nog¢des comuns, ja vista
acima. Hd a exploragio de casos particulares de certas proposigdes euclidia-
nas, motivados por diferentes maneiras de desenhar as figuras. H& demons-
tragdes alternativas, umas dadas sem figura, de modo “puramente algébrico”,
outras para “sanar” 0 motivo de uma objegio a alguma construgio de Euclides,
e ainda outras tentando evitar a redugdo ao absurdo usada na prova original. H4
o acréscimo de certas reciprocas de proposigdes dos Elementos e igualmente
umas adi¢des e algumas extensdes de proposi¢des. E nio hd nada mais.

Eis o que fot Herio como comentarista dos Elementos.

Porfirio

@) neoplaténico Porfirio, discipulo de Plotino, revisor e editor da obra
deste, parece ter escrito um comentdrio sobre os Elementos. Isso é deduzido
do que se acha em Proclus, que o dd como fazendo observagdes a respeito
das proposigdes .14 ¢ 1.16 e sobre demonstragdes alternativas as propo-
sigdes .18 e I.20.

Aqui, a possibilidade ¢ que o trabalho de Porfirio tenha sido usado por
Pappus a0 escrever o seu préprio comentario, e deste tenha se valido Proclus
para as suas referéncias.

Seja como for, dada a evidente vocagio pedagdgica demonstrada por
Porfirio — basta ver a sua Eioayoyn (Introdugio), epistola dirigida ao seu
discfpulo Chrisaorius e que, tendo sido traduzida parao latim por Boécio,
serviu por toda a Idade Média e na Renascenga como a mais importante

introdugio a Légica de Aristételes — pode-se concluir que o seu interesse
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pelos Elementos tinha apoio menos em um desejo de contribuir com novos
resultados e mais no de manter a precisio da linguagem matemdtica, levando

OS seus leitores a entendé—la‘

Pappus

Existem em Proclus poucas alusdes a Pappus. Ha, no entanto, outra
evidéncia de ter ele escrito um comentério sobre os Elementos. Um esco-
liasta sobre as defini¢des dos Data escreve: “como diz Pappus no comego
do seu comentirio do Livro X de Euclides” (conforme a edigio dos Data
por Menge, p.262).

Assevera-se também no Fibrist que Pappus compusera um comentdrio so-
bre o Livro X dos Elementos em duas partes. De fato, restam-nos fragmentos
do seu trabalho em um manuscrito — Paris n.952.2 — descrito por Woepcke
nas M¢émoires présentés a LD Academie des Sciences,®® 1856, v. X1V, p.65 8-7109.

Ainda Eutocius, na sua nota sobre o TTept aoiposg kot kvAivépov, .13, (Sobre

a esfera e o cilindro), de Arquimedes, afirma:

Como, de fato, inscrever no circulo dado um polfgono semelhante ao inscrito

em um outro é evidente, e foi mencionado também por Pappus no comentario

dos Elementos.t®

O objeto da observagio estaria, provavelmente, no comentario do Livro XII.
Passemos aos extratos de Proclus em que Pappus ﬁgura:
Sobre o quarto postulado87 (“e serem todos os Angulos retos iguais

entre si") [é-se:

189.12-15:
Pappus estabeleceu-nos corretamente quea recfproca nio mais é verdadeira,

o ser, de todo Angulo, o 4ngulo igual ao reto, reto.*®

85 [Memérias apresentadas A Academia de Ciéncias].

86 "Omwg pev 0dy E6TLV £1g 1OV 300£VT0L KOKAOV TOAVYWVOV Eyypdayon SLOLOV T Ev ETEP® EYYPOLUEVD
Stjdov, glpnton Se kot [ann €1g 10 VROUVIUO TOV ZTOXEIMV.

87 it mdsog Tog OpBAC YoViag 160 GAANAOLG ELVOLL.

88 6 8¢ Mdmmog Enéctnoey Nuolg OpBAE GTL TO BVIIGTPOOOV OVKETL GANBEC, TO THV Tomy Ti) OpBT| YoVioy

K TOLVTOGC ELVOIL OPONV.
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E ao tratar dos axiomas/no¢des comuns:

197.6-10:

E, com esses axtomas, Pappus diz registrar a0 mesmo tempo que também,
se desiguais sejam adicionados a iguais, 0 excesso entre os totais ¢ igual a0
entre os adicionados, e inversamente, caso iguais sejam adicionados a desiguais,

0 excesso entre os totais é igual ao entre os do princfpio.sg

Mas Proclus prossegue:

198.3-15:

Essas coisas, de fato, seguem dos axiomas mencionados antes e, com raz3io,
sdo omitidas na maioria das c6pias, e quantas outras dessas ele [isto é, Pappus]
acrescenta sio antecipadas pelas defini¢des e seguem daquelas; por exemplo, que
todas as porgdes do plano e da reta ajustam-se umas as outras — pois as coisas
estendidas ao extremo tém uma natureza que tal — e que um ponto divide uma
linha, e uma linha, uma superffcie, e uma superffcie, um sélido — pois todas sio
divididas por essas, pelas quais sio limitadas imediatamente — e queo ilimitado
nas magnitudes existe tanto pelo acréscimo quanto pela destruigio, mas cada uma
em poténcia; pois toda coisa continua é divisivel e pode crescer ilimitadamente.”®
249.20-21:

[A propésito da “Proposigio 1.5

E ainda Pappus demonstra de modo curto, tendo necessitado de nenhuma

adigio, assim: (...)"'

E a referéncia em 429.9-15, ja posta acima sob a rubrica Herio de

Alexandria.

89 Tovtoig 8¢ 10i¢ dErdpocty 6 TIdnmog cuvavorypdoecod gnotv 8Tt kol G 160tg Gvico TpooTedi), f Tiv
GLwv LIEpoyM oM EGTLV T TOV TPOCTEREVTIWY, KO AVATOALY, EXV GVIGOLG 100 TPOGTEDT), T TOV CA®V
DmepoyM iom £0TL T TOV £E dpyiic.

90 Toute oDV Emeton T0ic TPOEIPNUEVOLS GEIMUAGCT KOl €1K0TMG £V Tl TAEIGTOLS GVTIYpAdoLg TOpoel
neton, Goo 8t GALC, TOVTOG TPOGTIOMGLY, TPOEIANTTAL 18 TAV SpwV Kol Ekelvolg GikdAoVOa, olov 6Tt
TAVTOL TOV EMMESOV TOL LOPLOL KOIL THig EVOEL0G AAANAOLG EGOPUOTTEL - TOL YOP €1 BLKPOV TETALEVOL TOL
00TV EYEL GVOIVKOL GTL YPOLUNV LEV SLOPET ONUETOV, EMLOALVELOLY SE YPULLUY, CTEPEOV 8¢ EMHAVEL
ATAVTO, YO SLOPETTOL TOVTOLG, DO'DV KO TEPATOVTOL TPOGEYGG - KO STL Gimetpov £v ToTg pueyéoe
O1v £0TLV KO T1) TPOCOEGEL KOl EMIKOOOPESEL, SUVAYEL SE EKOLTEPOV" OV YOIp GUVEYES ET'ATEPOV S10it-
PETOV EGTL KOl ADENTOV.

O1 "Etl 8¢ cuvTou®TepOV Gmodeikvuoty o TTdmmog undepiog mpocsOnkng Senbelg 0vTag.
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Além dessas mengdes, Heath propde ser razodvel concordar com Van
Pesch (De Procli fontibus, p.134 e ss.) que aftanga Proclus valer-se, sem men-
cionar a autoridade, do comentirio de Pappus em virios outros passos do

seu prc’)prio comentario.
Proclus

Como ji foi mencionado, o Comentdrio de Proclus sobre o Livro I dos
Elementos é uma das duas principais fontes de informagio sobre a histéria
da geometria grega que possuimos, a outra sendo a Colegio de Pappus. O
Comentdrio visa mais a geometria elementar, a da régua e do compasso, ao
passo que a Colegio volta-se para a geometria avangada. A importincia dessas
duas obras repousa no fato de ndo terem sobrevivido os trabalhos originais
dos predecessores de Euclides, Arquimedes e Apolénio.

Proclus viveu no século V (410 a 485), tendo assim escoado um tempo
suficiente para que a tradigio relativa aos gedmetras pré-euclidianos se
tornasse obscura e falha. Daf fazer muito sentido a investigacio, realizada
por alguns pioneiros da histéria da matemadtica nos tltimos cem anos, das
fontes utilizadas no seu trabalho; pois sio menos confiiveis aquelas que
mais se afastam do tempo dos fatos relatados.

Proclus iniciou a sua educagio em Alexandria, sendo orientado na filoso-
fia de Aristéeeles por Olympiodorus, este também um escoliasta do estagi-
rita, e na matematica por um tal Her3o, que ndo deve ser confundido com
o mechanicus Herdo. Vai depois para Atenas, onde ¢é instruido por Plutarco
e por Syrianus na filosofia neoplaténica,  qual se dedicou profundamen-
te, a ponto de, sendo um discfpulo de répida aprendizagem, tornar-se-lhe
um dos miximos expoentes e ser algado, depois da morte do seu mestre
Syrianus, a chefe da escola neoplaténica de Atenas. Proeminente no alcance
do seu saber, foi chamado por Zeller na sua Die Philosophie der Griechen, “Der
Gelehrte, dem kein Feld damaligen Wissens verschlossen ist” (“0 erudito,
para quem nenhum campo de conhecimento daquele tempo estd fechado™).
Foi matemdtico e poeta, devoto adorador de divindades gregas e orientais,

mente tranquila em um mundo de grandes convulsdes.
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Na qualidade de neoplaténico, uma das suas doutrinas fundamentais
sustentava que um nivel mais baixo da realidade ¢, de algum modo, uma
“imagem””* do mais alto. Uma aplicagio dessa ideia encontra abrigo no
Comentdrio e, pode—se dizer, constitui a base da sua filosofia da matemaitica.
Para ele, a matematica reflete a natureza do mundo espiritual, e este pode
ser compreendido estudando-se as figuras geométricas. Em poucas palavras,
entendia a matemdtica como via de acesso is mais altas regides do espirito,
representadas pela filosofia; dai, ser inferior a esta. Isso estd expresso no

seguinte excerto, em que Proclus se refere a Platdo:

31.11-22:

E dividindo, por sua vez, essa ciéncia, que distinguimos das artes, ele quer
uma ser ndo hipotética, a outra partida de hipétese, e a nio hipotética estar apta
a conhecer a universalidade das coisas, subindo até o Bem e a causa mais alta
de todas as coisas, e fazendo do Bem o fim da ascensio, enquanto a que tendo
se colocado a frente principios determinados, valendo-se desses demonstrar
as suas consequéncias, indo nio para um princfpio mas para um fim. E assim,
entio, ele diz a matematica, como a que se serve de hipéteses, ser deixada para

trds pela ciéncia nio hipotética e acabada [vale dizer, a dialética platénica].”

Sabemos que na escola neoplaténica, segundo o preceito exposto na
Repiiblica, os jovens estudantes deveriam ser instruidos na matemadtica e era
missio do chefe da escola ensina-la. Eis a origem do seu comentdrio — o
ensino dessa ciéncia. Além disso, em um ponto da obra torna-se evidente

que os seus ouvintes sio principiantes, pois mantém que:

272.7-14:
E outros fizeram a mesma coisa com as quadratrizes de Hippias e Nico-
medes, também esses servindo-se de linhas mistas, as quadratrizes. E outros,

partindo das hélices arquimedianas cortaram o dngulo retilineo dado na razio

02 €ov.

93 1oty §'ard Ty EmoTHUNY, fiv 1BV TEX V@Y ddopilopey, Stonp@v Thy pEv dvomdBetoy elvon Bovretan,
Thv 8 £E DIOBECEMG DPUMUEVNY, KO THY LEV GVVTOBETOV TAV SAMV ELVOIL YVOCTIKNY UEXPL TOV Cry0fod
KO TTig OvOTATO TOV TAVTOV 01TIOG GvOBOIvOusoY Kot THg Gvoy®YTig TEAOG TTOLOVUEVNY TO Gyo80V,
TV 8& MPIGUEVOLG APYCG TPOSTNOOUEVIV GO TOVTMV SELKVUVOL TO ETOUEVE OLDTOEG OVK ET'GPYTV
OALETL TELEVTNV 10TUOOLV. KO 0UTOG 81 TNV LOBMUOTIKNV G/T€ DTLOBE-GEGTY YPOUEVNV TG BVUTTOBETOV

KOIL TEAELOG EMOTAUNG CLTOAELTEGOOL GNOLY.

70



Os elementos

dada; os conceitos das quais coisas sendo dificeis de entender para os iniciantes,

deixamo-las presentemente de lado.”*

H4, por outro lado, passagens sobre hélice cilindrica (104.26-105.2) e

sobre concoides e cissoides (113.3-6).

104.26-105.2:
E alguns disputam a respeito dessa divisio e dizem existir nio somente
duas linhas simples, mas também uma outra, terceira, a tracada em torno da

hélice de um cilindro...””

113.3-6:
E deve-se submeter as demonstracdes das (afirmagdes) daquele [ Geminus|

aos amantes do conhecimento, porque ele dd as geragdes tanto das linhas es-
96

pirais quanto das concoides como das cissoides.
Por essas e outras, somos levados a concluir que Proclus também tinha
em mira um pﬁblico mais amplo, ou, antes, produzir uma obra de referéncia.
Ao comentar as proposigdes euclidianas, o escoliasta segue um plano
bem estabelecido:
(1) explica as demonstragdes dadas pelo gedmetra;
(ii) da alguns casos diferentes, por questdes préticas;
(iii) refuta obje¢des provenientes de detratores de Euclides a certas

proposigdes. Este item encontra a seguinte justificativa:

375.8-12:
Adicionei explicagdes relativas a essas coisas pelas importunagdes sofistas e

pelo estado de espirito natural da juventude dos ouvintes. A maioria rejubila-se
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TEMOUAKOGL TO 0DTO, LIKTOAG KOl 0DTOL JPNOGHLEVOL YOOI TOiG TeTpoymvi{ovooue. GAAOL 8t EK TGV
T ApYUNSEIOV EMK®V OpUNOEVTEG €1g TOV S0BEVTE AOYOV ETEUOV TNV S0BEICOLY EVOVYPULLOV YOVIOLV*
GOV 10, EmLvolog duoBempNTong 060G TOTG E160YOUEVOLG TOPUAEITOUEY £V TG TOPOVTL.
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encontrando paralogismos que tais e introduzindo dificuldades supérfluas aos

possuidores do perfeito conhecimento.””

Uma questdo tao natural quanto o respirar para viver ¢ a de saber se o
Comentdrio ao livro I nio se estendeu aos demais livros dos Elementos. Alusdes
ali encontradas mostram que Proclus intentava prosseguir e possuiria notas
nesse sentido. No entanto, o tltimo trecho do trabalho parece indicar nio

ter havido a desejada continuidade:

432.9-19:

E nés, por um lado, caso possamos ir do mesmo modo aos restantes, rende-
rfamos graga aos deuses, caso, por outro lado, outros cuidados nos desviem, de-
mandamos aos amantes da contemplagio deste estudo fazer, segundo o mesmo
método, também a exegese dos livros seguintes, investigando o absolutamente
importante e facilmente divisivel, porque ao menos os comentarios que agora
circulam t&m a confusio muita e variada que leva a0 mesmo tempo nenhuma

explicagio As causas nem ao julgamento dialético nem ao estudo filoséfico.”

Ian Mueller (Mathematics and Philosophy in Proclus” Commentary on Book I of

Euclid’s Elements in Proclus, lecteur et interprete des anciens, 3 10)%”

propée, o que
¢ evidente, a seguinte divisio do Comentdrio e uma interessante classificagao

do seu contetido:

A Divisdo:

I. Prélogo:
A. Parte I (Matemdtica em geral);
B. Parte II (Geometria).
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AOYLOUOIG TPOSTLYAVOVTEG KOl TOLG EMOTNLOGLY OYAOV TEPLTTOV EMELCAYOVTES.

08 Mugic 8¢, €1 uEv Suvndeinuev Kot Toig AOUTOig TOV oDTOV TpdTTOY EEEABELY, TOig BeGTg AV X Gty OUOAO
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99 [Matemitica e filosofia no comentdrio de Proclus sobre o Livro I dos elementos
de Euclides, in Proclus, leitor e intérprete dos antigos].
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1. As defini¢des do Livro I dos Elementos.
1. As asser¢des do Livro I:
A. Os postulados € axiomas;

B. As proposigdes.

A Classificagao:

(1) Especulagio neoplatdnico-neopitagdrica: os principais exemplos disso sdo
interpretagdes de conceitos e proposigdes como imagens de coisas mais
elevadas [como jd apontamos anteriormente |; um outro exemplo seria a
tentativa de relacionar a matemdtica com os principios Limitado—Ilimitado.

(2) Discussao menos especulativa, mais analitico-filoséfica: a distingdo entre a
discussio filoséfica e a especulagio fica, algumas vezes, obscurecida quan-
do tal discussio ¢é feita por causa da especulagio ou no contexto de ideias
especulativas.

(3) Classificagdes ¢ pontos semdnticos, l6gicos ou metodoldgicos: incluidas nesse
item estdo explicagdes de termos ou proposigdes, aplicagdes de pontos da
légica, usualmente do trabalho de Aristételes, anilises da estrutura da ar-
gumentagao euclidiana, deﬁnigées alternativas, e classiﬁcagées, usualmente
por género e espécie, de objetos geométricos.

(4) Raciocinio mais estritamente matematico: 1sso é usualmente encontrado em
demonstragdes alternativas, demonstragdes de casos nio considerados por
Euclides, ou em respostas a objegées; em geral, o raciocinio é bem elementar.

(5) Observagaes histéricas; incluo aqui somente observacdes que parecem
ndo ter outro propdsito exceto o de prover informacio histérica, em geral,
que Oinopides foi o primeiro a provar certa proposigio; outras afirmagdes
com um contetido histérico, na maioria, apresentagdes.

Ian Mueller assevera:

(-..) hd um tipo de divisio 6bvia entre (1)-(2) e (3)-(4), e particularmente
entre (1), que poderia ser chamado de jambricano e (3)-(4) que poderiam ser
chamados porfirianos. Nao surpreendentemente, historiadores da filosofia tém
se concentrado no material que cai nos itens (1)-(2), ao passo que histo-
riadores da matemadtica negligenciam—nos amplamente, concentrando-se nas

categorias (3)-(4).
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Como Simplfcio em relagio a obra de Aristételes, Proclus também usou,
na elaboracio do seu Comentdrio, tudo o que de Gtil encontrara no que es-
creveram aqueles que o precederam. Mas vale, com certeza, para ele o que
alguém j disse: “N6s nada somos sem o trabalho dos nossos predecessores.
() E, no entanto, somos mais do que isso.” O escoliasta fez uma com-
pilagdo, porém uma “no melhor sentido”. Pois achou um enorme bloco de
pedra, “tosco, bruto, informe, e depois de desbastar o mais grosso, toma
0 mago e o cinzel na mio” e comega a dar-lhe vida. Seleciona passos antes
desconexos, apara expressdes inapropriadas, recorta o que lhe parece bom,
e veste-lhes o manto da harmoniosa coeréncia; “aqui desprega, ali arruga,
acold recama” ¢, “naquele movimento hierdtico da clara lingua” grega “ma-
jestosa, naquele exprimir das ideias nas palavras inevitdveis, correr de dgua
porque h4 declive”, fica prontaa obra que, ao explicar Euclides, preserva-nos
muito do que podemos afirmar das conquistas gregas no fecundo campo

da matemadtica.
Simplfcio

(@) neoplaténico Simplfcio (século VI) foi, por longo tempo, conside-
rado importante sobretudo como fonte de fragmentos de outros filésofos.
No conjunto das suas obras, de proporgio considerivel, consistindo exclu-
sivamente em comentdrios, cita as opinides de um grande ntmero dos que
vieram antes, como anota Michael Chase, na Introducio da sua tradugio
inglesa do Comentdrio de Simplicio as Categorias de Aristételes, p.1-4. E
tais mencdes sio, com frequéncia, as (nicas coisas que sobreviveram de
muitos desses antepassados. O seu papel de preservador dos fragmentos
dos pré-socrdticos é inestimavel e ele deve ser sempre altissimamente tido
pela existéncia de fragmentos de Parménides, Empédocles, Anaxdgoras e
Diégenes Apolonio. O seu valor como fonte de peripatéticos como Eudemo
de Rodes, Andrdnico e Boécio é inexcedivel, sendo igualmente o guardiio
do que se conhece de certos autores pitagéricos e pseudopitagéricos, como
Moderatus de Gades e Arquitas, bem como de membros da Academia Tardia

e dos chamados platénicos médios. Muito dos comentérios perdidos as
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Categorias, escritos por Porfirio e JAmbrico, pode ser reconstrufdo somente
pelo uso de Simplicio como intermedidrio.

Um Coléquio Internacional, “Simplicius — Sa vie, son ceuvre, sa
survie”,'" foi organizado em Paris, de 28 de setembro a 1° de outubro de
1985, tendo a sua ata editada por Ilsetraut Hadot.

Sobre a obra do comentarista, I. Hadot, na sua primeira contribuigio

aquela publicagio, faz saber:

Como o observa H. Giitje no artigo que acabo de citar [H. Giitje, Simplikios
in Der Arabischen Uberlig‘erung,m in Der Islan, 59 (1982)], a literatura drabe
guardou os tragos da personalidade sibia de Simplicio que nos permaneceriam
desconhecidos se levissemos em consideragdo apenas as obras gregas que os

acasos da fransmissao manuscrita nos conservaram.

Mais uma vez apoiada no trabalho de Giitje, observa (p.36):

O mesmo Fihrist de AI-Nadim, do qual ji falamos no tangente ao resumo
sobre o comentirio de Simplfcio ao Deanima [de Aristételes ], atesta igualmente
a existéncia do comentario s Categorias, como mais tarde Al-Qift1i, que retoma
em regra geral o material que se encontra em Al-Nadim com alguns acréscimos,
omissdes e variantes. Mas sobre os outros comentirios de Simplfcio sobre
Aristételes, as fontes bibliograficas drabes calam-se. Em compensagio [e eis
0 que nos interessa], nos dois autores arabes, Simph’cio é nomeado, na quali—
dade de matemadtico e astrénomo, como tendo escrito um comentirio sobre o
primeiro livro dos Elementos de Euclides. Al-Qifti ajunta nesse contexto (...)
que Simplicio fundara uma escola e que teve alunos que foram chamados
segundo o seu nome. A. I. Sabra, no seu artigo “Simplicius' Proof of Euclid’s
Parallels Postulate [Journal of the Warburg and Courtauld Institutes, 32 (1969),
p-1-24], reuniu, além dos extratos citados desse comentdirio por al-Nayrizi
[matemético que viveu no século IXJ em arabe, no seu préprio comentario sobre
os Elementos de Euclides, um extrato contido em uma carta de Alam al-Din Qaysar
ibn Abi 'L-Qasim a Nasir al-Din al-T7si e, além disso, um texto contido
no manuscrito irabe, Bodleianus Thurston 3, fol. 148. O comentirio de al-
-Nayrizi serd conhecido no Ocidente pela tradugio de Geraldo de Cremona.

Simplicio ¢ af citado sob 0 nome de Sambelichos. A tradigio grega nio nos

100 [Simplfcio — Sua vida, sua obra, sua sobrevivéncia].
10T [Simplicio na tradigio drabe].
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permite, sendo indiretamente, concluir sobre as qualidades de matemdtico de
Simplicio. (...) Em primeiro lugar, o Fahrist faz indiscutivelmente a ligacio
P P g gag
entre o filésofo e o matemdtico, e, por outro lado, sabemos que cada filésofo
neoplaténico era matematico a0 mesmo tempo que fil6sofo. ()
Acrescentemos, nesse contexto, ainda um pormenor interessante. Em um
dos fragmentos textuais do comentdrio de Simplfcio sobre o primeiro livro
dos Elementos de Euclides, relatados por al-Nayrizi, Simplicio fala do seu
“sahib”, nomeado Aghanis e cita uma demonstragio matemdtica dele. Qual
. [ . 1
pode ser o termo grego subjacente? A. I. Sabra traduz por “our associate”, o
que pode eventualmente fazer pensar em um professor associado na escola que,
segundo al-Nadim, Simplicio havia dirigido. Pode tratar-se talvez também
de uma tradugio drabe do termo grego &tdipog que, no uso que dele fazem
os neoplatbnicos, designa um companheiro de estudos admitido no estreito

C{I‘CLIIO dOS verdadeiros adeptos da ﬁlosoﬁa neoplaténicm

De fato, Simplfcio da, verbatim, em uma longa passagem colocada por
al-Nayrizi depois da “Proposicio XXIX" do Livro I dos Elementos, uma
tentativa de Aghﬁnfs, que vird erroneamente a ser confundido com Ge-
minus, de demonstrar o postulado das paralelas. Comega, realmente, com
uma definigio de paralela que concorda com a versio de Geminus sobre

elas, como estd em Proclus:

177.21-23:
E das [linhas} que se mantém separadas por distincia sempre igual, as retas

que nunca tornam menor a entre elas em um plano sio paralelas.’**

E estd intimamente conectada com a definigio dada por Posidonius em

Proclus:

176.6-10:
E Posidonius diz: paralelas s30 as que nem convergem nem divergem em
um plano, mas as que tém iguais todas as perpendiculares tragadas dos pontos

de uma até a outra.'”
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Fiquemos com as considera¢des acima, no que tange aos comentaristas,

aditando:

Do Comentdrio
Quando os deuses, do Olimpo, poderosos
Enviam a cristalina chuva
Que caudalosos faz os rios
E viva a terra agradecida,

As gotas ddgua suspensas no horizonte
Revelam o mistério da cor branca:
Combinagio perfeita, harmoniosa

Das outras sete do arco-iris.
Assim o comentirio dos antigos,
Como as gotas da chuva cristalina,
Mostram que os Elementos de Euclides,
Obra herctlea, valorosa,

S30 a, dos trabalhos de Eudoxo e Teeteto,
De Teodoro e outros grandes gregos,
Com a pitada de sal

Que faz a vida mais gostosa,

Combinagio ousada, majestosa.

A Geometria Grega e os Elementos

Pode-se dizer, parece que sem qualquer sombra de ddvida, que o conhe-
cimento matema4tico tanto egfpcio quanto o babilénico — este, sabemos
hoje gragas ao trabalho de Otto Neugebauer, bem mais refinado do que
aquele —tinha a experiéncia como critério de verdade.

Os gregos herdaram, assim nos diz a tradigdo, tal conhecimento. Mas, o
que satisfazia egfpcios e babil6nios nio bastou para contentar a exigéncia
grega. Com os matemadticos da Grécia, a razio suplanta a empeiria como
critério de verdade e a matemdtica ganha caracteristicas de uma ciéncia
dedutiva.

Como sucede com inGmeros fendmenos culturais, as causas dessa trans-

formagio PO[’ que passou essa area de conhecimento jazem ocultas nas

77



Euclides

brumas de um passado remoto. Cada tentativa de reencontri-las tece-se
de conjecturas mais ou menos consubstanciadas nos testemunhos, quase
sempre duvidosos, de épocas menos recuadas. No que nos interessa, o his-
toriador assemelha-se a um equilibrista aandar em um fio de aco suspenso
entre dois distantes pontos, a uma altura estonteante, sem a rede protetora
que lhe amortega uma possivel malfadada queda. Porém, com o desafio
langado, a adrenalina agita o sangue, esporeia os rins, enrijece os musculos,
faz pulsar acelerado o coragio, incitando a auddcia humana: é preciso ousar!

Eo que faz Szabé quando explica a referida mudanga pelo impacto, na
matemdtica, da filosofia eledtica, ou, mais precisamente, da dialética de
Zenao.

Ora, se a dialética de Zendo, sendo uma téenica retérica, pode ter sido a
causa do principio da axiomatizagio, nio parece ser o bastante para firmar
a axiomatizagio como um programa a ser levado a cabo. Julgamos lidimo
afirmar que para tanto foram necessarias a influéncia de Platio e a extensio
que faz da dialética eledtica.

Platio elege a dialética,'”* j& o vimos, como a mais importante das cién-
cias, a (nica ndo-hipotética. Enquanto a matematica tem hipdteses como pontos
de partida, indo dessas, em movimento descendente (xétw), 3 dedugio das
suas consequéncias, a dialética, em movimento ascendente (de) caminha
para o alto, ainda mais alto, até alcangar, se possivel, o fundamento incon-
dicional (Repiiblica, 510.b6-7: " [a alma] indo da hipétese ao principio nio
hipotético.” 511.b5:'% “fazendo as hipéteses ndo principios mas realmente
hipdteses™ ).

Na ordenagio das realidades, a trajetéria (ascendente e depois descen-
dente, isto é, uma espécie de andlise e sintese dos gedmetras gregos) nio
ficaria facilitada, se feita com base em uma axiomatizagio dessa ciéncia
intermedidria entre o sensivel e o inteligivel? Isso nio imporia tal axiomatiza-

¢do como um projeto da Academia, sob a influente autoridade de Platio?
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Platio, matemitico?

Quem pretenda enfrentar as questdes acima terd antes que se haver com
esta outra: A parte o estudioso da matemadtica, o entusiasta por essa ciéncia,
Platio foi também um efetivo matemaitico, como arrolado entre outros no
Sumdrio de Eudemo? Descobriu ele resultados matemdticos, resolveu comple—
X0S problemas, vislumbrou novas teorias, imprimiu, em suma, a sua pegada
no fértil solo dessa disciplina?

Aqui a resposta de duas eminentes autoridades:

G. J. Allman (Greek Geometry: from Thales to Euclid *°7 p.124>:

Deve-se recordar que Platio — que em matematica parece ter sido mais
diligente que inventivo (...) De fato, temos somente que comparar a solugio
atribuida a Platio, para o problema de achar duas médias proporcionais (...)
com as soluges altamente racionais para o mesmo problema de Arquitas e
Menaechmus, para ver o amplo intervalo entre estes e aquele, de um ponto
de vista matemdtico. (...) £, entio, provavel que Platio, que, tanto quanto

sabemos, nunca resolveu uma questao geométrica ()

N. Bourbaki (Eléments d’bistoire des mathématiques,'™ p.12): “Pode-se dizer
que Platdo era quase obcecado pela matemdtica; sem ser ele mesmo um

inventor nesse domfnio (...)"

A préxima questao: Pbdde Platio, sem ter sido propriamente um mate-
mdtico, ter dado uma contribui¢io importante ao estabelecimento e a
estruturacio da matemdtica grega?

Isso abre um amplo campo de debate.

A tradicio, concretizada no Sumdrio de Eudemo, assim como alguns histo-
riadores modernos consideram decisivo o seu papel para o desenvolvimento
dessa ciéncia, mormente no que respeita ao método, A sistematizagio e aos
fundamentos desta, tanto quanto a sua emancipagﬁo da experiéncia‘ Qutros
negam—lhe a influéncia Signiﬁcativa.

Aos exemplos!

107 [Geometria Grega — De Tales a Euclides].
108 [Elementos da histéria da matematica].
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B. L. Van der Waerden (Science Awakening,"* p.14—8):

O periodo [século de Platdo]| comega com a morte de Sécrates (399 a.C.)
e encerra-se no momento em que Alexandre, o Grande, espalha a semente da
cultura helenista sobre o mundo todo da Antiguidade.

Esse perfodo ¢ de decadéncia polftica; mas para a filosofia e para as ciéncias
exatas ¢ uma era de florescimento sem precedente. No centro da vida cientifica
encontra-se a personalidade de Platdo. Ele guiou e Inspirou o trabalho cientifi-
co dentro e fora da sua Academia. Os grandes matemiticos Teeteto e Eudoxo,
e todos os outros enumerados no Catdlogo de Proclus, foram seus amigos,
seus mestres em matemdtica e seus discipulos em filosofia. O seu grande aluno,
Aristéeeles, o professor de Alexandre, o Grande, passou vinte anos da sua vida

no glorioso mundo da Academia.

J. A. Gow (4 Short History of Greek Mathematics,"' p.175-6):

... Platio foi mais um forjaclor de matemaiticos do que um matematico
distinguido por descobertas originais, e as suas contribuigdes a geometria estdo
mais na melhora do seu método do que em adigdes ao seu contetido. Foi ele
que transformou a légica intuitiva dos antigos gedmetras em um método a
ser considerado conscientemente e sem receio. Com cle, aparentemente, comecaram
aquelas definices dos termos geométricos, aquele enunciado distinto de postulado ¢ axiomas

que EM[lidES ﬂdOtOM‘ (gmfo I'IOSSO>

Gino Loria (Storia delle Matematiche,''" p.78): “Mais direta e visivel foi a

benéfica influéncia de Platio sobre a Ciéncia Exata”.

Por outro lado,

Ortto Neugebauer (The Exact Sciences in Antiquity,""* p.152):

Parece-me igualmente impossivel dar qualquer “explicagio” conclusiva
para a origem da matemartica superior nos séculos V e IV, em Atenas e nas

col6nias gregas. Do lado negativo, entretanto, penso que é evidente que o

109 [O despertar da ciéncia].

110 [Uma breve histéria da matemdtica grega].
111 [Histéria da matemdtica].

112 [As ciéncias exatas na Antiguidade].
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papel de Platdo foi amplamente exagerado. A sua contribui¢io direta para o
conhecimento matemitico foi obviamente nula. Que por um certo periodo
matemdticos da estatura de Eudoxo tenham pertencido ao seu circulo nio é
prova da influéncia de Platio na pesquisa matematica. O cardter excessivamente
elementar dos exemplos de procedimentos matemdticos citados por Platio e
por Aristételes nio dio suporte 2 hipétese de que Teeteto ou Eudoxo tenham

aprendido qualquer coisa com Platio.

Cabe invocar agora o testemunho de Eudemo, no Catdlogo dos gedmetras,
sobre o impulso que o filésofo dera A ciéncia matemdtica e, em particular, a
geometria, despertando a admiragio por esse estudo e orientando discipulos
na pesquisa geométrica.

Como Eudemo ¢ um dos observadores mais préximos do tempo de
Platio, é razodvel darmos-lhe crédito. E possivel que ele seja o inspirador

das seguintes palavras de J. Cajori, p.26:""

Com Platio como chefe da Escola nio nos devemos surpreender que a es-
cola platénica tenha produzido um tio grande ndmero de matematicos. Platio
realizou pouco trabalho realmente original, mas fez aperfeicoamentos valiosos na

l6gica ¢ nos métodos empregados. (grifo nosso)

Aceitamos, pois, que, mesmo nao sendo efetivamente um “Working
mathematician”, o filésofo, até pela sua missio de filésofo, contribuiu para
o desenvolvimento da matemdtica grega, em especial da geometria, COMo

esta aparece nos Elementos de Euclides.

Como se organiza a matematica

Comecemos descrevendo, sucintamente, em que consiste, depois de
Cauchy, Weierstrass, Bolzano, Dedekind, Cantor, Frege, Hilbert, Bourbaki,
e outros grandes do século XIX e XX, uma teoria matematica.

No seu trabalho, o que compete ao matemdtico ¢ definir os conceitos de

que se serviri e demonstmr as propriedades dESSSS conceitos.

113 CAJORI, E 4 History of Mathematics. Nova York: Chelsea, 1985.
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Ora, definir um conceito signiﬁca explicé—lo em termos de outros con-
ceitos ji definidos, e demonstrar uma proposicio equivale a argumentar
pela sua veracidade, usando as regras de inferéncia validas fornecidas pela
Iégica, com base em proposig()es anteriormente demonstradas. Assim, um
certo conceito ¢, é definido recorrendo-se aos conceitos ¢, ¢,, .., ¢;, todos
eles ja definidos, tendo tais defini¢des dos ¢, ¢,, ..., ¢, ocorrido em fungio
de outros conceitos, anteriores na estrutura, e assim por diante”. De modo
anilogo, para provarmos uma proposigio, utilizamo-nos de proposicdes
anteriormente provadas e que foram provadas com o auxilio de outras ji
provadas que as antecedem na ordenagio da teoria, “e assim por diante”.

Quer na definigio de conceitos quer nas demonstragdes de propriedades,
o problema jaz na frase “e assim por diante”. Como nio hd, dada a nossa
finitude, possibilidade de um retrocesso ad infinitum, é preciso dar uma
solugio ao “e assim por diante”.

No caso da defini¢io, os diciondrios oferecem a solugio do “circulo vi-
cioso’: um termo é definido em fungio de um outro e este outro, em fungio
daquele. E evidente que 0 matemitico ndo pode aceitar essa situagio. A sua
solugio (de conveniéncia, é verdade) consiste em tomar alguns conceitos
sem defini¢io. Como lembra J. M. C. Duhamel (Des méthodes dans les sciences
de raisonnement,* p-1 6—7): “B por entendé-lo desse modo que diremos que
a defini¢io de uma coisa é a expressio das suas relagdes com coisas conhe-
cidas. E, por consequéncia, nem todas as coisas podem ser definidas, pois
que, para isso, seria necessario conhecer ja as outras.” Assim procedendo,
o matemdtico assume o compromisso de, valendo-se desses conceitos nio
definidos, que devem ser escolhidos no menor ndmero possivel, definir
todos os demais conceitos de que deva langar mio.

No caso da demonstragio de propriedades/proposi¢des, uma conduta
similar leva-o a acolher umas tantas proposigdes, no menor néimero exe-
quivel, sem demonstragio e procurar provar todas as outras afirmagdes que
venha a fazer a partir daquelas.

Os conceitos nio definidos sio chamados conceitos ou termos primitivos e

todos os outros, conceitos ou termos derivados. As proposigdes admitidas sem

114 [Dos métodos nas ciéncias do raciocinio].
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demonstragio sio ditas axiomas (hoje ndo se faz qualquer distingio entre
postulado e axioma), e as demais, demonstradas, reoremas.

Essa estruturagio das disciplinas matemdticas em conceitos primitivos
e derivados, axiomas e teoremas fornece “a arquitetura” da nossa ciéncia.
E isso é “com pouca corrupgio” heranga grega. Conforme sustenta Bour-
baki (op. cit,, p.10): “a nogdo de demonstragio nesses autores [Euclides,

Arquimedes, Apoldnio] nio difere em nada da nossa”.

A matemadtica grega

Um dos capftulos maits tmportantes da histéria cultural, embora pouco
conhecido, ¢ a transtormagio do primitivo conhecimento matemdtico
empirico de egipcios e babil6nios na ciéncia matemdtica grega, dedutiva,
sistemdtica, baseada em definicdes e axiomas.

Quem se achegue descuidadamente a essa histéria terd a impressio de a
geometria ter nascido inteiramente radiante da cabega de Euclides, como
Atenas da de Zeus. Tal foi o &xito dos seus Elementos no resumir, corrigir,
dar base sélida e ampliar os resultados até entdo conhecidos que apagou,

qU’ASE que completamente, OS rastros dOS que O Precederam.

“Nio h4, hoje, qualquer davida”, salienta Bourbaki (op. cit,, p.9), “de que
existiu uma matemdtica pré-helénica bem desenvolvida. Nio somente sio
as nogdes (jd mais abstratas) de ndimero inteiro e de medida de quantidade
comumente usadas nos documentos mais antigos que nos chegaram do Egito
e da Caldeia, mas a dlgebra babilnia, por causa da elegincia e seguranga dos
seus métodos, nio deve ser concebida como uma simples colegio de problemas

resolvidos por um tatear empfrico"'

No entanto, nio encontramos, seja nos documentos egfpcios seja nos
babilénios, que nos chegaram aos milhares, qualquer esbogo do que se as-
semelhe a uma “demonstra¢io”, no sentido formal do conceito. A nogio de
ciéncia dedutiva era desconhecida dos povos orientais da Antiguidade. Os
seus textos matematicos mostrams-se, em que pese o afirmado por Bourbaki,
como uma coletdnea de problemas, mais ou menos interessantes, ¢ as suas

solucdes, em forma de uma receita prescrita, como as indicagdes das etapas
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de um ritual oferecido a uma deidade. Nada de defini¢des, nada de axiomas,
nada de teoremas! Sobre tais coisas repousa a sombra!

Agora, a questdo fundamental.

Ao herdarem esse conhecimento — Herdédoto, Aristételes ¢ Eudemo
aflangcam-nos ter a geometria sido importada do Egito — por que os gregos
nio se contentaram com o seu fundamento empirico? Por que substitui-
ram a colegdo existente das receitas matemdticas por uma ciéncia dedutiva
sistemdtica? O que os levou a confiar mais no que podiam demonstrar do
que naquilo que podiam “ver” como correto? Por que a transformagio no
critério de verdade ali usado, trocando a justificativa baseada na experiéncia
por aquela sustentada por razdes tedricas?

E na moldagem dessa nova configuragio da matemdtica, julgamos, que

foi decisiva a influéncia de Platio.

A mudanca

Tanto no Egito quanto na Mesopotﬁmia, era a classe sacerdotal a deten-
tora do conhecimento. Ora, os sacerdotes punham-se de intermedidrios
entre a deidade e o povo. Os desfgnios da divindade ndo carecem de expli—
cagdes; seus desejos devem ser satisfeitos com os rituais que, aplacando-lhe
aira, lhe atrai o beneplécito. E fungﬁo dos sacerdotes interpretar avontade
dos deuses, guiando O POVO Nos Passos do rito apaziguador.

Procedem do mesmo modo, enunciando as passadas, sem lhes dar jus-
tificacio, nos seus documentos matem4ticos!

Quando tal conhecimento chega a Grécia, por volta do século VIa.C., nio
encontra ali uma classe sacerdotal. “Foi provavelmente gragas aos aqueus”,
pondera J. Burnet (Early Greek Philosophy, p.4),'"” “que os gregos nunca
tiveram uma classe sacerdotal, e isso pode bem ter tido algo a ver com o
aparecimento da ciéncia livre entre eles.” Além disso, “a visio tradicional de
mundo e as costumeiras regras de vida tinham colapsado” (idem, ibidem,

p.I), e 0s mais antigos filésofos especulavam sobre o mundo A sua volta.

115 Edigdes brasileiras: BURNET, J. 4 aurora da filosofia grega. Sio Paulo: Contraponto,
2007; e BURNET, J. O despertar da filosofia grega. Sio Paulo: Siciliano, 1994.
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Essa pesquisa cosmoldgica deu origem “a ampla divergéncia entre ciéncia
e senso comum que era, por si s6, um problema que demandava solugio, e,
além disso, forgava os filésofos ao estudo dos meios de defender os seus
paradoxos contra os preconceitos da (visio) ndo cientifica” (idem, ibidem,
p.1). H4, entdo, que se acrescentar que “a impressio geral que parece resultar
dos textos (muitos fragmentdrios) que possuimos sobre o pensamento filo-
s6fico grego do século V a.C. é ser ele dominado por um esforgo mais e mais
consciente para estender, a todo o campo do pensamento, os procedimentos
de articulagio do discurso empregados com tanto sucesso pelas retérica e
matematica contemporaneas — em outras palavras, para criar a Légica, no
sentido mais geral dessa palavra. O tom dos escritos filoséficos sofrem, nessa
época, uma mudanga bisica: ao passo que, nos séculos VII e VI, os filésofos
afirmam ou vaticinam (ou a0 menos esbogam vagos raciocinios, fundados
sobre igualmente vagas analogias), a partir de Parménides e, sobretudo, de
Zendo, argumentam e procuram resgatar principtos gerais que possam servir
de base a sua dialética” (Bourbaki, op. cit., p-1 1), cuja invengao Aristéreeles
atribui a Zendo; “é em Parménides que se encontra a primeira afirmacgdo do
principio do terceiro excluido, e as demonstragdes ‘por absurdo’ de Zendo
de Elea permaneceram famosas” (idem, ibidem, p.11).

Pois bem, a solugio proposta por Sazbé para a origem da matemdtica
dedutiva sistemdtica grega consiste no impacto, sofrido pela ciéncia, da
filosofia eledtica ou, mais precisamente, da sua dialética.

A filosofia eledtica, falando perfunctoriamente, foi preparada por Xe-
néfanes, estabelecida por Parménides, seguida e defendida por Zenio e
Melisso, e tem como fundamentos:

(i) a unidade, a imutabilidade e a necessidade do ser —em Teetero 181 a
06-7, Platdo refere-se aos eleatas como ot 100 6hov cro01@T01 “05 partidirios
do todo”, e Aristételes, Metafisica 086" 24, escreve

“

[ Xendfanes], tendo contemplado o céu todo, disse o um ser deus.”' '

(ii) a acessibilidade do ser somente ao pensamento racional ¢ a con-
denagio do mundo sensivel e do conhecimento sensivel como aparéncia.
Claro estd que a aceitagio do pressuposto (ii) vai ao encontro da nova

visio da matematica.

116 €lg 1oV GAov 0VpovOY GIOBAEYOC TO £V €1VOL dNGL TOV BEOV.
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A conjectura de Szabé

Euclides abre os Elementos arrolando trés tipos de principios matemdticos:
definiges (épor), postulados (eituota) e nogdes comuns (kowoit Evvoton) ou
axiomas.

Proclus examina os princfpios nio provados nos seguintes termos:

75.5-18:

Explicaremos o arranjo todo das proposigdes nele [o livro dos Elementos |
por esta maneira. Por essa ciéncia, a geometria, ser de hipétese, dizemos, e
demonstrar as coisas na sequéncia a partir dos principios de partida — pois uma
Ginica ¢ a ndo hipotética, ¢ as outras recebem de junto daquela os principios
— ¢é necessdrio, de algum modo, o organizador dos elementos na geometria
transmitir, por um lado, separadamente 0s princfpios da ciéncia, e, por outro
lado, separadamente as conclusdes a partir dos principios, e nio dar uma razio
para os princfpios, mas para as consequéncias pelos princfpios. Pois, nenhuma
ciéncia demonstra os principios dela prépria, nem faz discurso sobre eles,
mas tem-nos como autoconfidveis, e, para ela, sio mais evidentes do que os na
sequéncia. E sabe-os por causa deles préprios, ao passo que as coisas depois

dessas, por causa daqueles.”7

As palavras acima sio a caixa de ressonincia do seguinte trecho da Re-

pitblica de Platdo.

510. c2-d3:

Penso, pois, saberes que os que se esforcam com a geometria e também
com a aritmética e com coisas que tais, tendo suposto tanto o fmpar quanto
0 par, quanto as ﬁguras e as trés espécies de ﬁngulos, e as outras coisas afins

a essas, segundo cada pesquisa, como sabedores dessas coisas, tendo-as feito

117 Thv 8t cvunacav otkovopioy T@v &v ovTi [oToryelncet] AOYov (e Tog GvadiddEouey. Eneldh
Ty EMGTAUNY TOTNY THY YeOUETPloy EE DTOBECEMS EIVOL HOUEY KO GO GpY @Y dptopévmy T Eoe
EMig OmodetkvivoL - L10. YOI T GvVTIORETOG, 0 8& GEAAOIL I EKELVTG DOSEXOVTOL TOG Oy LG - Cvaykn
87 MOV TOV TNV €V YEMUETPIY GTOLXEIMLY GUVTGTTOVTCL MPLS LEV TOPOSOVVOIL TOG OPYOS THig EMLC TIUNG,
AOPLG 8E TOL OO TAV GPY DV CUUTEPGGILOITO, KO TAV LEV Gpy BV 1T S180vaL AOYov, TAV 8¢ ETOUEVMV TOlg
Oy oiiG. 0VSEULOL YOIp ETIGTAUN TOG EQVTTG GPYOG BMOSEIKVLOLY, 0VSE MOLETTOL AOYOV TEPT OLOTAV,
GAL ODTOMIGTOG EXEL TEPL ODTAC, KOl MOAAOY E1GTV KOTOOOIVETS TMY EPELTic. Kolt TOIG LEV OL8eV S10DTOG,

10, 8€ METOL TOUTOL SUEKELVOLG.

386



Os elementos

hipéteses, nenhuma razio nem a si préprios nem a outros julgam, entio,
conveniente dar sobre elas, como evidentes a todos, e, partindo dessas coisas,

passando daf através das restantes, terminam, de modo conforme, nisso, no
118

exame dO qudl COrnegafam.

Tais consideragdes mostram que os matemdticos daquela época, dos
quals os maiores estavam, de algum modo, associados 2 Academia, tinham
j4 uma nova concepgio da matemdtica como uma ciéncia dedutiva e en-
tendiam a ndo necessidade de demonstrarem os seus principios. Deixam
igualmente claro que os conceitos arrolados — o fmpar e o par, as figuras
¢ os trés tipos de Angulos — sdo hipdteses dessa ciéncia, que, por conté-las, é
uma ciéncia hipotética.

Ora, a palavra dnopeotg, “hipdtese”, deriva do verbo brotienut, “por embai-
X0, supor (sub—pér) Ve signiﬁca aquilo que os participantes de um debate
(retérico) concordam em aceitar por base e ponto de partida da argumentagio
de cada um. Assim, vnéeotc, quer na dialética (retérica) quer na matematica,
¢ um fundamento, um principio, um ponto de partida aceito e sobre cuja
veracidade ndo se cogita.

Entio, segundo Szabd, os matemdticos chegaram A conclusio de que nio
precisavam (e nio podiam) demonstrar os principios da sua ciéncia pela
prética da dialética. Estariam habituados com o fato de que, quando um dos
debatedores queria provar algo para os outros, limitava-se a comegar a partir

do que tinha sido convencionado verdadeiro por todos os participantes.

Ainda Platio

A mudanga resultante de paradigma estd intimamente associada ao ca-
rater idealista, antiempfrico da filosofia eledtica, mas sobretudo da filosofia

platénica. Como nota Van der Waerden (op. cit., p.148) a respeito desta:

118 opon yop oe €18évon 611 ot Tept oG YEMUETPLOG TE KO AOYIOHOVG KO T0 TOLOUTOL TPOIYLLOTEVOLEVOL,
DTOBEUEVOL TO TE TEPLTTOV KO TO GPTIOV KOL TOL CYMUOTO KO YOVIBY TPLTTO €181 KO GALO. TOVT®V
O8eLG0L KOB'EKAOTNV UEAOSOV, TONTOL LEV MG ELSOTEG, TOINGAUEVOL DTOBECELG CLVTEL, 0VSEVE AOYOV OUTE
00T0iG 0VTE BALOLG ETL GEIOTVOL TEPL QLDTMVY S18OVOL (G TOLVTL GOLVEPGV, EK TOVLTMV §'GpYOUEVOL TOL AOLTOL

1M S1eE10VTEC TELEVTAGLY OUOAOYOVUEVMG ETEL TOUTO 0V Olv EML GKEWLY OPUNCMOL.
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Verdade que significa as ideias. SAo as ideias que tém Ser verdadeiro, nio
as coisas que sdo observadas pelos sentidos. As ideias podem as vezes ser
contempladas, em momentos de Graga, através da reminiscéncia do tempo
em que a alma vivia mais perto de Deus, no reino da verdade; mas isso pode
acontecer somente depois de os erros dos sentidos terem sido conquistados

pelo pensamento concentrado. O caminho que 1eva a esse estado é aquele dd

dialética (...)

Platdo incentiva a estruturagio dedutiva sistemdtica da ciéncia que ele
considera propedéutica a mais alta ciéncia, a dialética.

L. Brunschvicg (Les étapes de la Philosophic Mathématique,''* p.56) pondera:

Separando—se, a0 mesmo tempo, dos pitagéricos, que mantinham no mesmo
plano ciéncia e filosotia, e de Sécrates, cuja investigagio prudente parece ter-se
detido na determinacio da hipétese, Platio conduz a filosofia matemdaticaa um
caminho todo novo. A matemdtica situada na regido da Swdvoro é apenas uma
ciéncia intermedidria (Aristételes, Metafisica 997b2: “as coisas intermedidrias,
acerca das quats dizem ser a ciéncia matemdtica”'*?). A sua verdade reside em
uma ciéncia superior, que estd em relagio a ela como ela prépria em relagio a
percepgio do concreto. A dialética tem por fungio retomar as hipéteses das
téenicas particulares e conduzi-las até o seu princfpio (Repﬁblim VII, 533.c6-7:
“a investigagdo dialética s6 é conduzida por esse modo, eliminando as hipéte-
ses, em diregio ao préprio princfpio”m), toma posse do incondicional; e daf,
por uma marcha que & mversa a da anilise, forja uma cadeia ininterrupta de
ideias (Repiiblica V1, 511.b3-c2: “Dizendo eu: compreende entdo a outra segio
de inteligivel, isso a que a prépria razio alcanga pelo poder da dialérica, fazen-
do das hipéteses nio principios, mas realmente hipéteses, do mesmo modo
que degraus e também trampolins, a fim de que, indo até o nﬁo—hipotético
no principio de tudo, tendo-o alcancado, de novo, obtendo as coisas que sdo
obtidas daquele, desca assim para um fim, servindo-se absolutamente de nada
sensivel, mas das prc’)prias ideias/formas, através delas para elas, e acaba em
ideias/formas”.) que, suspensa no princfpio absoluto, constituird um mundo

completamente independente do sensivel, o mundo da véonowc. A filosofia da

119 [As etapas da filosofta matemdtica].
120 1o petodd, mept 6 TG LOBNUOLTIKOG ELVOL GOIGLY ETIGTALLOG.

121 7 Stohextikn ueBodog Lovn ToHTn TOPEVETOL, TOG VIOBEGELG GLVOPOTGE, ELODTNY T GpYNV
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matemdtica de Platdo, no seu grau mais alto e sob a sua forma definitiva serd

entio a dialética.'*?

Cotejemos o que acabamos de citar com a seguinte passagem do livro

Introduction to Mathematical Pbilosopby, p-1, de Bertrand Russell:'?}

A matemitica é um estudo que, quando comegamos a partir das suas por-
¢oes mais familiares, pode ser perseguido em uma de duas diregdes opostas. A
dire¢do mais familiar é construtiva, para complexidade gradualmente crescente:
dos inteiros para as fragdes, ndmeros reais, ndmeros complexos; da adigio e
multiplicagio para a diferenciagdo e a integragio e para a matemdtica superior.
A outra diregio, que é menos familiar, procede, por andlise, para a abstragio e a
simplicidade légica cada vez maiores; em vez de perguntar o que pode ser defi-
nido e deduzido do que é suposto no principio, perguntamos que ideias e prin-
cipios mais gerais podem ser encontrados, em termos dos quais 0 nosso ponto
de partida possa ser definido ou deduzido. E o fato de perseguir essa diregio

oposta que caracteriza a ﬁlosoﬁa matematica como oposta A matemdtica usual.

Enquanto Zenio toma uma hipdtese como uma suposigio que se faz
para um presente propésito, Platio no Fédon e nos Livros VI e VII da Repii-
blica, como aponta J. Lucas (Plato and the Axiomatic Method,"** p.13),

tenta tornar as suas suposigdes aquelas que nio tém que ser tomadas como cer-
tas para o presente caso particular; tenta tornd-las aquelas que devem ser aceitas
por todos. Essa é a procura do évuroetov épyn (“principio nio-hipotético”),
o axioma fundamental que ndo tem que pedir a alguém para aceitd-lo; é algo
que deve ser aceito por qualquer um (...) E por essa razdo que Platdo sugere a
consideragio o ideal axiomdtico: que deverfamos tentar e desenvolver o todo
da nossa matemitica por raciocinio dedutivo, idvola, com base em alguns
principios que (erradamente) pensou poderiam ser estabelecidos além de
toda questio possivel. Platio apresentou o seu programa. Os seus discipulos

realizaram-no em grande parte. Temos o resultado final codificado por Euclides.

122 10 10tvov étepov pdveove TUTeL T0BvoNTod AEYOVTd e ToBT0 00 0dTdg 6 A6Y0g GimTeTon TH T0U S10Aé-
YeoB0 JuVALEL, TG DTOBEGELS TOLOVHEVOG 0VK Gipydig GALYL T@ BVl DIOBEGELS, Olov ETBACELS Te KOl
opudig, Tvo. péypt 10U GvumoBETOL ETL THY TV TaVTOG GpYTV 1V, Gwduevog adThg, TEALY ord Eyduevog
TRV EKELVNG EYOUEVOV, OVTOG ETL TEAEVTNY KOTOBOLVT, 01G-ONTQ TOVTIATOGLY OVSEVL TTPOGHPOUEVOS,
OAL €18e1V 0DTOIG S10DTAY €1g 0DTH, KO TEAELTY €1g E16M.

123 Edigdo brasileira: Introdugdo a filosofia matemdtica. Sio Paulo: Jorge Zahar, 2007.

124 [Platio e o método axiomdtico].
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Desse modo, sob a influéncia de Platio, o que nos mostram os Elementos

de Euclides ¢, na expressio de Wordsworth,

An independent world,
Created out of pure intelligence."*

Feitas tais ponderagdes, damos o trabalho por findo. Nio que tenhamos
esgotado tudo. Mas o sol se pds, e esta ¢, depois do dia todo de labuta, a
hora dos cansagos. Recolhemos as ferramentas como os homens se recolhem
na tristeza do moribundo dia, como as flores fecham-se nos campos, e as

aves VOltalTl céleres a0 ninho‘

(Mas quando imergiu a radiante luz do sol
Os que vio descansar vio, cada um, para a sua casa,
Onde para cada um u'a mansio o famoso manco

Hefaistos fez com hibil entendimento.)'*¢

(Iliada, 1, 605-8)

H4 temas que ficaram intratados; ¢ infinita a arqueologia dos dize-

res, mas lembremos aqueles C[LIE Camoes p6€ na boca C[E Vasco C[’A Gama

dirigindo-se ao Rei de Melinde (Lusiadas, 111, 3-4):

Mandas-me, 6 Rei, que conte declarando
De minha gente a grio genealogia;
N3io me mandas contar estranha histéria

Mas mandas-me louvar dos meus a gléria.

Que outrem possa louvar esforco alheio,
Cotsa é que se costuma e se deseja;

Mas louvar os préprios, arrecelo

Que louvor tio suspeito mal me esteja;
E, para dizer tudo, temo ¢ creio

Que qualquer longo tempo curto seja;

Mas, pois o mandas, tudo se te deve;

Irei contra o que devo, ¢ serei breve. (grifo nosso)

125 [Um mundo independente, criado com base em inteligéncia pura}.
126 Adtop ETEL koTEd AOUTPOV Hoidg Tierioto,

Ol UEV KokkelovTeg EBoLy 01kOVde Ek0/GTOC,

YL EKAOTM SHHO TEPIKAVTOC CPLYVAELS

“ Hpootog moinoev 13vinot Tponideaot.
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Na brevidade das nossas observagdes, de modo pessoal, abordamos as
dificuldades da rememoragio do passado, espiamos por cima do muro da
filologia, esbogamos o personagem, comentamos-lhe a obra. Subimos ao
pico das certezas, poucas, marchamos pela planfcie das suposigE)es, muitas,
pos, afinal, de certezas e suposigdes ¢ que se tece a histéria, speculum vitae. E
possfvel que onde viramos 3 esquerda, outros dobrassem a direita; é Possf—
vel que gritassem, onde mantivemos obsequioso siléncio; corressem, onde
paramos; estacionassem, quem sabe 2 beira do abismo, quando avangamos;
quisessem paz, quando clamamos por guerra; ficassem a pregar, quando
safmos a divulgar a boa nova, eles nos pagos, nés com os nossos passos —
porque pode-se ser tudo isso sem ser nada disso — e, por fim, ¢ possivel,
diante de tantos contrastes, estarmos falando as mesmas coisas.

Providenciamos mesas, cadeiras, cabides para casacos, recipientes para
guarda-chuvas, porcelana, copos, talheres, toalhas de mesa, guardanapos,
travessas, réchauds, cafeteiras com torneira. Encomendamos o gelo, colo-
camos as toalhas e os guardanapos nas mesas, arranjando-os para o jantar.
Preparamos o bar, organizamos as bandejas de licores e café, acertamos a
disposigio dos méveis, dispusemos os descansos para copos onde necessi-
rios e arrumamos as flores, tudo conforme O livro completo de etiqueta.

Que quantos sio os convidados tantos sejam os convivas e que o que
passamos a lhes servir agora lhes agrade o paladar e a alma, assim os deuses
nos concedam, do Olimpo, poderosos, ao som da lira de Apolo, acompa-

1‘11’181‘1d0 CI’AS Musas o harmonioso canto.

Irineu Bicudo
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“De que maneira Platio dizia a

divindade sempre geometrizar?”

Plutarco, Quest. Conv. VIII, 2






AN

10.

IT.
12.
I3.
14.
L5.

Livro [

Defini¢oes

Ponto é aquilo de que nada é parte.

E linha ¢ comprimento sem Iargura‘

E extremidades de uma linha sio pontos.

Elinharetaéa que estd posta por igual com os pontos sobre si mesma.
E superficie ¢ aquilo que tem somente comprimento e largura.

E extremidades de uma superffcie sdo retas.

Superffcie plana ¢éa que estd posta por igual com as retas sobre si mesma.
E dngulo plano ¢ a inclinagio, entre elas, de duas linhas no plano, que
se tocam e ndo estdo postas sobre uma reta.

E quando as linhas que contém o Angulo sejam retas, o Angulo ¢ cha-
mado retilineo.

E quando uma reta, tendo sido alteada sobre uma reta, faga os ngulos
adjacentes iguais, cada um dos Angulos ¢ reto, e a reta que se alteou ¢
chamada uma perpendicular aquela sobre a qual se alteou.

Angulo obtuso é o maior do que um reto.

E agudo, o menor do que um reto.

E fronteira ¢ aquilo que é extremidade de alguma coisa.

Figura é o que é contido por alguma ou algumas fronteiras.

Circulo ¢ uma figura plana contida por uma linha [que é chamada cir-
cunferéncia], em relagio a qual todas as retas que a encontram [até a
circunferéncia do cfrculo}, a partir de um ponto dos postos no interior

da ﬁgura, sao iguais entre si.
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Eo ponto é chamado centro do circulo.

E didmetro do circulo é alguma reta tragada através do centro, e ter-
minando, em cada um dos lados, pela circunferéncia do circulo, e que
corta o circulo em dois.

E semicirculo é a figura contida tanto pelo didmetro quanto pela circun-
feréncia cortada por ele. E centro do semicirculo é o mesmo do circulo.
Figuras retilineas sdo as contidas por retas, por um lado, trildteras,
as por trés, e, por outro lado, quadrildteras, as por quatro, enquanto
multildteras, as contidas por mais do que quatro retas.

E, das figuras triliteras, por um lado, tridngulo equildtero é o que tem
os trés lados iguais, e, por outro lado, isésceles, o que tem sé dois lados
1guats, enquanto escaleno, o que tem os trés lados desiguais.

E, ainda das ﬁguras trildteras, por um lado, triﬁngulo retﬁngulo ¢oque
tem um 4ngulo reto, e, por outro lado, obtusingulo, o que tem um
ﬁngulo obtuso, enquanto acutﬁngulo, 0 que tem 0s trés ﬁngulos agudos.
E das ﬁguras quadriléteras, por um lado, quadrado é aquela que ¢ tanto
equildtera quanto retangular, e, por outro lado, oblongo, a que, por um
lado, é retangular, e, por outro lado, nio é equildtera, enquanto losango,
a que, por um lado, é equilitera, e, por outro lado, nio ¢ retangular, e
romboide, a que tem tanto os lados opostos quanto os dngulos opostos
iguais entre si, a qual nio é equildtera nem retangular; e as quadrildteras,
além dessas, sejam chamadas trapézios.

Paralelas sdo retas que, estando no mesmo plano, e sendo prolongadas

ilimitadamente em cada um dOS lados, em nenhum se encontram.

Postulados

Fique postulado tragar uma reta a partir de todo ponto até todo ponto.
Também prolongar uma reta limitada, continuamente, sobre uma reta.
E, com todo centro e distincia, descrever um circulo.

E serem iguais entre si todos os Angulos retos.

E, caso uma reta, caindo sobre duas retas, faga os ﬁngulos interiores e
do mesmo lado menores do que dois retos, sendo prolongadas as duas
retas, ilimitadamente, encontrarem-se no lado no qual estdo os menores

do que dois retos.
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Noc¢des comuns

As colsas 1guals a mesma coisa sao também iguais entre si.

2. E,casosejam adicionadas coisas iguals a coisas 1guais, 0s todos sio 1guais.

AV N)

E, caso de iguais sejam subtraidas iguais, as restantes sio iguais.

E, caso iguats sejam adicionadas a desiguais, os todos sio desiguais.

S

E os dobros da mesma coisa sio iguals entre si.
E as metades da mesma coisa sdo iguais entre si. |
E as cotsas que se ajustam uma a outra so iguais entre si.

E o todo [¢é] maior do que a parte.

O e N oo

E duas retas nio contém uma area.

I.

Construir um tridngulo equildtero sobre a reta limitada dada.

Seja a reta limitada dada AB. E preciso,

C
entio, sobre a reta AB construir um triﬁngulo
A\ equildtero.

Fique descrito, por um lado, com o centro

A, e, por outro lado, com a distincia AB, o

circulo BCD, e, de novo, fique descrito, por um

lado, com o centro B, e, por outro lado, com a

distincia BA, o circulo ACE, ¢, a partir do ponto C, no qual os circulos se
cortam, até os pontos A, B, fiquem ligadas as retas CA, CB.

E, como o ponto A é centro do circulo CDB, a AC ¢ igual A AB; de novo,
como o ponto B é centro do circulo CAE, a BC ¢ igual 2 BA. Mas a CA foi
também provada igual a AB; portanto, cada uma das CA, CB ¢ igual a AB.
Mas as coisas iguais @ mesma coisa sio também iguais entre si; portanto,
também a CA é igual a CB, portanto, as trés CA, AB, BC s3o iguais entre si.

Portanto, o triﬁngulo ABC ¢ equilétero, e foi construido sobre a reta
limitada dada AB.

[Portanto, sobre a reta limitada dada, foi construido um triﬁngulo equi-

litero]; o que era preciso fazer.
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2.

Pé1, no ponto dado, uma reta igual a reta dada.

Sejam, por um lado, o ponto dado A, e, por outro lado, a reta dada BC;:
é preciso, entdo, por, no ponto A, uma reta igual A reta dada BC.

Fique, pois, Iigada, do ponto Aatéo ponto B,
areta AB, e fique construido sobre ela o tridngulo
equilétero DAB, e ﬁquem prolongadas sobre uma
reta com as DA, DB as retas AE, BE e, por um
lado, com o centro B e, por outro lado, com a

distincia BC, ﬁque descrito o circulo CGH, e,

de novo, com o centro D e a distAncia DG, fique

descrito o circulo GKL.

Como, de fato, o ponto B é centro do circulo E
CGH,aBC¢ igual a BG. De novo, como o ponto
D ¢ centro do circulo KLG, a DL ¢ igual A DG, das quais a DA ¢ igual a
DB. Portanto, a restante AL ¢ igual a restante BG. Mas também a BC foi
provada igual a BG; portanto, cada uma das AL, BC ¢ igual a BG. Mas as
coisas iguals a mesma coisa so iguais entre si; portanto, também a AL é
igual a BC.

Portanto, no ponto dado A, foi posta a reta AL igual i reta dada BC; o

que era preciso fazen

3.

Dadas duas retas desiguais, subtrair da maior uma reta igual a menor.

Sejam as duas retas desiguais dadas AB, C, das — .
quais seja maior a AB; ¢é preciso, entdo, subtrair da
maitor AB uma reta igual a menor C.

Fique posta no ponto A a AD igual a C; e, por
um lado, com o centro A, e, por outro lado, com a

distincia AD, fique descrito o circulo DEE F
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E, como o ponto A ¢ centro do circulo DEF a AE ¢ igual a AD; mas
também a C ¢ igual 3 AD. Portanto, cada uma das AE, C é igual 3 AD; desse
modo, também a AE é igual aC.

Portanto, dadas as duas retas desiguais AB, C, foi subtraida da maior AB

a AE igual 3 menor C; o que era preciso fazer.

4.

Caso dois tridngulos tenbam os dois lados iguais [aos] dois lados, cada
um a cada um, ¢ tenbam o dngulo contido pelas retas iguais igual ao
dangulo, também terdo a base igual a base, ¢ o tridngulo serd igual
ao tridngulo, e os dngulos restantes serdo iguais aos dngulos restantes, cada
um a cada um, sob os quais se estendem os lados iguais.

Sejam os dois triﬁngulos ABC, DEE tendo os dois la-
A dos AB, AC iguais aos dois lados DE, DF, cada um a cada
um, por um lado, 0 AB ao DE, ¢, por outro lado, 0 AC ao

DE e o ﬁngulo sob BAC igual a0 ﬁngulo sob EDE Digo
que também a base BC é igual a base EF, e o tridngulo ABC

B C
serd igual ao triﬁngulo DEE e os ﬁngulos restantes serio
D iguais aos Angulos restantes, cada um a cada um, sob os
quais se estendem os lados iguats, por um lado, 0 sob ABC
ao sob o DEF e, por outro lado, o sob ACB ao sob DFE.
E F Pois, o tridngulo ABC, sendo ajustado sobre o tridingulo

DEE e sendo posto, por um lado, o ponto A sobre o ponto
D, e, por outro lado, a reta AB sobre a DE, também o ponto B se ajustard
sobre o E, por ser a AB igual 3 DE; entio, tendo se ajustado a AB sobre a
DE, também a reta AC se ajustard sobre a DF, por ser o Angulo sob BAC
igual a0 sob EDF; desse modo, também o ponto C se ajustard sobre o ponto
E por ser, de novo, a AC igual a DE Mas, por certo, também o B ajustou-se
sobre o E; desse modo, a base BC se ajustard sobre a base EE Pois se a base
BC, tendo, por um lado, o B se ajustado sobre o E, e, por outro lado, o C
sobre o F nio se ajustar sobre a EF, duas retas conterio uma irea; o que ¢é

impossfvel. Portanto, a base BC ajustar-se-a sobre a EF e sera igual a ela;
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desse modo, também o triﬁngulo ABC todo se ajustard sobre o trifmgulo
DEF todo e serd igual a ele, e os Angulos restantes ajustar-se-do sobre os
ﬁngulos restantes e serdo iguais a eles, por um lado, o0 sob ABC ao sob DEF,
e, por outro lado, o sob ACB ao sob DFE.

Portanto, caso dois tridingulos tenham os dois lados iguais [aos] dois
lados, cada um a cada um, e tenham o dngulo contido pelas retas iguais
igual ao Angulo, também terdo a base igual A base, e o tridngulo serd igual ao
tridngulo, e os Angulos restantes serdo iguais aos Angulos restantes, cada um

a cada um, sob os quais se estendem os lados iguais; o que era preciso provar.

5.

Os ﬁngulos junto a base dos triﬁngulos isésceles sdo iguais entre si, e, tendo
sido prolongadas ainda mais as retas iguais, os dngulos sob a base serdo
iguais entre si.

Seja o tridngulo isésceles ABC, tendo o lado AB igual
aolado AC, e ﬁquem prolongadas ainda mais as retas BD,
CE sobre uma reta com as AB, AC; digo que, por um lado,
o ﬁngulo sob ABC ¢ igual ao sob ACB, e, por outro lado, o
sob CBD, ao sob BCE.

Fique, pots, tomado sobre a BD o ponto encontrado

a0 acaso, e ﬁque subtraida da maior AE a AG igual a menor
AF, e fiquem ligadas as retas FC, GB.

Como, de fato, por um lado, a AF ¢ igual AAQG, e, por outro lado, a AB, a
AC, entio, as duas FA, AC sio iguais as duas GA, AB, cada uma a cada uma;
e contém o ﬁngulo sob FAG comum; portanto, a base FC é igual 3 base GB,
e o tridngulo AFC serd igual ao tridngulo AGB, ¢ os Angulos restantes serdo
iguais aos Angulos restantes, cada um a cada um, sob os quais se estendem
os lados iguais, por um lado, o sob ACF ao sob ABG, e, por outro lado, o
sob AFC ao sob AGB. E, como a AF toda ¢ igual 3 AG toda, das quais a AB
é igual a AC, portanto, a restante BF ¢ igual A restante CG. Mas também
a FC foi provada igual 2 GB; entio, as duas BE FC sdo iguais as duas CG,

GB, cada uma a cada uma; também o 4ngulo sob BFC é igual ao Angulo sob
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CGB, e a base BC deles é comum; portanto, também o triﬁngulo BFC sera
igual ao tridngulo CGB, e os dngulos restantes serdo iguais aos ngulos
restantes, cada um a cada um, sob os quais se estendem os lados iguais;
portanto, por um lado, o0 sob FBC ¢ igual ao sob GCB, e, por outro lado, o
sob BCF ao sob CBG. Como, de fato, o Angulo sob ABG todo foi provado
igual a0 ﬁngulo sob ACF todo, dos quais o sob CBG ¢ igual ao sob BCE
portanto, o sob ABC restante é igual a0 sob ACB restante; e estio junto a
base do triﬁngulo ABC. Mas foi provado também o sob FBC igual ao sob
GCB; e estio sob a base.

Portanto, os Angulos junto A base dos tridngulos isdsceles sio iguais
entre si, e, tendo sido prolongadas ainda mais as retas iguais, 0s ﬁngulos

sob a base serio iguais entre si; o que era preciso provar.

6.

Caso os dois ﬁngulos de um triﬁngulo sejam iguais entre si, também os
lados que se estendem sob os dngulos iguais serdo iguais entre si.

A Seja o tridngulo ABC, tendo o ingulo sob ABC igual
ao ﬁngulo sob ACB:; digo que também o lado AB ¢
D igual ao lado AC.
Pois, se a AB ¢ desigual 3 AC, uma delas é maior. Seja
B C maior a AB, e ﬁque subtraida da maior AB a DB igual a
menor AC, e fique ligada a DC.

Como, de fato, a DB ¢ igual AAC, e a BC é comum, entio, as duas DB,
BC sdo iguais as duas AC, CB, cada uma a cada uma, e 0 dngulo sob DBC ¢
igual ao ﬁngulo sob ACB: portanto, a base DC ¢ igual 3 base AB e o triin-
gulo DBC serd igual ao tridngulo ACB, o menor, a0 maior; o que é absurdo;
portanto, a AB nio é desigual & AC; portanto, ¢ igual.

Portanto, caso os dois ﬁngulos de um triﬁngulo sejam iguals entre si,
também os lados que se estendem sob os dngulos iguais serdo iguais entre

s1; 0 que era preciso provar.
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7.

Sobre a mesma reta ndo serdo construidas duas outras retas iguais as duas
mesmas retas, cada wma a cada wma, em um e outro ponto, no mestmo
lado, tendo as mesmas extremidades que as retas do comego.

Pois, se possfvel, sobre a mesma reta AB ﬁquem
construidas as duas retas AD, DB, iguals as mesmas D
retas AC, CB, cada uma a cada uma, sobre um e outro

ponto, tanto o C quanto D, no mesmo lado, tendo as

mesmas extremidades, de modo a ser, por um lado,a A B
CA igual 3 DA, tendo a mesma extremidade A com

ela, e, por outro lado, a CB, a DB, tendo a mesma extremidade B com ela,
e ﬁque Iigada a CD.

Como, de fato, a AC ¢ igual 3 AD, também o Angulo sob ACD ¢ igual
ao sob ADC; portanto, o sob ADC é maior do que o sob DCB; portanto,
o sob CDB ¢, por muito, maior do que o sob DCB. De novo, como a CB
¢ igual 2 DB, também o Angulo sob CDB ¢ igual ao Angulo sob DCB. Mas
foi também provado maiof, por muito, do que ele; o que é impossfvel.

Portanto, sobre a mesma reta nio serio construfdas duas outras retas
iguais as duas mesmas retas, cada uma a cada uma, em um e outro ponto,
no mesmo lado, tendo as mesmas extremidades que as retas do comego; o

que era preciso provar.

3.

Caso dois tridngulos tenbam os dois lados iguais [aos ]| dois lados, cada um
a cada wm, ¢ tenbam também a base igual a base, terdo também o dngulo
igual ao dngulo, o contido pelas retas iguais.

Sejam os dois triﬁngulos ABC, DEF tendo os

dois lados AB, AC iguais aos dois lados DE, DF, A D8
cada um a cada um, por um lado, o AB, ao DE, e,
por outro lado, o AC, ao DF; tenham, também a C F
base BC igual a base EF; digo que o dngulo sob
BAC é igual ao Angulo sob EDE B E
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Sendo, pois, ajustado o triﬁngulo ABC sobre o triﬁngulo DEF e, sendo
postos, por um lado, o ponto B sobre o ponto E, e, por outro lado, a reta
BC sobre a EE também o ponto C se ajustard sobre o I, por ser a BC igual
A EF; entio, tendo se ajustado a BC sobre a EF, também se ajustardo as BA,
CA sobre as ED, DE Se, pois, por um lado, a base BC se ajustar sobre a
base EE e, por outro lado, os lados BA, AC nio se ajustarem sobre os ED,
DE mas passarem além, como as EG, GE serio construidas sobre a mesma
reta duas retas iguais as duas mesmas retas, cada uma a cada uma, em um
e outro ponto, sobre o mesmo lado, tendo as mesmas extremidades. Mas
nio sio construfdas; ndo, portanto, sendo ajustada a base BC sobre a base
EF nio se ajustardo também os lados BA, AC sobre os ED, DE Portanto,
ajustar-se-i0; desse modo, também o Angulo sob BAC ajustar-se-4 sobre o
ﬁngulo sob EDF e sera igual aele.

Portanto, caso dois tridngulos tenham os dois lados iguais [aos| dois
lados, cada um a cada um, e tenham a base igual A base, terio também o

ﬁngulo igual a0 ﬁngulo, o contido pelas retas iguais; o que era preciso provar.

9.

Cortar em dois o ﬁngulo retilineo dado.

A Sejao ﬁngulo retilineo dado o sob BAC; é preciso, entdo,
corti-lo em dois.

Fique tomado sobre a AB o ponto D, encontrado ao acaso,

D E ¢ ﬁque subtraida da AC a AE igual aAD, e ﬁque Iigada a
DE, e fique construido sobre a DE o tridngulo equildtero
5 F . DEE e ﬁque ligada a AF; digo que o ﬁngulo sob BAC foi

cortado em dois pela reta AE
Pois, como a AD ¢ igual A AE, e a AF é comum, entio, as duas DA, AF
sdo igualis as duas EA, AE cada uma a cada uma. Também a base DF é igual
a base EF; portanto, o dngulo sob DAF ¢ igual ao ngulo sob EAE
Portanto, o ﬁngulo retilineo dado, o sob BAC, foi cortado em dois pela

reta AF; o que era preciso fazer.
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10.

Cortar em duas a reta limitada dada.

Seja a reta limitada dada AB; ¢ preciso, entio, cortar
a reta limitada AB em duas. C
Fique construido sobre ela o tridngulo equilitero
ABC, e fique cortado o Angulo sob ACB em dois pela reta
CD; digo que a reta AB foi cortada em duas no ponto D.
Pois, comoa AC é igual A CB, ea CD é comum, entio, D
as duas AC, CD sio iguais as duas BC, CD, cada uma
a cada uma; e o ﬁngulo sob ACD ¢ igual a0 ﬁngulo sob BCD: portanto, a
base AD ¢ igual a base BD.
Portanto, a reta limitada dada AB foi cortada em duas no D; o que era

preciso fazer.

IT.

Tragar uma linba reta em dngulos retos com a reta dada a partir do ponto
dado sobre ela.

Sejam, por um lado, a reta dada AB, e, por outro F
lado, o ponto dado C sobre ela; é preciso, entdo, a
partir do ponto C, tragar uma linha reta em angulos

retos com a reta AB.

Fique tomado sobre a AC o ponto D, encontra- D C E
do ao acaso, e fique posta a CE igual 3 CD, e fique
construido sobre a DE o triﬁngulo equilétero FDE, e ﬁque Iigada a FC;
digo que foi tragada a linha reta FC em Angulos retos com a reta dada AB,
a partir do ponto dado C sobre ela.

Pois, como a DC ¢ igual A CE, e a CF é comum, entio, as duas DC, CF
sdo iguais as duas EC, CF cada uma a cada uma; e a base DF ¢ igual a base
FE; portanto, o ﬁngulo sob DCF ¢ igual a0 ﬁngulo sob ECF; e sdo adjacen—

tes. Mas quando uma reta, tendo sido alteada sobre uma reta, faga dngulos

106



Os elementos

adjacentes iguais entre s, cada um dos ﬁngulos 1guats ¢ reto; portanto, cada
um dos sob DCFE FCE é reto.
Portanto, foi tracada a linha reta CF em ﬁngulos retos com a reta dada

AB, a partir do ponto dado C sobre ela; o que era preciso fazer.

12.

Tragar uma linha reta perpmdimlar a reta ilimitada dada, a partir do
ponto dado, que ndo estd sobre ela.

Sejam, por um lado, a reta ilimitada dada
AB, e, por outro lado, o ponto dado C, que
nio esti sobre ela; é preciso, entdo, tragar

uma linha reta perpendicular 3 reta ilimitada

dada AB, a partir do ponto dado C, que ndo
G\E/E estd sobre ela.
Fique, pois, tomado, no outro lado da
reta AB, o ponto D, encontrado ao acaso, e,
por um lado, com o centro C, ¢, por outro lado, com a distincia CD, fique
descrito o circulo EFG, e ﬁque cortada a reta EG em duas no H, e ﬁquem
ligadas as retas CG, CH, CE; digo que foi tragada a perpendicular CH a
reta ilimitada dada AB, a partir do ponto dado C, que ndo estd sobre ela.
Pois, comoa GH ¢ igual AHE, e a HC é comum, entdo, as duas GH, HC
sdo iguais ds duas EH, HC, cada uma a cada uma; também a base CG é igual
3 base CE; portanto, o ﬁngulo sob CHG ¢ igual ao ﬁngulo sob EHC. E sio
adjacentes. Mas quando uma reta, tendo sido alteada sobre uma reta, faga
0s ﬁngulos adjacentes iguais entre si, cada um dos ﬁngulos iguais ¢ reto, e
areta que foi alteada é chamada perpendicular aquela sobre a que se alteou.
Portanto, foi tragada a perpendicular CH 2 reta ilimitada dada AB, a

partir do ponto dado C, que ndo estd sobre ela; o que era preciso fazer.
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I3.

Caso uma reta, tendo sido alteada sobre uma reta, faca angulos, fard ou

dois retos ou iguais a dois retos.

Faga, pois, alguma reta, a AB, tendo sido alteada sobre a

reta CD, os ﬁngulos sob CBA, ABD; digo que os ﬁngulos E A
sob CBA, ABD ou sio dois retos ou iguais a dois retos.
Se, por um lado, de fato, o sob CBA ¢ igual a0 sob
ABD, sio dois retos. Se, por outro lado, nio, fique tra-
ada a BE em Angulos retos com a [reta] CD, a partirdo D B C

ponto B; portanto, os sob CBE, EBD sio dois retos; e,
como o sob CBE ¢ igual aos dois, os sob CBA, ABE, ﬁque adicionado o
sob EBD comum; portanto, os sob CBE, EBD sio iguais aos trés, os sob
CBA, ABE, EBD. De novo, como o sob DBA ¢ igual aos dois, os sob DBE,
EBA, ﬁque adicionado o sob ABC comum; portanto, os sob DBA, ABC
s30 1guais aos trés, os sob DBE, EBA, ABC. Mas foram provados também
os sob CBE, EBD iguais a0s mesmos trés; e as colsas iguais a mesma coisa
sdo iguais entre si; portanto, também os sob CBE, EBD sio iguais aos sob
DBA, ABC; mas os sob CBE, EBD sio dois retos; portanto, também os
sob DBA, ABC sio iguais a dois retos.

Portanto, caso uma reta, tendo sido alteada sobre uma reta, faga dngulos,

fard ou dois retos ou iguais a dois retos; o que era preciso provar.

14.

Caso, com alguma reta e no ponto sobre ela, duas retas, nao postas no
mesmo lado, fagam os Emgulos adjacentes iguais a dois retos, as retas
estardo sobre wuma reta, wma com a outra.

Fagam, pois, com alguma reta, a AB, e no ponto B A E
sobre ela, as duas retas BC, BD, nio postas no mesmo

lado, os ﬁngulos adjacentes, os sob ABC, ABD, iguais a

dois retos; digo quea BD estd sobre umaretacoma CB. C B D
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Pois, se a BD nio estd sobre uma reta com a BC, esteja a BE sobre uma
reta com a CB.

Como, de fato, a reta AB foi alteada sobre a reta CBE, portanto, os
ﬁngulos sob ABC, ABE sio iguais a dois retos; mas também os sob ABC,
ABD sio 1guais a dois retos; portanto, os sob CBA, ABE sio iguais aos
sob CBA, ABD. Fique subtraido o sob CBA comum; portanto, o sob ABE
restante é igual a0 sob ABD restante, o menor, a0 maior; o que é impossivel.
Portanto, a BE nio estd sobre uma reta com a CB. Do mesmo modo, entio,
provaremos que nenhuma est4, exceto a BD: portanto, a CB estd sobre uma
reta com a BD.

Portanto, caso com alguma reta e no ponto sobre ela duas retas, no
postas no mesmo lado, fagam os Angulos adjacentes iguais a dois retos, as

retas estarao sobre uma reta, uma com a outra; o que era preciso provar.

I5.

Caso duas retas se cortem, fazem os dngulos no vértice iguais entre si.

Cortem-se, pois, as retas AB, CD no ponto E;
digo que, por um lado, o ﬁngulo sobAEC é igual a0
sob DEB, e, por outro lado, 0 sob CEB, a0 sob AED.

Pois, como a reta AE foi alteada sobre a reta CD,

fazendo os ﬁngulos sob CEA, AED, portanto, os
B ingulos sob CEA, AED sio iguais a dois retos. De

novo, como a reta DE foi alteada sobre a reta AB,
fazendo os Angulos sob AED, DEB, portanto, os Angulos sob AED, DEB
sdo 1guals a dois retos. Mas foram provados também os sob CEA, AED
iguais a dois retos; portanto, os sob CEA, AED sio iguais aos sob AED,
DEB. Fique subtraido o sob AED comum; portanto, o sob CEA restante
é igual ao sob BED restante; do mesmo modo, entio, serd provado que
também os sob CEB, DEA sio iguais.
Portanto, caso duas retas se cortem, fazem os ﬁngulos no vértice 1guais

entre st; O que era preciso provar.
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[CorOLARIO

Disso, entio, é evidente que, caso duas retas se cortem, fardo os ngulos

junto a segdo iguais a quatro retos. |

16.

Tendo sido prolongado um dos lados de todo tridngulo, o dngulo exterior ¢
maior do que cada wm dos dngulos interiores e opostos.

Seja o triﬁngulo ABC, e ﬁque prolongado um lado dele,
o BC, até o D; digo que o ﬁngulo exterior, o sob ACD, é
maior do que cada um dos angulos sob CBA, BAC, inte- E
riores e Opostos.

Fique cortada a AC em duas no E, e, tendo sido ligada a B C N
BE, ﬁque prolongada sobre uma retaaté o I e ﬁque posta
a EF igual 3 BE, e fique ligada a FC, e fique tragada através
a AC até o G.

Como, de fato, por um lado, a AE ¢ igual a EC, e, por outro lado, a BE,

G

a EF, entdo, as duas AE, EB sdo iguais as duas CE, EF, cada uma a cada
uma; e o ﬁngulo sob AEB ¢é igual 20 ﬁngulo sob FEC: pois, estio no vértice;
portanto, a base AB é igual a base FC, ¢ o tridingulo ABE é igual ao tridngulo
FEC, e os ﬁngulos restantes sdo 1guais aos ﬁngulos restantes, cada um a
cada um, sob os quais se estendem os lados iguais; portanto, o sob BAE ¢
igual ao sob ECE Mas o sob ECD ¢ maior do que o sob ECF; portanto,
o sob ACD é maior do que o sob BAE. Do mesmo modo, entio, cortada a
BC em duas, serd provado também o sob BCG, isto é, também o sob ACD
maior do que o sob ABC.

Portanto, tendo sido prolongado um dos lados de todo tridngulo, o
Angulo exterior é maior do que cada um dos ngulos interiores e OpOSLOs;

o que era preciso provar.
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17.

Os dois dngulos de todo tridngulo, sendo tomados juntos de toda maneira,
sdo menores do que dois retos.

A Seja o tridngulo ABC; digo que os dois dngulos
do triﬁngulo ABC, sendo tomados juntos de toda
maneira, sio menores do que dois retos.

Fique, pots, prolongada a BC até o D. E, como
B ¢ o Angulo sob ACD ¢ exterior do tridingulo ABC, ¢
maior do que o0 sob ABC, interior e oposto. Fique adicionado o sob ACB co-
mum; portanto, os sob ACD, ACB sio maiores do que os sob ABC, BCA. Mas
os sob ACD, ACB sio iguats a dois retos; portanto, os sob ABC, BCA sio
menores do que dois retos. Do mesmo modo, entio, provaremos que também
os sob BAC, ACB, e ainda os sob CAB, ABC sio menores do que dois retos.

Portanto, os dois ﬁngulos de todo triﬁngulo, sendo tomados juntos de

toda maneira, sa0 menores ClO que CIOiS retos; o que era preciso ‘PI‘OVQIZ

18.

O maior lado de qualquer triﬁngulo subtende o maior ﬁngulo.

Seja, pois, o triﬁngulo ABC, tendo o lado AC

A maior do que o AB; digo que também o ﬁngulo
sob ABC é maior do que o sob BCA.

Pois, como a AC é maior do que a AB, ﬁque

posta a AD igual 3 AB, e fique ligada a BD.

B C E, como o ﬁngulo sob ADB é exterior do triin-

gulo BCD, é maior do que o sob DCB, interior e

oposto; mas o sob ADB ¢ igual ao sob ABD, visto que também o lado AB

é igual ao AD; portanto, também o sob ABD ¢ maior do que o sob ACB;
portanto, o sob ABC ¢, por muito, maior do que o sob ACB.

Portanto, o maior lado de todo triﬁngulo subtende o maior ﬁngulo; o

que era preciso PI‘OVQF.
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I9.

O maior lado de todo tridngulo ¢ subtendido pelo maior dngulo.

Seja o triﬁngulo ABC, tendo o ﬁngulo sob ABC maior do
que o sob BCA; digo que também o lado AC é maior do que
o lado AB.

Pois, se ndo, ou a AC é igual 2 AB ou menor; por um lado, B
de fato, a AC nio é igual a AB; pots, também o ﬁngulo sob

ABC era igual ao sob ACB; e ndo é; portanto, a AC nio é igual

a AB. Nem, por certo, a AC é menor do que a AB; pots, tam- C
bém o angulo sob ABC era menor do que o sob ACB; e nio
é; portanto, a AC nio é menor do que a AB. Mas, foi provado que nem ¢
igual. Portanto, a AC é maior do que a AB.

Portanto, o maior lado de todo tridngulo é subtendido pelo maior 4n-

gulo; o que era preciso provar.
20.

Os dois lados de todo tridngulo, sendo tomados juntos de toda maneira,
sdo maiores do que o restante.

Seja, pois, o triﬁngulo ABC; digo que os dois lados
do triﬁngulo ABC, sendo tomados juntos de toda
maneira, sio maiores do que o restante, por um lado,
os BA, AC, do que o BC, e, por outro lado, os AB, BC,
do que o AC, enquanto os BC, CA, do que o AB. A
Fique, pots, tracada através a BA até o ponto D,
e ﬁque posta a AD igual aCA, e ﬁque ligada a DC. B C
Como, de fato, a DA ¢ igual 2 AC, também o Angulo
sob ADC ¢ igual a0 sob ACD; portanto, o sob BCD ¢ maior do que o sob
ADC; e, como o DCB é um tridngulo, tendo o dngulo sob BCD maior do
que o sob BDC, e o maior lado é subtendido pelo maior ﬁngulo, portanto,

a DB é maior do que a BC. Mas a DA é igual 3 AC; portanto, as BA, AC sio
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maiores do que a BC. Do mesmo modo, entio, provaremos que também,
por um lado, as AB, BC sdo maiores do que a CA, e, por outro lado, as BC,
CA, do que a AB.

Portanto, os dois lados de todo triﬁngulo, sendo tomados juntos de toda

maneira, sio maiores do que o restante; o que era preciso provar.
21.

Caso duas retas sejam construidas interiores sobre um dos lados de um
tridngulo, a partir das extremidades, as que foram construidas, por um
lado, serdo menores do que os dois lados restantes do tridngulo, e, por outro
lado, conterdo wm dngulo maior.

A Fiquem, pois, construidas as duas retas in-
E teriores BD, DC sobre um dos lados, o BC, do
tridngulo ABC, a partir das extremidades B, C;

digo que as BD, DC, por um lado, sio meno-

res do que os dois lados restantes BA, AC do

tridngulo, e, por outro lado, contém o Angulo
sob BDC maior do que o sob BAC.

Fique, pois, tragada através a BD até o E. E, como os dois lados de todo

B C

triﬁngulo sio maiores do que o restante, portanto, os dois lados AB, AE
do trifmgulo ABE sio maiores do que o BE; ﬁque adicionada a EC comum;
portanto, as BA, AC sio maiores do que as BE, EC. De novo, como os dois
lados CE, ED do triﬁngulo CED sio maiores do quea CD, ﬁque adicionada
a DB comum; portanto, as CE, EB sio maiores do que as CD, DB. Mas,
as BA, AC foram provadas maiores do que as BE, EC; portanto, as BA, AC
sdo, por muito, maiores do que as BD, DC.

De novo, como o 4ngulo exterior de todo tridingulo ¢ maior do que o
interior e oposto, portanto, o ﬁngulo sob BDC, exterior do triﬁngulo CDE,
¢ maior do que o sob CED. Pelas mesmas coisas, entdo, também o Angulo
sob CEB, exterior do triﬁngulo ABE, é maior do que o sob BAC. Mas foi
provado o sob BDC maior do que o sob CEB; portanto, o sob BDC ¢, por

muito, maior do que o sob BAC.
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Portanto, caso duas retas sejam construidas interiores sobre um dos
ados de um tridngulo, a partir das extremidades, as que foram construidas,
lados d tridngulo, a partir d t dad que f truid
por um lado, sio menores do que os dois lados restantes do triﬁngulo, e,

por outro lado, contém um ﬁngulo maior; o que era preciso provar.

22.

De trés retas, que sio iguais as trés [retas| dadas, construir um tridngulo;
¢ ¢ preciso as duas, sendo tomadas juntas de toda maneira, ser maiores
do que a restante [pelo ser os dois lados de todo tridngulo, sendo tomados
juntos de toda maneira, maiores do que o restante].

Sejam as retas dadas A, B, C, das

quais sejam as duas, sendo tomadas

A

B.———.

juntas de toda maneira, maiores do
que a restante, por um lado, as A, B, K
do que a C, e, por outro lado, as A,
C,do queaB, caindaas B, C, do que a

A; é preciso, entio, das trés retas iguais
g

as A, B, C, construir um tridngulo.

Fique posta alguma reta, a DE, por
um lado, limitada no D, e, por outro
lado, ilimitada no E, e ﬁquem postas, por um lado, a DF igual A A, e, por
outro lado, a FG igual a B, enquanto a GH igual aC;e, por um lado, com
o centro E e, por outro lado, com a distdncia FD, fique descrito o circulo
DKL; de novo, por um lado, com o centro G, e, por outro lado, com a
distAncia GH, fique descrito o circulo KLH, e fiquem ligadas as KE KG;
digo que, das trés retas iguais as A, B, C, foi construido o triﬁngulo KEG.

Pois, como o ponto F ¢ centro do circulo DKL, a FD ¢ igual 2 FK; mas
a FD ¢ igual 3 A. Portanto, também a KF ¢ igual 3 A. De novo, como o
ponto G ¢é centro do circulo LKH, a GH ¢ igual a GK; masa GH ¢ igual
a C; portanto, também a KG ¢ igual & C. Mas também a FG ¢ igual a B;
portanto, as trés retas KE FG, GK sdo iguais as trés A, B, C.

Portanto, das trés retas KF, FG, GK, que sdo iguais as trés dadas A, B,

C, foi construido o triﬁngulo KEG; o que era preciso fazer.
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23.

Sobre a reta dada e no ponto sobre ela, construir um dngulo retilineo igual
ao dngulo retilineo dado.

Sejam, por um lado, a reta dada AB, e, por ou-
tro lado, o ponto A sobre ela, enquanto o dngulo
C retilineo dado o sob DCE; € preciso, entio, sobre

a reta dada AB e no ponto A sobre ela, construir
E um Angulo retilineo igual ao Angulo retilineo dado,
o sob DCE.
F Fiquem tomados, sobre cada uma das CD, CE,

/\ os pontos D, E, encontrados ao acaso, e fique ligada
A G a DE; e, de trés retas, que sdo 1guats as trés CD,

DE, CE, fique construido o tridingulo AFG, de
modo a ser, por um lado, a CD igual a AFE e, por outro lado, a CE, A AG,
e ainda a DE, a FG.

Como, de fato, as duas DC, CE sio iguais as duas FA, AG, cada uma
a cada uma, também a base DE ¢ igual A base FG, portanto, o ﬁngulo sob
DCE ¢ igual ao dngulo sob FAG.

Portanto, sobre a reta dada AB e no ponto A sobre ela foi construido o

ngulo retilineo, o sob FAG, igual ao Angulo retilineo dado, o sob DCE;

o que era pI‘ECiSO fAZEI‘.

24.

Caso dois tridngulos tenbam os dois lados iguais [aos] dois lados, cada um
a cada wm, mas tenbam o dngulo maior do que o dngulo, o contido pelas
retas iguais, também terdo a base maior do que a base.

Sejam os dois triﬁngulos ABC, DEF, tendo os dois lados AB, AC iguais
aos dois lados DE, DE cada um a cada um, por um lado, a AB, A DE, e, por
outro lado, a AC,A DEF e o ﬁngulo junto ao A seja maior do que o ﬁngulo

junto ao D; digo que também a base BC é maior do que a base EE
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Pois, como o ﬁngulo sob BAC é maior do que
o ingulo sob EDF, fique construido sobreareta A D
DE, e no ponto D sobre ela, o sob EDG igual
a0 ﬁngulo sob BAC, e ﬁque posta a DG igual a
qualquer uma das AC, DF, e fiquem ligadas as B
EG, FG.

Como, de fato, por um lado, a AB ¢ igual a F
DE, e, por outro lado, a AC, A DG, entio, as
duas BA, AC sdo iguais as duas ED, DG, cada uma a cada uma; e o Angulo
sob BAC ¢ igual ao dngulo sob EDG; portanto, a base BC é igual a base
EG. De novo, como a DF ¢ igual A DG, também o ﬁngulo sob DGF ¢ igual
ao sob DFG; portanto, o sob DFG é maior do que o sob EGF; portanto,
o sob EFG §, por muito, maior do que o sob EGE E, como o EFG é um
tridngulo, tendo o 4ngulo sob EFG maior do que o sob EGE mas o maior
lado é subtendido pelo maior ﬁngulo, portanto, também o lado EG é
maior do que o EE Masa EG é igual aBC; portanto, também a BC é maior
do que a EE

Portanto, caso dois triﬁngulos tenham os dois lados iguais aos dois
lados, cada um a cada um, mas tenham o 4ngulo maior do que o dngulo, o
contido pelas retas iguais, também terio a base maior do que a base; o que

era preciso provar.
25.

Caso dois tridngulos tenbam os dois lados iguais aos dois lados, cada um a
cada wm, mas tenbam a base maior do que a base, também terdo o dngulo

maior do que o ﬁngulo, o contido pelas retas iguais.

Sejam os dois tridngulos ABC, DEF, tendo os A
dois lados AB, AC iguais aos dois lados DE, DE, C
cada um a cada um, por um lado, a AB, a DE, e,

por outro lado, a AC, A DF; e a base BC seja maior B
do que a base EF; digo que também o 4ngulo sob A
BAC é maior do que o ﬁngulo sob EDE E F
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Pots, se ndo, ou é igual a ele ou menor; por um lado, de fato, o sob BAC
nio ¢ igual ao sob EDF; pois, também a base BC era igual 3 base EF; e ndo
é. Portanto, o ﬁngulo sob BAC nio é igual ao sob EDF; por outro lado,
por certo, o sob BAC nio é menor do que o sob EDF; pois, também a base
BC era menor do que a base EF; e nio é; portanto, o Angulo sob BAC nio
¢ menor do que o sob EDE Mas, foi provado que nem igual; portanto, o
sob BAC é maior do que o sob EDE

Portanto, caso dois triﬁngulos tenham os dois lados iguais aos dois
lados, cada um a cada um, mas tenham a base maior do que a base, também
terdo o Angulo maior do que o dngulo, o contido pelas retas iguais; o que

era preciso provar.

26.

Caso dois tridngulos tenbam os dois dngulos iguais aos dois dngulos, cada
um a cada um, e um lado igual a um lado, ou 0 junto aos ﬁngulos iguais
ou o que se estende sob um dos dngulos iguais, também terdo os lados
restantes iguais aos lados restantes, [cada wm a cada um, | e o dngulo
restante ao dngulo restante.

Sejam os dois tridingulos ABC, DEF,

D tendo os dois ﬁngulos sob ABC, BCA iguais
A aos dois sob DEF, EFD, cada um a cada
G E Fum, por um lado, o sob ABC, ao sob DEE
e, por outro lado, o sob BCA, ao sob EFD;
B C

e tenham também um lado igual a um lado,
primeiramente 0 Junto aos ﬁngulos iguais, a
BC, 2 EF; digo que também terdo os lados restantes iguais aos lados res-
tantes, cada um a cada um, por um lado, a AB, 3 DE, e, por outro lado, a
AC,aDFEeo ﬁngulo restante, ao ﬁngulo restante, o sob BAC, ao sob EDE

Pois, se a AB ¢ desigual 3 DE, uma delas é maior. Seja maior a AB, e fique
posta a BG igual aDE, e ﬁque ligada a GC.

Como, de fato, por um lado, a BG é igual 3 DE, ¢, por outro lado, a BC,
3 EF entdo, as duas BG, BC sio iguais as duas DE, EF, cada uma a cada
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uma; e o ﬁngulo sob GBC ¢ igual ao ﬁngulo sob DEF; portanto, a base GC
¢igual a base DE e o tridngulo GBC ¢ igual ao tridngulo DEF, e os Angulos
restantes serdo iguais aos Angulos restantes, sob os quais se estendem os
lados iguats; portanto, o ﬁngulo sob GCB ¢ igual ao sob DFE. Mas o sob
DFE foi suposto igual ao sob BCA; portanto, também o sob BCG ¢ igual
ao sob BCA, o menor, ao maior; o que ¢ impossfvel.

Portanto, a AB nio ¢ desigual a DE. Portanto, é igual. Mas também a
BC ¢ igual 3 EF; entio, as duas AB, BC sio iguais as duas DE, EF, cada
uma a cada uma; e 0 Angulo sob ABC ¢ igual ao Angulo sob DEF; portanto,
a base AC ¢ igual a base DF, e o Angulo sob BAC restante ¢ igual ao Angulo
sob EDF restante.

Mas, entdo, de novo, sejam iguais os lados que se estendem sob os dngu-
los iguais, como a AB, a DE; digo, de novo, que também os lados restantes
serdo iguais aos lados restantes, a AC, A DE enquanto a BC, 2 EE e ainda
o ﬁngulo sob BAC restante ¢ igual ao ﬁngulo sob EDF restante.

Pois, se a BC ¢ desigual 3 EE uma delas é maior. Seja maior, se possfvel,
a BC, e fique posta a BH igual 3 EF, e fique ligada AH. E, como, por um
lado, a BH é igual a EE e, por outro lado, a AB A DE, entio, as duas AB, BH
sdo iguais as duas DE, EF, cada uma a cada uma; e contém angulos iguais;
portanto, a base AH é igual i base DE e o triﬁngulo ABH ¢ igual a0 triAn-
gulo DEFE e os ﬁngulos restantes serao iguais aos ﬁngulos restantes, sob os
quais se estendem os lados iguais; portanto, o Angulo sob BHA ¢ igual ao
sob EFD. Mas o sob EFD ¢ igual ao sob BCA; entio, o ﬁngulo exterior, o
sob BHA, do tridngulo AHC ¢é igual ao sob BCA, interior e Oposto; o que
é impossfveL Portanto, a BC nao ¢ desigual a EF; portanto, ¢ igual. Mas
também a AB ¢ igual 3 DE. Entdo, as duas AB, BC sio iguais as duas DE,
EF, cada uma a cada uma; e contém ﬁngulos iguais; portanto, a base AC ¢
igual A base DE e o triﬁngulo ABC ¢ igual a0 triﬁngulo DEE e o ﬁngulo
sob BAC restante ¢ igual ao Angulo sob EDF restante.

Portanto, caso dois triﬁngulos tenham os dois ﬁngulos iguais aos dois
ngulos, cada um a cada um, e um lado igual a um lado, ou o junto aos An-
gulos iguais ou o que se estende sob um dos ﬁngulos iguais, terdo também
os lados restantes iguais aos lados restantes e o Angulo restante ao Angulo

restante; O que era pI‘ECiSO PI‘OV‘&I‘.
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27.

Caso uma reta, caindo sobre duas retas, faca os dngulos alternos iguais
entre si, as retas serdo pamlelas entre si.

Faga, pois, a reta EF, caindo sobre as

A E / B duas retas AB, CD, os ﬁngulos sob AEE
> G EFD, alternos, iguais entre si; digo que

G aAB ¢ paralela 3 CD. Pois, se nio, sendo
/F D prolongadas, as AB, CD encontrar-se-

-30 ou no lado dos B, D ou no dos A,
C. Fiquem prolongadas e encontrem-se no lado dos B, D no G. Entio, o
Angulo sob AEF, exterior do triingulo GEF, ¢ igual ao sob EFG, interior e
oposto; o que é impossfvel; portanto, as AB, CD, sendo prolongadas, nio
se encontrario no lado dos B, D. Do mesmo modo, entdo, serd provado
que nem no dos A, C. Mas as que nio se encontram em nenhum dos lados
sio paralelas; portanto, a AB ¢ paralela a CD.
Portanto, caso uma reta, caindo sobre duas retas, faga os Angulos alternos

iguais entre si, as retas serao paralelas; 0 que era preciso provar.

28.

Caso wma reta, caindo sobre duas retas, faca o dngulo exterior igual ao
interior e oposto e no mesmo lado, ou os interiores e no mesmo lado iguais
a dois retos, as retas serdo paralelas entre si.

E Faga, pois, a reta EE caindo sobre as retas AB,
A \G B CD, o ﬁngulo sob EGB, exterior, igual a0 ﬁngulo
\ sob GHD, interior e oposto ou os sob BGH, GHD,

C H

D interiores e no mesmo lado, iguais a dois retos; digo
F

que a AB ¢ paralela 3 CD.

\

o sob EGB ¢ igual ao sob AGH, portanto, também o sob AGH ¢ igual ao

Pois, como o sob EGB ¢ igual ao sob GHD, mas

sob GHD; e sdo alternos; portanto, a AB ¢ paralela 2 CD.
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De novo, como os sob BGH, GHD sio iguais a dois retos, mas também
os sob AGH, BGH sio iguais a dois retos, portanto, os sob AGH, BGH sio
iguais aos sob BGH, GHD; ﬁque subtraido o sob BGH comum; portanto,
o sob AGH restante é igual a0 sob GHD restante; e sio alternos; portanto, a
AB ¢é paralela a CD.

Portanto, caso uma reta, caindo sobre duas retas, faca o dngulo exterior
igual a0 interior e OpOSto € NO mesmo lado, ou os interiores e no mesmo

lado iguais a dois retos, as retas serio paralelas; O que era preciso provar.

29.

A reta, caindo sobre as retas pamlelas, fa<tanto 0s ﬁngulos alternos iguais
entre si quanto o exterior igual ao interior e oposto ¢ 0s interiores e no
mesmo lado iguais a dois retos.

Caia, pois, a reta EF sobre as retas paralelas AB, E
A \ G

CD; digo que faz os angulos sob AGH, GHD, al- B
ternos, iguais, e o Angulo sob EGB, exterior, igual ao c " D
sob GHD, interior ¢ oposto, e 0s sob BGH, GHD,

interiores e no mesmo lado, iguais a dois retos. \ F

Pois, se 0 sob AGH é desigual a0 sob GHD, um deles é maior. Seja maior
o sob AGH; fique adicionado o sob BGH comum; portanto, os sob AGH,
BGH sio maiores do que os sob BGH, GHD. Mas os sob AGH, BGH sio
iguats a dois retos. Portanto, [também] os sob BGH, GHD sio menores do
que dois retos. Mas as que sio prolongadas ilimitadamente, a partir dos me-
nores do que dois retos, encontram-se; portanto, as AB, CD, prolongadas
indefinidamente, encontrar-se-io; e nio se encontram, pelo sup6-las para-
lelas; portanto, o sob AGH nio ¢é desigual ao sob GHD; portanto, ¢ igual‘
Mas o sob AGH ¢é igual ao sob EGB; portanto, também o sob EGB ¢ igual
ao sob GHD. Fique adicionado o sob BGH comum; portanto, os sob EGB,
BGH sdo iguais aos sob BGH, GHD. Mas os sob EGB, BGH sio iguais a
dois retos; portanto, também os sob BGH, GHD sio iguais a dois retos.

Portanto, a reta, caindo sobre as retas paralelas, faz tanto os Angulos
alternos iguais entre si quanto o exterior igual ao interior e Oposto ¢ 0s

interiores ¢ no mesmo lado iguais a dois retos; o que era preciso provar.
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30.

As pamlelas a mesma reta sao pﬂﬂll(ildé‘ entre si.

Seja cada uma das AB, CD paralela a EF; digo
G/ que também a AB ¢é paralela a CD.

H Caia, pois, areta GK sobre elas. E, como a reta
K/ GK caiu sobre as retas paralelas AB, EF, portanto,
/ o sob AGK ¢ igual ao sob GHE De novo, como

a reta GK caiu sobre as paralelas EF, CD, o sob
GHEF ¢ igual ao sob GKD. Mas foi provado também o sob AGK igual ao

sob GHE Portanto, também o sob AGK ¢ igual a0 sob GKD; e sio alternos.
Portanto, a AB ¢ paralela 2 CD.

n

o

o m >

[Portanto, as paralelas a mesma reta sio paralelas entre si;] 0 que era

preciso provar.

31.

Pelo ponto dado, tragar uma linba reta paralela a reta dada.

Sejam, por um lado, o ponto dado A, e, por outro

A
E F  lado,areta dada BC; é preciso, entio, pelo ponto A,
/ tragar uma linha reta paralela A reta dada BC,
B D C Fique tomado, sobre a BC, o ponto D, encontra-

do ao acaso, e fique ligada a AD; e fique construido,

sobre a reta DA e no ponto A sobre ela, o sob DAE igual a0 ﬁngulo sob
ADC; e fique prolongada a reta AF sobre uma reta com a EA.

E, como a reta AD, caindo sobre as duas retas BC, EF, fez os ﬁngulos

sob EAD, ADC, alternos, iguais entre si, portanto, a EAF ¢ paralela a BC.

Portanto, pelo ponto dado A, foi tragada a linha reta EAF paralela a reta

dada BC; o que era preciso fazer.
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32.

Tendo sido prolongado um dos lados de todo tridngulo, o dngulo exterior ¢
igual aos dois interiores e opostos, ¢ os trés dngulos interiores do tridngulo
sdo iguais a dois retos.

Seja o triﬁngulo ABC, e ﬁque prolongado um lado dele, o BC, até o
D; digo que o 4ngulo sob ACD, exterior, ¢ igual aos dois sob CAB, ABC,
Interiores e OPOStos, ¢ 0s trés ﬁngulos sob ABC, BCA, CAB, interiores do
tridngulo, sdo iguais a dois retos.

Fique, pois, tragada, pelo ponto C, a CE paralela a reta AB.

E,comoaAB¢ paralela A CE, e a AC caiu sobre elas, os A E
Angulos sob BAC, ACE, alternos, sio iguais entre si. De
novo, como a AB é paralela A CE, e a reta BD caiu sobre
elas, o Angulo sob ECD, exterior, ¢ igual ao sob ABC,
interior e oposto. Mas foi provado também o sob ACE B C D
igual ao sob BAC: portanto, o ﬁngulo sob ACD todo é igual aos dois sob
BAC, ABC, interiores e Opostos.

Fique adicionado o sob ACB comum; portanto, os sob ACD, ACB sio
iguais aos trés sob ABC, BCA, CAB. Mas os sob ACD, ACB sio iguais a
dois retos; portanto, os sob ACB, CBA, CAB sio iguais a dois retos.

Portanto, tendo sido prolongado um dos lados de todo tridngulo, o
ﬁngulo exterior ¢ igual aos dois interiores e opostos, e 0s trés ﬁngulos

interiores do triﬁngulo sdo 1guais a dois retos; o que era preciso provar.

33.

As retas que ligam as tanto iguais quanto paralelas, no mesmo lado,
também sao elas tanto iguais quanto paralelas.

B A

Sejam as AB, CD tanto iguais quanto paralelas,
eas retas AC, BD liguem—nas, no mesmo lado; digo

que também as AC, BD sio tanto 1guais quanto

paralelas‘ D C
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Fique ligada aBC.E, comoaAB ¢ paralela 3 CD, e a BC caiu sobre elas,
0s ﬁngulos sob ABC, BCD, alternos, sio iguais entre si. E, como a AB ¢
igual 3 CD, e a BC é comum, entio, as duas AB, BC s3o iguais as duas BC,
CD;eo ﬁngulo sob ABC ¢ igual a0 ﬁngulo sob BCD; portanto, a base AC é
igual 3 base BD, e o tridingulo ABC ¢ igual ao tridngulo BCD, e os ngulos
restantes serdo iguais aos ingulos restantes, cada um a cada um, sob os
quais se estendem os lados iguais; portanto, o dngulo sob ACB ¢é igual ao
sob CBD. E, como a reta BC, caindo sobre as duas retas AC, BD, fez os
ingulos alternos iguais entre si, portanto, a AC ¢ paralela a BD. Mas foi
provada também igual a ela.

Portanto, as retas que ligam as tanto iguais quanto paralelas, Nno mesmo

lado, também sio tanto iguais quanto paralelas; 0 que era preciso provar.

34.

Das dreas paralelogriamicas, tanto os lados quanto os dngulos opostos sdo
iguais entre si, e a diagonal corta-as em duas.

A B Sejam a area paralelogrﬁmica ACDB, e a dia-

gonal dela BC; digo que tanto os lados quanto

os ﬁngulos opostos do paralelogramo ACDB sio

C D iguals entre si, e a diagonal BC corta-o em dois.
Pots, como a AB ¢ paralela a CD, e areta BC
caiu sobre elas, os ﬁngulos sob ABC, BCD, alternos, sio iguais entre si. De
novo, como a AC ¢ paralelaa BD e a BC caiu sobre elas, os dngulos sob ACB,
CBD, alternos, s3o iguais entre si. Entdo, os ABC, BCD sio dois tridangu-
los, tendo os dois Angulos sob ABC, BCA iguais aos dois sob BCD, CBD,
cada um a cada um, e um lado igual a um lado, 0 BC comum deles, junto
a0s ﬁngulos 1guais; portanto, também terio os lados restantes iguais aos
restantes, cada um a cada um, e o Angulo restante igual ao Angulo restante;
portanto, por um lado, o lado AB ¢ igual ao CD, e, por outro lado, 0 AC
ao BD, e ainda o 4ngulo sob BAC ¢ igual ao sob CDB. E, como, por um
lado, o ﬁngulo sob ABC é igual a0 sob BCD, e, por outro lado, o sob CBD
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ao sob ACB, portanto, o sob ABD todo ¢ igual a0 sob ACD todo. Mas foi
provado também o sob BAC igual ao sob CDB.

Portanto, das 4reas paralelogrﬁmicas, tanto os lados quanto os ﬁngulos
Opostos sio iguais entre si.

Digo, entdo, que também a diagonal corta-a em duas. Pois, como a AB ¢
igual 3 CD, e a BC é comum, entdo, as duas AB, BC sio iguais as duas CD,
BC, cada uma a cada uma; e 0 Angulo sob ABC ¢ igual ao Angulo sob BCD.
Portanto, também a base AC é igual aDB. [Portanto,] também o triﬁngulo
ABC ¢ igual ao tridingulo BCD.

Portanto, a diagonal BC corta o paralelogramo ABCD em dois; o que

era preciso provar.

35.

Os pamlelogmmos que estao sobre a mesma base ¢ nas mesmas pamlelas
sdo iguais entre si.

Sejam os paralelogramos ABCD, EBCE sobre a

mesma base BC e nas mesmas paralelas AE, BC; digo

que o ABCD ¢ igual ao paralelogramo EBCE W

Pois, como o ABCD é um paralelogramo, a AD B C

é igual 3 BC. Pelas mesmas coisas, entio, também a
EF ¢ igual A BC: desse modo, também a AD é igual a EF; ea DE é comum;
portanto, a AE toda ¢ igual 3 DF toda. Mas também a AB ¢ igual 2 DC;
entio, as duas EA, AB sio iguais as duas FD, DC, cada uma a cada uma; e o
Angulo sob FDC é igual ao sob EAB, o exterior, ao interior; portanto, a base
EB ¢ igual i3base FC,eo0 triﬁngulo EAB sera igual ao triﬁngulo DEC; ﬁque
subtraido o DGE comum; portanto, o trapézio ABGD restante ¢ igual ao
trapézio EGCEF restante; ﬁque adicionado o triﬁngulo GBC comum; por-
tanto, o paralelogramo ABCD todo ¢ igual a0 paralelogramo EBCF todo.
Portanto, os paralelogramos que estdo sobre a mesma base e nas mesmas

paralelas sdo 1guais entre si; 0 que era preciso provar.
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36.

Os paralelogramos que estdo sobre bases iguais ¢ nas mesmas paralelas sao
iguais entre si.

Sejam os paralelogramos ABCD, EFGH,
que estdo sobre as bases iguais BC, FG e nas
m mesmas paralelas AH, BG; digo que o para-
lelogramo ABCD ¢ igual ao paralelogramo

B C F G EFGH.
Fiquem, pois, ligadas as BE, CH. E, como a BC ¢ igual 2 FG, mas a

FG ¢é igual 3 EH, portanto, também a BC ¢ igual 3 EH. Mas também sio
paralelas. E as EB, HC ligam-nas; mas as que ligam as tanto iguais quanto
paralelas, no mesmo lado, sdo tanto iguais quanto paralelas; [portanto,
também as EB, HC sio tanto iguais quanto paralelas]. Portanto, o EBCH
é um paralelogramo. E ¢ igual a0 ABCD; pois, tanto tem a mesma base BC
que ele quanto estd nas mesmas paralelas BC, AH com ele. Pelas mesmas
coisas, entdo, também o EFGH ¢ igual a0 mesmo EBCH; desse modo,
também o paralelogramo ABCD ¢ igual ao EFGH.

Portanto, os paralelogramos, que estdo sobre bases iguais e nas mesmas

paralelas, sd0 1guais entre si; O que era preciso provar.

37.

Os tridngulos que estdo sobre a mesma base ¢ nas mesmas paralelas sdo
iguais entre si.

A D Sejam os triﬁngulos ABC, DBC sobre

E F
a mesma base BC e nas mesmas paralelas
AD, BC; digo que o tridngulo ABC ¢é igual

B C ao triﬁngulo DBC.

Fique prolongada a AD em cada um dos lados até os E, E e, por um
lado, pelo B, ﬁque tragada a BE paralela a CA, e, por outro lado, pelo C,
fique tragada a CF paralela 3 BD. Portanto, cada um dos EBCA, DBCF ¢
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um paralelogramo; e sdo 1guais; pois, estio tanto sobre a mesma base BC
quanto nas mesmas paralelas BC, EF; e, por um lado, o tridngulo ABC ¢é
metade do paralelogramo EBCA; pois, a diagonal AB corta-o em dois; e,
por outro lado, o triﬁngulo DBC ¢ metade do paralelogramo DBCEF; pois,
a diagonal DC corta-o em dois [e as metades das coisas iguais sio iguais
entre si]‘ Portanto, o triﬁngulo ABC ¢ igual a0 triﬁngulo DBC.

Portanto, os tridngulos que estdo sobre a mesma base ¢ nas mesmas

paralelas sdo 1guais entre si; O que era preciso provar.

38.

Os tridngulos que estdo sobre bases iguais ¢ nas mesmas paralelas sao
iguais entre si.

Sejam os triﬁngulos ABC, DEF sobre as

bases iguais BC, EF e nas mesmas paralelas
BE, AD; digo que o tridngulo ABC ¢é igual ao M N
triﬁngulo DEE Fique, pois, prolongada a AD,

em cada um dos lados, até os G, H, e, por um

lado, pelo B, ﬁque tragada a BG paralela AaCA,e,
por outro lado, pelo E, fique tragada a FH paralela 3 DE. Portanto, cada um
dos GBCA, DEFH é um paralelogramo; eo GBCA ¢ igual ao DEFH; pors,
estio tanto sobre as bases iguats BC, EF quanto nas mesmas paralelas BE
GH; e, por um lado, o tridngulo ABC é metade do paralelogramo GBCA.
Pois, a diagonal AB corta-o em dois; e, por outro lado, o triﬁngulo FED
¢ metade do paralelogramo DEFH; pois, a diagonal DF corta-o em dois;
[mas as metades das coisas 1guais sao 1guals entre si]‘ Portanto, o triﬁngulo
ABC ¢ igual ao tridngulo DEE

Portanto, os triﬁngulos que estdo sobre bases iguais e nas mesmas para-

lelas sio iguals entre si; 0 que era preciso provar.
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39.

Os tridngulos iguais, que estdo sobre a mesma base, e no mesmo lado,
também estdao nas mesmas paralelas.

Sejam os triﬁngulos iguais ABC, DBC, que estao
sobre a mesma base BC, ¢ no mesmo lado; digo que
também estdo nas mesmas paralelas.

B C Fique, ports, ligada a AD; digo que a AD ¢ paralela
aBC.

Pois, se ndo, fique tragada, pelo ponto A, a AE paralela a reta BC, e fique
ligada a EC. Portanto, o triﬁngulo ABC ¢ igual a0 triﬁngulo EBC; pois,
estd tanto na mesma base BC que ele quanto nas mesmas paralelas. Mas o
ABC ¢ igual ao DBC; portanto, também o DBC é igual ao EBC, o maior, ao
menor; o que ¢ impossivel; portanto, a AE nio é paralela 3 BC. Do mesmo
modo, entdo, provaremos que nenhuma outra, exceto a AD; portanto, a
AD ¢ paralela a BC.

Portanto, os triﬁngulos iguats, que estdo sobre a mesma base, e no mesmo

lado, também estao nas mesmas paralelas; o que era preciso provar‘

40.

Os tridngulos iguais, que estdo sobre as bases iguais, e no mesmo lado,

também estdo nas mesmas pamlelas.

Sejam os triﬁngulos iguais ABC, CDE, sobre as bases
iguais BC, CE, e no mesmo lado; digo que também estio
nas mesmas paralelas.

Fique, pois, ligada a AD; digo que a AD ¢ paralela
a BE.

Pois, se nao, ﬁque tracada, pelo A, a AF paralela aBE, e ﬁque ligada aFE.

B C E

Portanto, o triingulo ABC ¢ igual ao tridingulo FCE; pois, estio tanto
sobre as bases iguais BC, CE quanto nas mesmas paralelas BE, AE Mas o
tridngulo ABC ¢ igual ao [tridngulo] DCE; portanto, também o [tridngu-
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10] DCE ¢ igual a0 triﬁngulo FCE, o maior, ao menor; o que ¢é impossfvel;

portanto, a AF ndo ¢é paralela 3 BE. Do mesmo modo, entio, provaremos

que nenhuma outra, exceto a AD:; portanto, a AD ¢ paralela a BE.
Portanto, os triﬁngulos iguais, que estao sobre as bases iguais, e no

mesmo lado, também estio nas mesmas paralelas; 0 que era preciso provar.

41.

Caso um paralelogramo tenba tanto a mesma base que um tridngulo
quanto esteja nas mesmas paralelas, o paralelogramo
¢ 0 dobro do triangulo.

Tenha, pois, o paralelogramo ABCD tanto a mes-

ma base BC que o triﬁngulo EBC quanto esteja nas A D E
mesmas paralelas BC, AE; digo que o paralelogramo
ABCD ¢ o dobro do tridngulo BEC.

Fique, pois, ligada a AC. Entio, o triﬁngulo ABC ¢ B C

igual ao tridngulo EBC; pois, estd tanto sobre a mesma

base BC que ele quanto nas mesmas paralelas BC, AE. Mas o paralelogramo

ABCD ¢ o dobro do trifingulo ABC; pois, a diagonal AC corta-o em dois;

desse modo, o paralelogramo ABCD também é o dobro do triﬁngulo EBC.
Portanto, caso um paralelogramo tenha tanto a mesma base que um

tridngulo quanto esteja nas mesmas paralelas, o paralelogramo ¢ o dobro

do tridngulo; o que era preciso provar.

42.

Construir um paralelogramo igual ao tridngulo dado,
no dngulo retilineo dado.

Sejam, por um lado, o triﬁngulo dado ABC, e, por outro lado, o ﬁngulo
retilineo dado Dj; ¢ preciso, entdo, construir no ingulo retilineo D, um

paralelogramo igual ao triﬁngulo ABC.
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\D/ Fique cortada a BC em duas no E, ¢ ﬁque
A F g ligada a AE, e fique construido, sobre a reta
M‘ EC ¢ no ponto E sobre ela, o sob CEF igual ao

5 : . ﬁngulo D,e, por um lado, pelo A ﬁque tragada

a AG paralela 3 EC, e, por outro lado, pelo C,
ﬁque tracada a CG paralela a EF; portanto, o FECG é um paralelogramo‘
E, como a BE ¢ igual 2 EC, também o tridngulo ABE ¢ igual ao tridingulo
AEC; pois, estio tanto sobre as bases iguais BE, EC quanto nas mesmas
paralelas BC, AG; portanto, o triingulo ABC é o dobro do tridingulo AEC.
Mas também o paralelogramo FECG ¢ o dobro do tridngulo AEC; pois,
tanto tem a mesma base que ele quanto estd nas mesmas paralelas com ele;
portanto, o paralelogramo FECG é igual ao tridngulo ABC. E tem o dngulo
sob CEF igual ao dado D.

Portanto, foi construido o paralelogramo FECG, no angulo sob CEF,

que ¢ igual ao D, igual a0 triﬁngulo ABC; o que era preciso fazer.

43.

Os complementos dos paralelogramos, a volta da diagonal de todo
pamlelogmmo, sdo iguais entre si.

A H D Sejam o paralelogramo ABCD, ¢ a diagonal AC dele,

E F e, por um lado, sejam os paralelogramos EH, FG a volta

da AC, e, por outro lado, os ditos complementos BK,

" KD; digo que o complemento BK ¢ igual ao comple-
B G C mento KD.

Pois, como o ABCD ¢ um paralelogramo, e a AC ¢ uma diagonal dele,

o triﬁngulo ABC ¢ igual ao triﬁngulo ACD. De novo, como o EH é um

paralelogramo, ¢ a AK é uma diagonal dele, o tridngulo AEK ¢ igual ao

triingulo AHK. Pelas mesmas coisas, entdo, também o tridngulo KFC ¢

igual a0 KGC. Como, de fato, por um lado, o triﬁngulo AEK ¢ igual a0

tridngulo AHK, e, por outro lado, o KFC, a0 KGC, o tridngulo AEK, com

o KGC, ¢ igual a0 trifmgulo AHK, com o KFC; mas também o triﬁngulo

ABC todo ¢ igual a0 ADC todo; portanto, o complemento BK restante ¢

igual ao complemento KD restante.
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Portanto, (ON) complementos C]OS paralelogramos, a VOlta dcl diagonal

de toda drea paralelogrimica, sdo iguais entre si; 0 que era preciso provar.

44.

Aplicar a reta dada, no dngulo retilineo dado, um paralelogramo igual ao
tridngulo dado.

Sejam, por um lado, a reta dada AB, e, por outro
lado, o triﬁngulo dado C, e 0 ﬁngulo retilineo dado D;
é preciso, entio, aplicar 3 reta dada AB, em um igual }
ao Angulo D, um paralelogramo igual ao tridngulo C.

Fique construido, no ﬁngulo sob EBG, que ¢ igual F K
ao D, o paralelogramo BEFG igual ao tridngulo C; e
fique posto de modo a estar a BE sobre uma reta com
a AB, e fique tragada através a FG até o H, e, pelo A, ”m M
fique tracada a AH paralela a qualquer uma das BG, EF, H A L
e ﬁque Iigada aHB. E, como a reta HF caiu sobre as pa-
ralelas AH, EF, portanto, os Angulos sob AHF, HFE sio iguais a dois retos.
Portanto, os sob BHG, GFE sio menores do que dois retos; mas as que
sdo prolongadas, ilimitadamente, a partir dos menores do que dois retos,
encontram-se; portanto, as HB, FE, sendo prolongadas, encontrar-se-ao.
Fiquem prolongadas e encontrem-se no K, e, pelo ponto K, ﬁque tracada
a KL paralela a qualquer uma das EA, FH, e fiquem prolongadas as HA,
GB até os pontos L, M. Portanto, o HLKF é um paralelogramo, ea HK ¢
uma diagonal dele, e, por um lado, os AG, ME sio paralelogramos a volta
da HK, e, por outro lado, os LB, BF sio os ditos complementos; portan-
to, o LB é igual ao BE Mas o BF ¢ igual ao tridngulo C; portanto, também
o LB ¢ igual a0 C. E, como o ingulo sob GBE ¢ igual ao sob ABM, mas
o sob GBE ¢ igual ao D, portanto, também o sob ABM & igual a0 ﬁngulo D.

Portanto, foi aplicado a reta dada AB, no Angulo sob ABM, que é igual ao

D, o paralelogramo LB igual a0 triﬁngulo dado C; o que era preciso fazer.
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45.

Construir, no dngulo retilineo dado, um paralelogramo igual a retilinea

dada.

Sejam, por um lado, a retilinea dada ABCD, e, por
D outro lado, o ﬁngulo retilineo dado E; é preciso, entio,
_@ C construir, no Angulo dado E, um paralelogramo igual
a retilinea ABCD.
B < Fique ligada a DB, e fique construido, no angulo
F G L sob HKEF, que ¢ igual ao E, o paralelogramo FH igual
a0 triﬁngulo ABD; e ﬁque aplicado a reta GH, no
ingulo sob GHM, que ¢ igual ao E, o paralelogramo
K HM GM igual a0 triﬁngulo DBC. E, como o ﬁngulo E
¢ igual a cada um dos sob HKE, GHM, portanto, também o sob HKF ¢é
igual ao sob GHM. Fique adicionado o sob KHG comum; portanto, os
sob FKH, KHG sio 1guais aos sob KHG, GHM. Mas os sob FKH, KHG
sdo iguais a dois retos; portanto, também os sob KHG, GHM sio iguais
a dois retos. Entio, as duas retas KH, HM, nio postas do mesmo lado,
fazem em relagio a alguma reta, a GH, e no mesmo ponto H sobre ela, os
ﬁngulos adjacentes iguais a dois retos; portanto, a KH esti sobre uma reta
com a HM; e, como a reta HG caiu sobre as paralelas KM, FG, os 4ngulos
sob MHG, HGE, alternos, sdo iguais entre si. Fique adicionado o sob HGL
comum; portanto, os sob MHG, HGL sio iguais aos sob HGE, HGL. Mas
os sob MHG, HGL sdo iguais a dois retos; portanto, também os sob HGE,
HGL sdo 1guats a dois retos; portanto, a FG esta sobre uma reta com a GL.
E, como a FK ¢ tanto igual quanto paralela 8 HG, mas também a HG, a
ML, portanto, também a KF é tanto igual quanto paralela A ML; e as retas
KM, FL ligam—nas; portanto, também as KM, FL sio tanto iguais quanto
paralelas; portanto, o KFLM ¢ um paralelogramo. E, como, por um lado,
o triﬁngulo ABD ¢ igual a0 paralelogramo FH, e, por outro lado, 0 DBC, ao
GM, portanto, a retilinea ABCD toda é igual ao paralelogramo KFLM todo.
Portanto, foi construido, no ﬁngulo sob FKM, que é igual aodado E, o

paralelogramo KFLM igual a retilinea dada ABCD; o que era preciso fazer.
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46.

Descrever um quadrado sobre a reta dada.

Seja a reta dada AB:; ¢ preciso, entdo, descrever um
quadrado sobre a reta AB.
Fique tragada a AC em Angulos retos com a reta AB, a

partir do ponto A sobre ela, e fique posta a AD igual 2 AB; D E

e, por um lado, pelo ponto D, ﬁque tragadaa DE paralela
a AB, e, por outro lado, pelo ponto B, fique tragada a BE

paralela 3 AD. Portanto, o ADEB é um paralelogramo;

portanto, por um lado, a AB ¢ igual a DE, e, por outro A B

lado, a AD, a BE. Mas a AB ¢ igual & AD; portanto, as quatro BA, AD,
DE, EB sao 1guais entre si; portanto, o Paralelogramo ADEB ¢ equilétero‘
Digo, entdo, que também é retangular. Pois, como a reta AD caiu sobre as
paralelas AB, DE, portanto, os ﬁngulos sob BAD, ADE sio iguais a dois
retos. Mas o sob BAD ¢ reto; portanto, também o sob ADE ¢ reto. Mas,
das dreas paralelogrimicas, tanto os lados quanto os Angulos opostos sio
iguais entre si; portanto, cada um dos ﬁngulos sob ABE, BED, opostos,
¢ reto; portanto, o ADEB ¢ retangular. E foi provado também equildtero.

Portanto, é um quadrado; e descrito sobre a reta AB; o que era preciso

fazer.

47.

Nos tridngulos retdngulos, o quadrado sobre o lado que se estende sob o
angulo reto ¢ igual aos quadrados sobre os lados que contém o dngulo reto.

Seja o tridingulo retAingulo ABC, tendo o Angulo sob BAC reto; digo que
o quadrado sobre a BC ¢ igual aos quadrados sobre as BA, AC.

Fiquem, pois, descritos, por um lado, o quadrado BDEC sobre a BC, e,
por outro lado, os GB, HC sobre as BA, AC, ¢, pelo A, fique tragada a AL
paralela a qualquer uma das BD, CE; e ﬁquem ligadas as AD, FC. E, como
cada um dos Angulos sob BAC, BAG ¢ reto, entdo, as duas retas AC, AG,
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H nio postas no mesmo lado, fazem relati-
vamente a alguma reta, a BA, ¢ no ponto

K A sobreela, os ﬁngulos adjacentes iguais a

A dois retos; portanto, a CA estd sobre uma

F reta com a AG. Pelas mesmas coisas, entio,

B C também a BA estd sobre uma reta com a
AH. E, como o Angulo sob DBC ¢ igual
ao sob FBA; pois, cada um ¢ reto; ﬁque
adicionado o sob ABC comum; portanto,
o sob DBA todo ¢ igual ao sob FBC todo.
E como, por um lado,a DB ¢ igual aBC, e,
por outro lado, a FB, 2 BA, entdo, as duas DB, BA sio iguais as duas FB, BC,

DL E

cada uma a cadauma; e o ﬁngulo sob DBA ¢ igual a0 ﬁngulo sob FBC: por-
tanto, a base AD [¢] igual a base FC, e o tridngulo ABD é igual ao tridngulo
FBC; e, por um lado, o paralelogramo BL [¢] o dobro do triﬁngulo ABD;
pois, tanto tém a mesma base BD quanto estao nas mesmas paralelas BD,
AL; e, por outro lado, o quadrado GB ¢ o dobro do tridingulo FBC; pois,
de novo, tanto tém a mesma base FB quanto estdo nas mesmas paralelas
FB, GC. [Mas os dobros das coisas iguais sdo iguals entre si; | portanto,
também o paralelogramo BL ¢ igual ao quadrado GB. Do mesmo modo,
entdo, sendo ligadas as AE, BK, serd provado também o paralelogramo
CL igual ao quadrado HC; portanto, o quadrado BDEC todo ¢ igual aos
quadrados GB, HC. E, por um lado, o quadrado BDEC foi descrito sobre
aBC, e, por outro lado, os GB, HC, sobre as BA, AC. Portanto, o quadrado
sobre o lado BC ¢ igual a0s quadrados sobre os lados BA, AC.

Portanto, nos tridngulos retingulos, o quadrado sobre o lado que se
estende sob o Angulo reto é igual aos quadrados sobre os lados que contém

o [an LIIO reto; o que era reciso provar.
g q P P
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48.

Caso o quadrado sobre um dos lados de um tridngulo seja igual aos
quadrados sobre os dois lados restantes do tridngulo, o dngulo contido pelos
dois lados restantes do triﬁngulo ¢ reto.

Seja, pois, o quadrado sobre um lado, o BC, do triﬁngulo C
ABC igual aos quadrados sobre os lados BA, AC; digo que
o Angulo sob BAC é reto.

Fique, pois, tragada, a partir do ponto A, a AD em 4n-
gulos retos com a reta AC, e ﬁque posta a AD igual a BA,
e ﬁque ligada a DC. Como a DA ¢ igual 3 AB, também o D B
quadrado sobre a DA ¢ igual ao quadrado sobre a AB. Fique
adicionado o quadrado sobre a AC comum; portanto, os quadrados sobre
as DA, AC sio iguais aos quadrados sobre as BA, AC. Mas, por um lado, o
sobre a DC é igual aos sobre as DA, AC; pois, o ﬁngulo sob DAC é reto; e,
por outro lado, o sobre a BC ¢ igual aos sobre as BA, AC; pois, foi suposto;
portanto, o quadrado sobre a DC ¢ igual ao quadrado sobre a BC; desse
modo, também o lado DC é igual ao BC; e, comoa DA é igual AAB,ea AC
é comum, entio, as duas DA, AC sio iguais as duas BA, AC; e a base DC ¢
igual 3 base BC; portanto, o ﬁngulo sob DAC [é] igual ao ﬁngulo sob BAC.
Mas o sob DAC é reto; portanto, também o sob BAC ¢ reto.

Portanto, caso o quadrado sobre um dos lados de um tridngulo seja igual
aos quadrados sobre os dois lados restantes do tridngulo, o dngulo contido

pelos dois lados restantes do triﬁngulo é reto; o que era preciso provar.
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Defini¢oes

1. Todo paralelogramo retangular ¢ dito ser contido pelas duas retas que
contém o ﬁngulo reto.

2. E, de toda drea paralelogrimica, um dos paralelogramos, qualquer que
seja, a volta da diagonal dela, com os dois complementos, seja chamado

um gndmon.

Caso existam duas retas, e wma delas seja cortada em segmentos, quantos
quer que sejam, o retdngulo contido pelas duas retas ¢ igual aos retdngulos
contidos tanto pela ndo cortada quanto por cada um dos segmentos.

A Sejam as duas retas A, BC, e ﬁque cortada a BC, ao
B DEC acaso, nos pontos D, E; digo que o retdngulo contido
pelas A, BC ¢ igual ao retdngulo contido pelas A, BD, e

G T o pelas A, DE, e ainda o pelas A, EC.

Fique, pois, tragada, a partir do B, a BF em angulos
F retos com a BC, e ﬁque posta a BG igual aA, e, por um
lado, pelo G, fique tragada a GH paralela 3 BC, ¢, por outro lado, pelos D,
E, C, ﬁquem tracadas as DK, EL, CH paralelas a BG.

Entio, o BH ¢ igual aos BK, DL, EH. E, por um lado, o BH é o pelas

A, BC; pois, por um lado, ¢ contido pelas GB, BC, ¢, por outro lado, a BG
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é igual a A; e, por outro lado, 0 BK é o pelas A, BD; pois, por um lado, é
contido pelas GB, BD, e, por outro lado, a BG é igual 2 A; e 0 DL é o pelas
A, DE; pots, a DK, 1sto ¢, a BG ¢ igual A A. E, ainda, do mesmo modo,
oEH éo pelas A, EC; portanto, o pelas A, BC¢ igual a0 pelas A,BD,eo
pelas A, DE, e ainda o pelas A, EC.

Portanto, caso existam duas retas, e uma delas seja cortada em segmen-
tos, quantos quer que sejam, o retingulo contido pelas duas retas ¢ igual
aos retingulos contidos tanto pela nio cortada quanto por cada um dos

segmentos; (@] que era preciso pI‘OVQI‘.

2.

Caso uma linba reta seja cortada, ao acaso, o retdngulo contido pela reta
toda ¢ cada um dos segmentos ¢ igual ao quadrado sobre a reta toda.

Fique, pois, cortada a reta AB, ao acaso, no ponto C; AC B
digo que o retAngulo contido pelas AB, BC, com o retin-
gulo contido por BA, AC, ¢ igual a0 quadrado sobre a AB.

Fique, pois, descrito, sobre a AB, o quadrado ADERB,
e ﬁque tracada, pelo C,aCF paralela a qualquer uma das DF E

AD, BE.

Entio, o AE é igual aos AE, CE. E, por um lado, 0 AE é o quadrado sobre
a AB, e, por outro lado, o AF é o retﬁngulo contido pelas BA, AC; pois,
por um lado, é contido pelas DA, AC, e, por outro lado, a AD é igual a AB;
enquanto o CE ¢ o pelas AB, BC; pois, a BE ¢ igual a AB. Portanto, o pelas
BA, AC, com o pelas AB, BC, ¢ igual ao quadrado sobre a AB.

Portanto, caso uma linha reta seja cortada, ao acaso, o retﬁngulo contido
pela reta toda e cada um dos segmentos ¢ igual a0 quadrado sobre a reta

toda; o que era PI‘CCiSO PFOVEIY.
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Caso uma linba reta seja cortada, ao acaso, o retangulo contido pela reta
toda ¢ por um dos segmentos ¢ igual a ambos, o retdngulo contido pelos
segmentos ¢ o quadrado sobre o predito segmento.

Fique, Pois, cortada a reta AB, ao acaso, no C; digo que o

A C B

retingulo contido pelas AB, BC é igual ao retdngulo contido
pelas AC, CB, com o quadrado sobre a BC.
F D E Fique, pois, descrito, sobre a CB, o quadrado CDEB, e

ﬁque tragada através a ED até o E ¢, pelo A, ﬁque tragada a
AF paralela a qualquer uma das CD, BE. Entio, 0 AE é igual aos AD, CE; e,
por um lado, o AE ¢ o retAngulo contido pelas AB, BC; pois, por um lado,
¢é contido pelas AB, BE, e, por outro lado, a BE é igual a BC; e, por outro
lado, 0 AD ¢ o pelas AC, CB; pois, a DC ¢ igual 3 CB; enquanto o DB é o
quadrado sobre a CB; portanto, o retﬁngulo contido pelas AB, BC ¢ igual
a0 retﬁngulo contido pelas AC, CB, com o quadrado sobre a BC.
Portanto, caso uma reta seja cortada, ao acaso, o retAngulo contido pela
reta toda e por um dos segmentos é igual a ambos, o retingulo contido pelos

segmentos eo quadrado sobre (¢] predlto segmento; (6] que era PFQCISO pI‘OVElI‘.

4.

Caso uma linba reta seja cortada, ao acaso, o quadrado sobre a reta toda
¢ igual aos quadrados sobre os segmentos e também duas vezes o retdngulo
contido pelos segmentos.

A ¢CB Fique, pois, cortada a linha reta AB, ao acaso, no C; digo
H G K' que o quadrado sobre a AB ¢ igual aos quadrados sobre as
AC, CB e também duas vezes o retingulo contido pelas
AC, CB.
D F E

Fique, pois, descrito, sobre a AB, o quadrado ADEB,
e ﬁque ligada a BD, e, por um lado, pelo C, ﬁque tracada a CF paralela a
qualquer uma das AD, EB, e, por outro lado, pelo G, fique tragada a HK
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paralela a qualquer uma das AB, DE. E, como a CF ¢ paralela aAD,eaBD
caiu sobre elas, o Angulo sob CGB, exterior, é igual ao sob ADB, interior
e oposto. Mas o sob ADB é igual a0 sob ABD, porque também o lado BA
é igual ao AD; portanto, também o ﬁngulo sob CGB ¢ igual ao sob GBC;
de modo que também o lado BC ¢ igual ao lado CG; mas, por um lado, a
CB ¢ igual a GK, e, por outro lado, a CG, a KB; portanto, também a GK
¢ igual 3 KB; portanto, o CGKB ¢ equildtero. Digo, entido, que também ¢é
retangulan Pois, como a CG é paralela a BK [e a reta CB caiu sobre elas],
portanto, os ﬁngulos sob KBC, GCB sio iguais a dois retos. Mas o sob
KBC ¢ reto; portanto, também o sob BCG ¢ reto; desse modo, também os
sob CGK, GKB, Opostos, sd0 retos. Portanto, o CGKB é retangular; mas
fot provado também equilétero; portanto, é um quadrado; e é sobre a CB.
Pelas mesmas coisas, entio, também o HF é um quadrado; e é sobre a HG,
isto é, [sobre] a AC; portanto, os quadrados HE KC sio sobre as AC, CB.
E, como o AG é igual a0 GE, e 0 AG é o pelas AC, CB; pois, a GC ¢ igual
a CB; portanto, também o GE ¢ igual a0 pelas AC, CB; portanto, os AQG,
GE sio iguais a duas vezes o pelas AC, CB. Mas também os quadrados HF,
CK sio sobre as AC, CB: portanto, os quatro HE, CK, AG, GE sao 1guais
aos quadrados sobre as AC, CB e também duas vezes o retingulo contido
pelas AC, CB. Mas os HE, CK, AG, GE ¢ o ADEB todo, que é o quadrado
sobre a AB; portanto, o quadrado sobre a AB ¢ igual aos quadrados sobre
as AC, CB e também duas vezes o retAngulo contido pelas AC, CB.
Portanto, caso uma linha reta seja cortada, ao acaso, o quadrado sobre a
reta toda é igual aos quadrados sobre os segmentos e também duas vezes o

retﬁngulo COHtidO PGIOS Segmentos; O que era PI‘€CiSO provar.

[CorOLARIO

Disso, é evidente que, nas dreas quadradas, os paralelogramos a volta da

diagonal sio quadrados.]
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Caso uma linha reta seja cortada em iguais e desiguais, 0 retﬁngulo
contido pelos segmentos desiguais da reta toda, com o quadrado sobre a
entre as se¢oes, ¢ igual ao quadrado sobre a metade.

A CD B Fique, pois, cortada alguma reta, a AB,

por um lado, em iguais no C, e, por ou-

N tro lado, em desiguais no D; digo que o

ﬁ M retingulo contido pelas AD, DB, com o

K L — Q quadrado sobre a CD, é igual ao quadrado
E G F sobre a CB.

Fique, pois, descrito, sobre a CB, o quadrado CEFB, e fique ligada a BE,
e, por um lado, pelo D, ﬁque tracada a DG paralela a qualquer uma das
CE, BE e, por outro lado, de novo, pelo H, fique tragada a KM paralela a
qualquer uma das AB, EE e, de novo, pelo A, ﬁque tracada a AK paralela
a qualquer uma das CL, BM. E, como o complemento CH ¢ igual a0 com-
plemento HE ﬁque adicionado o DM comum; portanto, o CM todo ¢
igual a0 DF todo. Mas o CM é igual ao AL, porque também a AC é igual a
CB; portanto, também o AL ¢ igual ao DE Fique adicionado o CH comum;
portanto, o AH todo é igual ao gndmon PNQ. Maso AH ¢ o pelas AD, DB;
pois, a DH ¢ igual 2 DB; portanto, o gnémon PNQ ¢é igual ao pelas AD,
DB. Fique adicionado o LG comum, que é igual ao sobre a CD; portanto,
o gnémon PNQ, e o LG sdo 1guais ao retﬁngulo contido pelas AD, DB
eo quadrado sobre a CD. Mas o gnémon PNQ ¢ o LG, como um todo,
s30 0 quadrado CEFB, que é o sobre a CB; portanto, o retﬁngulo contido
pelas AD, DB, com o quadrado sobre a CD, ¢ igual ao quadrado sobre a CB.

Portanto, caso uma linha reta seja cortada em iguais e desiguais, o re-
tingulo contido pelos segmentos desiguais da reta toda, com o quadrado
sobre a entre as segdes, ¢ igual ao quadrado sobre a metade; o que era

preciso provar.
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Caso uma linba reta seja cortada em duas, e seja adicionada a ela alguma
reta sobre uma reta, o retdngulo contido pela reta toda junto com a
adicionada ¢ pela adicionada, com o guadmdo sobre a metade, ¢ 1'gual ao
quadrado sobre a composta tanto da metade quanto da adicionada.

Fique, pois, cortada alguma reta, a AB, A C B D
em duas no ponto C, e ﬁque adicionada a H .Q
ela alguma reta, a BD, sobre uma reta; digo K L N, M
que o retAngulo contido pelas AD, DB, com 0
o quadrado sobre a CB, ¢ igual a0 quadrado

sobre a CD.

Fique, pois, descrito sobre a CD o quadrado CEFD, e ﬁque ligada aDE,
e, por um lado, pelo ponto B, fique tragada a BG paralela a qualquer uma
das EC, DF e, por outro lado, pelo ponto H, ﬁque tracada a KM paralela
a qualquer uma das AB, EF e ainda, pelo A, ﬁque tracada a AK paralela a
qualquer uma das CL, DM.

Como, de fato, a AC ¢é igual 3 CB, também o AL ¢ igual ao CH. Mas o
CH ¢igual ao HE Portanto, também o AL ¢ igual ao HE Fique adicionado
o CM comum; portanto, o AM todo é igual ao gnémon NQO. Mas o AM
¢ o pelas AD, DB; pois, a DM ¢ igual 3 DB; portanto, também o gnémon
NQO ¢ igual ao [retdngulo contido] pelas AD, DB. Fique adicionado o
LG comum, que ¢ o quadrado sobre a BC; portanto, o retﬁngulo contido
pelas AD, DB, com o quadrado sobre a CB, ¢ igual a0 gndmon NQO e
o LG. Mas o gnémon NQO e o0 LG, como um todo, sio o quadrado CEFD,
que ¢ o sobre a CD; portanto, o retingulo contido pelas AD, DB, com o
quadrado sobre a CB, ¢ igual ao quadrado sobre a CD.

Portanto, caso uma linha reta seja cortada em duas, e seja adicionadaaela
alguma reta sobre uma reta, o retAngulo contido pela reta toda junto com
a adicionada e pela adicionada, com o quadrado sobre a metade, é igual a0
quadrado sobre a composta tanto da metade quanto da adicionada; o que

era preciso provar.
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7.

Caso uma linba reta seja cortada, ao acaso, os quadrados ambos juntos,
o sobre a reta toda ¢ o sobre um dos segmentos, sdo iguais a duas vezes o
retangulo contido pela reta toda e pelo dito segmento e também o quadrado
sobre o segmento restante.

Fique, pois, cortada alguma reta, a AB, ao acaso,

A C B no ponto C; digo que os quadrados sobre as AB, BC

sdo iguais a duas vezes o retAngulo contido pelas AB,

| CD e também o quadrado sobre a CA.
M Fique, pois, descrito, sobre a AB, o quadrado
ADEB; e fique descrita completamente a figura.

D N E Como, de fato, 0 AG é igual ao GE, ﬁque adiciona-
do o CF comum; portanto, o AF todo é igual ao CE
todo; portanto, os AF, CE sio o dobro do AE Mas os AF, CE sio o gndémon
KLM e o quadrado CF; portanto, o gndmon KLM e o CF sio o dobro do
AFE. Mas também duas vezes o pelas AB, BC ¢ o dobro do AF; pois, a BF ¢
igual a BC; portanto, o gnémon KLM e o quadrado CF sdo iguais a duas
vezes o pelas AB, BC. Fique adicionado 0 DG comum, que ¢ o quadrado
sobre a AC; portanto, o gndmon KLM e os quadrados BG, GD sdo iguats
a duas vezes o retdngulo contido pelas AB, BC e também o quadrado sobre a
AC. Mas o gndmon KLM e os quadrados BG, GD, como um todo, sio o
ADEB e o CF que sio os quadrados sobre as AB, BC; portanto, os quadra—
dos sobre as AB, BC sdo iguais a duas vezes o retAngulo contido pelas AB,
BC com o quadrado sobre a AC.
Portanto, caso uma linha reta seja cortada, ao acaso, os quadrados am-
bos juntos, o sobre a inteira e o sobre um dos segmentos sdo iguais a duas
vezes o retingulo contido pela reta toda e pelo dito segmento e também o

quadrado sobre o segmento restante; o que era preciso provar.
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Caso uma linha reta seja cortada, ao acaso, quatro vezes o retdngulo
contido pela toda ¢ por um dos segmentos, com o quadrado sobre o segmento
restante, ¢ igual ao quadmdo descrito sobre a reta e também o dito
segmento, como sobre uma vinica.

Fique, pois, cortada alguma reta, a AB, ao acaso,

A CBD
no ponto C; digo que quatro vezes o retﬁngulo g
contido pelas AB, BC, com o quadrado sobre a AC, M K- N
¢ igual ao quadrado descrito sobre a AB, BC, como Q s P R 0
sobre uma tnica. vt
Fique, pois, prolongada a [reta] BD sobre uma : ——

reta [com a AB], e ﬁque posta a BD igual 3 CB, e
fique descrito, sobre a AD, o quadrado AEFD, e fique descrita completa-
mente a figura, em dobro.

Como, de fato, a CB é igual a BD, mas, por um lado, a CB ¢ igual a GK,
e, por outro lado, a BD, a KN, portanto, também a GK ¢ igual 3 KN. Pelas
mesmas coisas, entio, também a PR ¢é igual aRO. E, comoaBC¢ igual a
BD, e a GK, a KN, portanto, também, por um lado, o CK ¢ igual ao KD, e,
por outro lado, 0 GR, a0 RN. Mas o0 CK ¢ igual ao RN; pois, complementos
do paralelogramo CO; portanto, também o KD ¢ igual a0 GR; portanto,
os quatro DK, CK, GR, RN sio iguais entre si. Portanto, os quatro sao o
quédruplo do CK. De novo, como a CB é igual a BD, mas, por um lado,
a BD ¢ igual a BK, isto é,a CG, e, por outro lado, a CB ¢ igual 3 GK, isto
¢, a GP, portanto, a CG ¢ igual a GP E como, por um lado, a CG ¢ igual a
GP e, por outro lado, a PR, 2 RO, também, por um lado, o AG ¢ igual ao
MP e, por outro lado, o PL, ao RE Mas o MP ¢ igual ao PL; pois, com-
plementos do paralelogramo ML; portanto, também o AG ¢ igual ao RF;
portanto, os quatro AG, MP, PL, RF sio iguais entre st; portanto, os quatro
sdo o quédruplo do AG. Mas os quatro CK, KD, GR, RN também foram
provados o quédruplo do CK; portanto, os oito, que contém o gndémon
STY, sio o quédruplo do AK. E, como 0 AK é o pelas AB, BD; pois, a BK
¢ igual 3 BD; portanto, quatro vezes o pelas AB, BD ¢ o quidruplo do AK.
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Mas o gnémon STY também foi provado o quédruplo do AK; portanto,
quatro vezes o pelas AB, BD ¢é igual a0 gnémon STY. Fique adicionado o
QH comum, que ¢ igual ao quadrado sobre a AC; portanto, quatro vezes
o retﬁngulo contido pelas AB, BD, com o quadrado sobre a AC, ¢é igual a0
gnémon STY e o QH. Mas o gnémon STY e o QH, como um todo, sio
iguais ao quadrado AEFD, que é sobre a AD; portanto, quatro vezes o pelas
AB, BD, com o sobre a AC, ¢ igual a0 quadrado sobre a AD; mas a BD ¢
igual a BC, portanto, quatro vezes o retﬁngulo contido pelas AB, BC, com
o quadrado sobre a AC, ¢ igual a0 sobre a AD, isto ¢, ao quadrado descrito
sobre a AB e BC, como sobre uma Gnica.

Portanto, caso uma linha reta seja cortada, ao acaso, quatro vezes o re-
tingulo contido pela toda e por um dos segmentos, com o quadrado sobre
o segmento restante, ¢ igual ao quadrado descrito sobre a toda e também

o dito segmento, COmo sobre uma tnica; o que era preciso provar.

9.

Caso uma linba reta seja cortada em iguais e desiguais, 0s quadmdos
sobre os segmentos desiguais da toda sdo o dobro tanto do quadrado sobre a
metade quanto do sobre a entre as segdes.

E Fique, pots, cortada alguma reta, a AB, por um lado, em

F iguats no C, e, por outro lado, em desiguais no D; digo que

é \., 0squadrados sobreas AD, DB sio o dobro dos quadrados
A C D B sobreas AC, CD.

Fique, pois, tracada, a partir do C, a CE em ﬁngulos retos com a AB,

e ﬁque posta igual a cada uma das AC, CB, e ﬁquem Iigadas as EA, EB, e,

por um lado, pelo D, fique tragada a DF paralela a EC, e, por outro

lado, pelo F a FG, 2 AB, e fique ligada a AE E, como a AC ¢ igual a CE,

também o ﬁngulo sob EAC é igual ao sob AEC. E, como o junto ao C ¢

reto, portanto, os sob EAC, AEC restantes sio iguals a um reto; e sao iguais;

portanto, cada um dos sob CEA, CAE é metade de um reto. Pelas mesmas

coisas, entdo, também cada um dos sob CEB, EBC é metade de um reto:

portanto, o sob AEB todo é reto. E, como o sob GEF é metade de um
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reto, mas o sob EGF é reto; pois, é igual ao sob ECB, interior e oposto;
portanto, o sob EFG restante é metade de um reto; portanto, o ﬁngulo
sob GEF [é] igual a0 sob EFG; desse modo, também o lado EG é igual
ao GE De novo, como o ﬁngulo junto ao B ¢ metade de um reto, e o sob
FDB € reto; pois, de novo, é igual ao sob ECB, interior e oposto; portan-
to, o sob BFD restante é metade de um reto; portanto, o ﬁngulo junto ao
B ¢ igual a0 sob DFB; desse modo, também o lado FD ¢ igual ao DB.
E, como a AC ¢ igual 3 CE, também o sobre a AC ¢ igual ao sobre a CE;
portanto, os quadrados sobre as AC, CE sio o dobro do sobre AC. Mas o
quadrado sobre a EA & igual aos sobre as AC, CE; pois, o Angulo sob ACE
é reto; portanto, o sobre a EA é o dobro do sobre a AC. De novo, como a
EG ¢ igual 3 GF, também o sobre a EG ¢ igual ao sobre a GF; portanto,
os quadrados sobre as EG, GF sio o dobro do quadrado sobre a GE Mas
o quadrado sobre a EF ¢ igual aos quadrados sobre as EG, GF; portanto, o
quadrado sobre a EF é o dobro do sobre a GE Mas a GF ¢ igual a CD; por-
tanto, o sobre a EF é o dobro do sobre a CD. Mas também o sobrea EA é o
dobro do sobre a AC; portanto, os quadrados sobre as AE, EF sio o dobro
dos quadrados sobre as AC, CD. Mas o quadrado sobre a AF ¢ igual a0s
sobre as AE, EF; pois, o Angulo sob AEF é reto; portanto, o quadrado sobre
a AF é o dobro dos sobre as AC, CD. Mas os sobre as AD, DF s3o iguais
ao sobre a AF; pois, o ﬁngulo junto ao D ¢ reto; portanto, os sobre as AD,
DF sio o dobro dos quadrados sobre as AC, CD. Mas a DF ¢ igual 2 DB;
portanto, os quadrados sobre as AD, DB sio o dobro dos quadrados sobre
as AC, CD.

Portanto, caso uma linha reta seja cortada em iguais e desiguais, 0s qua-
drados sobre os segmentos desiguais da toda sio o dobro tanto do quadrado

sobre a metade quanto C],O sobre a entre as Segées; o que era preciso provar‘
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10.

Caso uma linba reta seja cortada em duas, e seja adicionada a ela alguma
reta sobre wma reta, os quadrados ambos juntos, o sobre a toda com a
adicionada ¢ o sobre a adicionada, sdo o dobro tanto do sobre a metade

quanto do quadrado descrito sobre a composta tanto da metade quanto da

adicionada, como sobre uma dinica.

E F Fique, pois, cortada alguma reta, a AB, em duas no

C, e fique adicionada a ela alguma reta, a BD, sobre

A C 8 D uma reta; digo que os quadrados sobre as AD, DB sio
G o dobro dos quadrados sobre as AC, CD.

Fique, pois, descrita, a partir do ponto C,aCEem ﬁngulos retos com a
AB, e ﬁque posta igual a cada uma das AC, CB, e ﬁquem ligadas as EA, EB;
e, por um lado, pelo E, fique tragada a EF paralela 3 AD, e, por outro lado,
pelo D, ﬁque tracada a FD paralela a CE. E, como alguma reta, a EF caiu
sobre as retas paralelas EC, FD, portanto, os sob CEE EFD sio iguais a
dois retos; portanto, os sob FEB, EFD sio menores do que dois retos; mas
as que sdo prolongadas a partir de menores do que dois retos encontram-se;
portanto, as EB, FD, sendo prolongadas do lado de B, D, encontrar-se-io.
Fiquem prolongadas e encontrem-se no G, e ﬁque Iigada aAG. E, como a
AC éigual a CE, também o Angulo sob EAC é igual a0 sob AEC; e, o junto
ao C é reto; portanto, cada um dos sob EAC, AEC [¢] metade de um reto.
Pelas mesmas coisas, entdo, cada um dos sob CEB, EBC é metade de um
reto; portanto, o sob AEB ¢ reto. E, como o sob EBC ¢ metade de um reto,
portanto, também o sob DBG ¢é metade de um reto. Mas também o sob
BDG é reto; pois, é igual a0 sob DCE; pois, alternos; portanto, o sob DGB
restante é metade de um reto; portanto, o sob DGB ¢ igual ao sob DBG:
desse modo, também o lado BD ¢ igual ao lado GD. De novo, como o sob
EGF é metade de um reto, mas o junto ao F ¢ reto; pois, é igual a0 oposto, o
junto ao C; portanto, o sob FEG restante é metade de um reto; portanto,
o Angulo sob EGF ¢ igual ao sob FEG; desse modo, também o lado GF
¢ igual ao lado EE E, como [a EC ¢ igual a CA], [também] o quadrado
sobre a EC ¢ igual ao quadrado sobre a CA; portanto, os quadrados sobre
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as EC, CA sio o dobro do quadrado sobre a CA. Mas o sobre a EA ¢é igual
aos sobre as EC, CA; portanto, o quadrado sobre a EA é o dobro do qua-
drado sobre a AC. De novo, como a FG ¢ igual 3 EE também o sobre a FG
é igual ao sobre a FE; portanto, os sobre as GE FE sio o dobro do sobre a
EF. Mas o sobre a EG ¢ igual aos sobre as GE, FE; portanto, o sobrea EG ¢
o dobro do sobre a EF. Mas a EF ¢é igual a CD; portanto, o quadrado sobre
a EG ¢ o dobro do sobre a CD. Mas também o sobre a EA foi provado o
dobro do sobre a AC; portanto, os quadrados sobre as AE, EG sio o dobro
dos quadrados sobre as AC, CD. Mas o quadrado sobre a AG ¢ igual aos
quadrados sobre as AE, EG; portanto, o sobre a AG é o dobro dos sobre as
AC, CD. Mas os sobre as AD, DG sio iguais ao sobre a AG: portanto, os
[quadrados] sobre as AD, DG sio o dobro dos [quadrados] sobre as AC,
CD. Mas a DG ¢ igual a DB; portanto, os [quadrados] sobre as AD, DB
530 o dobro dos quadrados sobre as AC, CD.

Portanto, caso uma linha reta seja cortada em duas, e seja adicionadaaela
alguma reta sobre uma reta, os quadrados ambos juntos, o sobre a toda com
a adicionada e o sobre a adicionada, sio o dobro tanto do sobre a metade
quanto do quadrado descrito sobre a composta tanto da metade quanto da

adicionada, como sobre uma tnica; o que era preciso provar.

I1.

Cortar a reta dada, de modo a o retﬁngulo contido pela inteira e por um
dos segmentos ser igual ao quadrado sobre o segmento restante.

Seja a reta dada AB; € preciso, entdo, cortar a AB de modo

a0 retﬁngulo COHtidO pela toda € um dOS segmentos ser igual F G

ao quadrado sobre o segmento restante. A H B
Fique, pois, descrito, sobre a AB, o quadrado ABDC, e E L
ﬁque cortada a AC em duas no ponto E, e ﬁque ligada a BE,

e fique tragada através a CA até o E e fique posta a EF igual C KD

aBE, e ﬁque descrito, sobre a AF, o quadrado FH, e ﬁque tracada através a
GH até o K; digo que a AB foi cortada no H, de modo a fazer o retingulo
contido pelas AB, BH igual ao quadrado sobre a AH.
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Pois, como a reta AC foi cortada em duas no E, e a FA foi adicionada a
ela, portanto, o retdngulo contido pelas CE FA, com o quadrado sobre
a AE, ¢ igual a0 quadrado sobre a EF. Mas a EF é igual a EB; portanto, o
pelas CE FA, com o sobre a AE, ¢ igual a0 sobre EB. Mas os sobre as BA, AE
sdo 1guats ao sobre EB; pois, o ﬁngulo junto ao A ¢ reto; portanto, o pelas
CFE, FA, com o sobre a AE, é igual aos sobre as BA, AE. Fique subtraido o
sobre a AE comum: portanto, o retﬁngulo contido pelas CE FA restante é
igual ao quadrado sobre a AB. E, por um lado, o pelas CE FA ¢ o FK; pors,
a AF éigual 2 FG; e, por outro lado, o sobre a AB é o AD; portanto, o FK
¢ igual ao AD. Fique subtraido o AK comum; portanto, o FH restante ¢
igual ao HD. E, por um lado, o HD é o pelas AB, BH; pois, aAB ¢ igual a
BD; e, por outro lado, o FH é o sobre a AH; portanto, o retAngulo contido
pelas AB, BH ¢ igual a0 quadrado sobre HA.

Portanto, a reta dada AB foi cortada no H, de modo a fazer o retingulo

contido pelas AB, BH igual ao quadrado sobre a HA; o que era preciso fazer.

12.

Nos tridngulos obtusingulos, o quadrado sobre o lado que se estende
sob o dngulo obtuso ¢ maior do que os quadrados sobre os lados que
contém o dngulo obtuso por duas vezes o contido por um dos a volta do
dngulo obtuso, sobre o qual cai a perpendicular, e também pela cortada
exteriormente pela perpendicular relativamente ao dngulo obtuso.

B Seja o tridngulo obtusingulo ABC, tendo o sob BAC ob-

tuso, e fique tragada, a partir do ponto B, a perpendicular BD
\ a CA, que foi prolongada. Digo que o quadrado sobre a BC

¢ maior do que os quadrados sobre as BA, AC por duas vezes

D A C .
o retAngulo contido pelas CA, AD.

Pois, como a reta CD foi cortada, ao acaso, no ponto A, portanto, o so-
bre a DC é igual a0s quadrados sobre as CA, AD e duas vezes o retﬁngulo
contido pelas CA, AD. Fique adicionado o sobre a DB comum; portanto,
os sobre as CD, DB sio iguais tanto aos quadrados sobre as CA, AD, DB
quanto duas vezes o [retingulo contido| pelas CA, AD. Mas, por um lado,

osobreaCBé igual aos sobre as CD, DB; pois, o ﬁngulo junto ao D ¢é reto;
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e, por outro lado, o sobre a AB é igual aos sobre as AD, DB; portanto, o
quadrado sobre a CB ¢ igual tanto aos quadrados sobre as CA, AB quanto
duas vezes o retingulo contido pelas CA, AD; desse modo, o quadrado
sobre a CB é maior do que os quadrados sobre as CA, AB por duas vezes o
retingulo contido pelas CA, AD.

Portanto, nos tridngulos obtusingulos, o quadrado sobre o lado que
se estende sob o dngulo obtuso ¢ maior do que os quadrados sobre os
lados que contém o Angulo obtuso por duas vezes o contido por um dos
a volta do Angulo obtuso, sobre o qual cai a perpendicular e também pela
cortada exteriormente pela perpendicular relativa ao Angulo obtuso; o que

era preciso provar.

I3.

Nos tridngulos acutingulos, o quadrado sobre o lado que se estende
sob o dngulo agudo ¢é menor do que os quadrados sobre os lados que
contém o dngulo agudo por duas vezes o contido por um dos a volta do
angulo agudo, sobre o qual cai a perpendicular, e também pela cortada
internamente pela perpendicular relativa ao dngulo agudo.

Seja o tridngulo acutingulo ABC, tendo o dngulo A
junto ao B agudo, e ﬁque tracada, a partir do ponto A, a
perpendicular AD a BC; digo que o quadrado sobre a AC
¢ menor do que os quadrados sobre as CB, BA por duas
vezes o retﬁngulo contido pelas CB, BD.

Pois, como a reta CB foi cortada, ao acaso, no D, por- B D C
tanto, os quadrados sobre as CB, BD sio iguais a tanto
duas vezes o retﬁngulo contido pelas CB, BD quanto o quadrado sobre a
DC. Fique adicionado o quadrado sobre a DA comum; portanto, os quadra-
dos sobre as CB, BD, DA sio iguais a tanto duas vezes o retAngulo contido
pelas CB, BD quanto os quadrados sobre as AD, DC. Mas, por um lado, o
sobre a AB é igual aos sobre as BD, DA: pois, o ﬁngulo junto ao D ¢ reto;
e, por outro lado, o sobre a AC ¢ igual aos sobre as AD, DC; portanto, os
sobre as CB, BA sio iguais a tanto o sobre a AC quanto duas vezes o pelas
CB, BD; desse modo, o sobre a AC s6 é menor do que os quadrados sobre

as CB, BA por duas vezes o retingulo contido pelas CB, BD.
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Portanto, nos tridngulos acutingulos, o quadrado sobre o lado que se
estende sob o Angulo agudo ¢ menor do que os quadrados sobre os lados que
contém o ﬁngulo agudo por duas vezes o contido por um dos a volta do an-
gulo agudo, sobre o qual cala perpendicular, e também pela cortada interior-

mente pela perpendicular relativa ao dngulo agudo; o que era preciso provar.

14.
Construir um quadrado igual a retilinea dada.

Sejaa retilinea dada A; é preciso, entao, construir um quadrado igual a

’ retilinea A.
@- /7\\ Fique, pois, construido o paralelogramo re-
E

8 tangular BD igual a retilinea A; se, por um lado,

G F de fato, a BE ¢ igual a ED, seria produzido o que

C D estava prescrito. Pois, foi construido o quadrado

BD igual a retilinea A. Mas, se nio, uma das BE,

ED ¢é maior. Seja maior a BE, e ﬁque prolongada até o F e ﬁque posta a

EF igual 3 ED, e fique cortada a BF em duas no G, e, com o centro G e

com distAncia uma das GB, GE, ﬁque descrito o semicirculo BHE e ﬁque
prolongada a DE até o H, e fique ligada a GH.

Como, de fato, a reta BE foi cortada, por um lado, em iguais no G, e, por
outro lado, em desiguais no E, portanto, o retﬁngulo contido pelas BE, EE
com o quadrado sobre a EG, ¢ igual ao quadrado sobre a GE Mas a GF ¢
igual a GH; portanto, o pelas BE, EF, com o sobre a GE, é igual ao sobre a
GH. Mas os quadrados sobre as HE, EG sdo iguais ao sobre a GH; portan-
to, o pelas BE, EE com o sobre a GE, é igual aos sobre as HE, EG. Fique
subtraido o quadrado sobre a GE comum; portanto, o retAngulo contido
pelas BE, EF restante ¢ igual ao quadrado sobre a EH. Mas o pelas BE, EF
é o BD; pois aEF ¢ igual a ED; portanto, o paralelogramo BD ¢ igual a0
quadrado sobre a HE. Mas o BD ¢ igual A retilinea A. Portanto, também a
retilinea A é igual ao quadrado que serd descrito sobre a EH.

Portanto, foi construido o quadrado, que serd descrito sobre a EH, igual

A retilinea dada A; o que era preciso fazer.
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Defini¢oes

. Circulos iguais sao aqueles dos quais os diAmetros sio iguais, ou dos

quais 0s ralos sio iguais.
Uma reta que, tocando o circulo e, sendo prolongada, ndo o corta, ¢

dita ser tangente a0 CI/I‘CLIIO‘

. Circulos, que ao se tocarem nao se cortam, sao ditos ser tangentes

entre si.
Em um circulo, retas sio ditas afastarem-se igualmente do centro, quan-

do sejam iguais as perpendiculares aelas, tragadas a partir do centro.

. E é dita afastar-se mais aquela sobre a qual cal a mator perpendicular‘

6. Um segmento de circulo éa ﬁgura contida tanto por uma reta quanto

10.

por uma circunferéncia de circulo.
E Angulo de um segmento ¢ o contido tanto por uma reta quanto por

uma circunferéncia de circulo.

. Eum ﬁngulo em um segmento éo ﬁngulo contido pelas retas que fo-

ram ligadas, quando seja tomado algum ponto sobre a circunferéncia
do segmento e, a partir dele até as extremidades da reta, que é base do

segmento, sejam ligadas retas.

. E, quando as retas que contém o ﬁngulo cortarem alguma circunferén—

cia, 0 Angulo é dito estar sobre ela.
E setor de um circulo é, quando um dngulo seja construido junto
a0 centro do circulo, a figura contida tanto pelas retas que contém o

ingulo quanto pela circunferéncia cortada por elas.
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I1. Segmentos semelhantes de circulos sio os que admitem ﬁngulos iguais,

ou nos quais 0s ﬁngulos sdo iguais entre si.
I.

AC})LH’ 0 centro dO [{TCMZO dado.

Sejao circulo dado ABC; é preciso, entio, achar o centro C
do circulo ABC.

Fique tracada através dele, ao acaso, alguma reta,aAB, e
ﬁque cortada em duas no ponto D, e, a partir do D, ﬁque
tragada a DC em Angulos retos com a AB, e fique tragada A

ve]

através até o E, e ﬁque cortada a CE em duas no F; digo E
que o F ¢ centro do [circulo] ABC.

Pois nao, mas, se possfvel, sejao Ge ﬁquem ligadas as GA, GD, GB.
E, como a AD ¢ igual A DB, e a DG é comum, entio, as duas AD, DG sio
iguais as duas GD, DB, cada uma a cada uma; e a base GA é igual a base GB;
pois, 530 ralos; portanto, o ﬁngulo sob ADG ¢ igual a0 ﬁngulo sob GDB.
Mas, quando uma reta, tendo sido alteada sobre uma reta, faga os dngulos
adjacentes iguais entre si, cada um dos ﬁngulos iguats ¢ reto; portanto, o
sob GDB ¢ reto. Mas também o sob FDB ¢ reto; portanto, o sob FDB ¢é
igual ao sob GDB, o maior, a0 menor; o que é impossfvel. Portanto, o G
nio é centro do circulo ABC. Do mesmo modo, entio, provaremos que
nenhum outro, exceto o E

Portanto, o ponto F ¢é centro do [circulo] ABC.

COROLARIO

Disso, entdo, ¢ evidente que, caso em um circulo alguma reta corte al-
guma reta em duas e em Angulos retos, o centro do circulo estd sobre a que

corta; o que era preciso fazer‘
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2.

Caso sobre a circunferéncia de um circulo sejam tomados dois pontos,
encontrados ao acaso, a reta que liga os pontos caird no interior do circulo.

C

Seja o circulo ABC, e fiquem tomados, sobre a circun-

feréncia dele, dois pontos A, B, encontrados ao acaso; digo
que a reta que liga a partir do A até o B caird no interior
do circulo.

Pois niao, mas, se possfvel, cata no extertor como a AEB, e
fique tomado o centro do circulo ABC, e seja o D, e fiquem
ligadas as DA, DB, e ﬁque tracada através a DFE. Como, de fato, a DA
¢ igual 2 DB, portanto, também o dngulo sob DAE ¢ igual ao sob DBE;
e, como um lado do trifmgulo DAE, o AEB, foi prolongado, portanto, o
ngulo sob DEB ¢ maior do que o sob DAE. Mas o sob DAE ¢ igual ao
sob DBE: portanto, o sob DEB é maior do que o sob DBE. Mas o maior
lado estende-se sob o maior ﬁngulo; portanto, a DB ¢é maior do que a DE.
E a DB ¢ igual 3 DE Portanto, a DF é maior do que a DE, a menor, do que
a mator; o que ¢é impossfveL Portanto, a reta que liga a partir do Aatéo B
nio caird no exterior do circulo. Do mesmo modo, entio, provaremos que
nem sobre a prépria circunferéncia; portanto, no interior.

Portanto, caso sobre a circunferéncia de um circulo sejam tomados dois
pontos, encontrados ao acaso, a reta que liga 0s pontos cairi no interior

do circulo; o que era preciso provar.

3.

Caso, em um circulo, alguma reta pelo centro corte alguma reta, nio
pelo centro, em duas, também a corta em dngulos retos; e, caso corte-a em
angulos retos, também a corta em duas.

Seja o circulo ABC e nele alguma reta pelo centro, a CD, corte alguma
reta, nao pelo centro, a AB, em duas no ponto F; digo que também a corta

em Angulos retos.
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Fique, pois, tomado o centro do circulo ABC, e seja

o E, e fiquem ligadas as EA, EB. ¢
E, como a AF ¢ igual 3 FB, e a FE é comum, duas
[sdo] iguais a duas. Também a base EA é igual A base EB;
portanto, o Angulo sob AFE ¢ igual ao 4ngulo sob BFE. A B
Mas, quando uma reta, tendo sido alteada sobre uma reta, D

faca os Angulos adjacentes iguais, cada um dos dngulos

iguats ¢ reto; portanto, cada um dos sob AFE, BFE é reto. Portanto, a CD,
que é pelo centro, cortando em duas a AB, que nio ¢ pelo centro, também
corta em Angulos retos.

Mas, entiao, a CD cortea AB em ﬁngulos retos; digo que também a corta
em duas, isto é, que a AF ¢ igual 3 FB.

Tendo, pois, sido construfdas as mesmas coisas, como a EA é igual a EB,
também o Angulo sob EAF ¢ igual ao sob EBE Mas também o reto sob AFE
é igual ao reto sob BFE; portanto, os EAF, EFB sao dois triﬁngulos, tendo
os dois ﬁngulos iguais a dois ﬁngulos e um dos lados igual a um dos lados,
o EF comum deles, estendendo-se sob um dos ngulos iguais; portanto,
também terio os lados restantes iguais aos lados restantes; portanto, a AF
¢ igual 3 FB.

Portanto, caso, em um tridngulo, alguma reta pelo centro corte alguma
reta em duas, nio pelo centro, também a corta em Angulos retos; e, caso

corte-a em ﬁngulos retos, também a corta em duas; o que era preciso provar.

4.

Caso, em um circulo, duas retas, nio sendo pelo centro, cortem-se, ndo se
cortam em duas.

Seja o circulo ABCD, e nele as duas retas AC, BD, D
nio sendo pelo centro, cortem-se no E; digo que nio se A
cortam em duas.

Pois, se possivel, cortem-se em duas, de modo a ser,
por um lado a AE igual 3 EC, ¢, por outro lado, a BE a B

ED;e ﬁque tomado o centro do circulo ABCD, e sejaokye ﬁque ligada aFE.
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Como, de fato, alguma reta pelo centro, a FE, corta em duas alguma
reta, a AC, nio pelo centro, também a corta em ﬁngulos retos; portanto, o
sob FEA é reto. De novo, como alguma reta, a FE, corta em duas alguma
reta, a BD, também a corta em ﬁngulos retos; portanto, o sob FEB ¢ reto.
Mas também fot provado o sob FEA reto; portanto, o sob FEA ¢ igual ao
sob FEB, o menor, ao maior; o que ¢ impossfveL Portanto, as AC, BD nio
se cortam em duas.

Portanto, caso, em um circulo, duas retas, nio sendo pelo centro, cortem-

-se, Nao se cortam em duas; O que era preciso provar.

5.

Caso dois circulos cortem-se, ndo serd deles o mesmo centro.

Cortem-se, pots, os dois circulos ABC, CDG nos
pontos B, C; digo que nio serd deles o mesmo centro.
Pois, se possivel, seja o E, e fique ligadaa EC, e fique
tracada através a EFG, ao acaso. E, como o ponto E

¢ centro do circulo ABC, a EC ¢ igual 3 EE De novo,

como o ponto E é centro do circulo CDG, a EC ¢ igual

a EG; mas também a EC foi provada igual 3 EF; portanto, também a EF é

igual a EG, a menor, 2 maior; o que ¢é impossivel. Portanto, o ponto E nao
¢ o centro dos circulos ABC, CDG.

Portanto, caso dois circulos cortem-se, nio é deles o mesmo centro; o

que era preciso provar.

6.

Caso dois circulos tangenciem-se, ndo serd deles o mesmo centro.

Tangenciem-se, pois, os dois circulos ABC, CDE no ponto C; digo que
nio sera deles o mesmo centro.

Pois, se possivel, seja o I e fique ligada a FC, e fique tragada através, ao

acaso, a FEB.
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Como, de fato, o ponto F é centro do circulo ABC, a C
FC ¢ igual a FB. De novo, como o ponto F é centro do
circulo CDE, a FC ¢ igual 3 FE. Mas também a FC foi
provada igual a FB; portanto, também a FE ¢é igual a FB,
a menor, 2 maior; o que ¢é impossfvel. Portanto, o ponto

F nio é centro dos circulos ABC, CDE.

Portanto, caso dois circulos tangenciem-se, ndo serd deles o mesmo

A

centro; o qU.C era PI'GCiSO provar.

7.

Caso algum ponto, que ndo é o centro do circulo, seja tomado sobre o
didmetro de um circulo, e, a partir do ponto, alpumas retas caiam sobre
o circulo, por um lado, serd maior aquela sobre a qual estd o centro,
¢, por outro lado, a restante ¢ a menor, enquanto, das outras, a mais
préxima da pelo centro ¢ sempre maior do que a mais afastada, e, a
partir do ponto, somente duas iguais cairdo sobre o circulo, cada uma
sobre um lado da menor.

Seja o circulo ABCD, e sejaa AD um didmetro dele,

e sobre a AD ﬁque tomado algum ponto, o E que ndo B C G

¢ centro do circulo, e seja centro do circulo o E, e,

a partir do F, caiam sobre o circulo ABCD algumas A D
retas, as FB, FC, FG; digo que, por um lado, a maior

¢a FA, e, por outro lado, a FD é a menor, enquanto, H

das outras, por um lado, a FB é maior do que a FC,e,
por outro lado, a FC, do que a FG.

Fiquem, pois, ligadas as BE, CE, GE. E, como os dois lados de todo
triﬁngulo sio maiores do que o restante, portanto, as EB, EF sio maiores
do que a BE Mas a AE ¢ igual i BE [portanto, as BE, EF sdo iguais a AF|;
portanto, a AF é maior do que a BE De novo, como a BE ¢ igual AaCE,ea
FE é comum, entio as duas BE, EF sio iguais as duas CE, EE Mas também

o ﬁngulo sob BEF ¢ maior do que o ﬁngulo sob CEF; portanto, a base BF é
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maior do que a base CE Pelas mesmas coisas, entio, também a CF é maior
do que a FG.

De novo, como as GE FE sio maiores do que a EG,ea EG ¢ igual a
ED, portanto, as GE, FE sio maiores do que a ED. Fique subtraida a EF
comum; portanto, a restante GF é maior do que a restante FD. Portanto,
por um lado, a maior é a FA, e, por outro lado, a FD é a menor, enquanto,
por um lado, a FB é maior do que a FC, ¢, por outro lado, a FC, do que a FG.

Digo que também, a partir do ponto F somente duas 1guais cairdo so-
bre o circulo ABCD, cada uma sobre um lado da menor FD. Fique, pois,
construido, sobre a reta EF e no ponto E sobre ela, o sob FEH igual ao
ﬁngulo sob GEF e ﬁque ligada a FH. Como, de fato, a GE ¢ igual aEH,ea
EF é comum, entdo as duas GE, EF sio iguais as duas HE, EF; também o
ﬁngulo sob GEF é igual a0 ﬁngulo sob HEF; portanto, a base FG é igual a
base FH. Digo, entdo, que uma outra igual A FG nio caird sobre o circulo,
a partir do ponto E Pors, se possfvel, cata a FK. E, como a FK ¢ igual a
FG, masaFH [¢ igual] a FG, portanto, também a FK ¢ igual a FH, a mais
préxima da pelo centro igual 3 mais afastada; o que é impossivel. Portan-
to, a partir do ponto E nenhuma outra igual 3 GF caira sobre o circulo;
portanto, somente uma.

Portanto, caso algum ponto, que nio é o centro, seja tomado sobre o
didmetro de um circulo, e, a partir do ponto, algumas retas caiam sobre
o circulo, por um lado, serd maior aquela sobre a qual estd o centro, e, por
outro lado, a restante é a menor, enquanto, das outras, a mais préxima da
pelo centro é sempre maior do que a mais afastada, e, a partir do ponto,
somente duas iguais cairio sobre o circulo, cada uma sobre um lado da

menor; o que era p]f€CiSO provar.
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8.

Caso algum ponto seja tomado no exterior de wm circulo, ¢, a partir do
ponto, aloumas retas sejam tracadas através sobre o circulo, das quais, por
um lado, uma pelo centro, e, por outro lado, as restantes, ao acaso, por
um lado, das retas que caem sobre a circunferéncia concava, a maior ¢ a
pelo centro, enquanto, das outras, a mais préxima da pelo centro ésempre
maior do que a mais afastada, ¢, por outro lado, das retas que caem sobre
a circunferéncia convexa, a menor ¢ a entre o ponto e também o didmetro,
enquanto, das outras, a mais préxima da menor ¢ sempre menor do que
a mais afastada, ¢, a partir do ponto, somente duas iguais cairdo sobre o
circulo, cada uma sobre um lado da menor.

Seja o circulo ABC, e ﬁque tomado algum ponto
no exterior do ABC, o D, e, a partir dele, fiquem
tragadas através algumas retas, as DA, DE, DE DC,
e seja a DA pelo centro. Digo que, por um lado,
das retas que caem sobre a circunferéncia concava
AEFC, a maior é a DA pelo centro, enquanto a DE
¢ maior do que a DEFE e a DE do que a DC, e, por
outro lado, das retas que caem sobre a circunferéncia
convexa HLKG, a menor é a DG, a entre o ponto e

o difimetro AG, enquanto a mais préxima da menor

DG ¢ sempre menor do que a mais afastada, por um
lado, a DK, do que a DL, e, por outro lado, a DL,
do que a DH.

Fique, pois, tomado o centro do circulo ABC, e seja o M; e fiquem ligadas
as ME, ME, MC, MK, ML, MH.

E, como a AM ¢ igual a EM, ﬁque adicionada a MD comum: portanto,
aAD é igual As EM, MD. Mas as EM, MD sio maiores do que a ED; por-
tanto, também a AD é maior do que a ED. De novo, como a ME ¢ igual
A ME e a MD é comum, portanto, as EM, MD sio 1guais as FM, MD; e
o ﬁngulo sob EMD ¢ maior do que o ﬁngulo sob FMD. Portanto, a base

ED é maior do que a base FD. Do mesmo modo, entio, provaremos que
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também a FD é maior do que a CD; portanto, por um lado, a DA é a maior,
e, por outro lado, a DE é maior do que a DE enquanto a DF do que a DC.

E, como as MK, KD sio maiores do que a MD, e a MG ¢ igual a MK,
portanto, a restante KD ¢ maior do que a restante GD; desse modo, a GD
¢ menor do que a KD; e, como sobre um dos lados, o MD, do tridngulo
MLD, as duas retas interiores MK, KD foram construidas, portanto, as MK,
KD sio menores do que as ML, LD; mas a MK ¢ igual a ML; portanto, a
restante DK é menor do que a restante DL. Do mesmo modo, ent3o, pro-
varemos que também a DL é menor do que a DH; portanto, por um lado,
a DG é a menor, e por outro lado, a DK é menor do que a DL, enquanto a
DL, do que a DH.

Digo que também somente duas iguais, a partir do ponto D, cairdo sobre
o circulo, cada uma sobre um lado da menor DG; fique construido, sobre
areta MD e no ponto M sobre ela, o dngulo sob DMB igual ao Angulo sob
KMD, e ﬁque ligada a DB. E, como a MK ¢ igual aMB, e a MD é comum,
entio as duas KM, MD sio 1guais as duas BM, MD, cada uma a cada uma. E
o Angulo sob KMD ¢ igual a0 Angulo sob BMD; portanto, a base DK é igual
3 base DB. Digo, [entéo], que uma outra igual A reta DK nio caird sobre o
circulo, a partir do ponto D. Pois, se possivel, caia e seja a DN. Como, de
fato, a DK ¢é igual A DN, masa DK ¢ igual a DB, portanto, também a DB ¢é
igual 3 DN, a mais préxima da menor DG [¢] igual a mais afastada; o que
foi provado impossivel. Portanto, nio mais do que duas iguais cairdo sobre
o circulo ABC, a partir do ponto D, cada uma sobre um lado da menor DG.

Portanto, caso algum ponto seja tomado no exterior de um circulo, ¢, a
partir do ponto algumas retas sejam tragadas através sobre o circulo, das
quais, por um lado, uma pelo centro, e, por outro lado, as restantes, ao acaso,
por um lado, das retas que caem sobre a circunferéncia cdncava, a maior é a
pelo centro, enquanto, das outras, a mais préxima da pelo centro é sempre
maior do que a mais afastada, e, por outro lado, das retas que caem sobre
a circunferéncia convexa, a menor é a entre o ponto e também o didmetro,
enquanto, das outras, a maior préxima da menor é sempre menor do que
a mais afastada, e, a partir do ponto, somente duas iguais cairdo sobre o

circulo, cada uma sobre um lado da menor; o que era preciso provar.
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9.

Caso algum ponto seja tomado no interior de wm circulo, ¢, a partir do
ponto, mais do que duas retas iguais caiam sobre o circulo, o ponto tomado ¢
centro do circulo.

Sejam o circulo ABC e o ponto D no interior
dele, e, a partir do D, caiam sobre o circulo ABC
mais do que duas retas iguais, as DA, DB, DC;
digo que o ponto D ¢é centro do circulo ABC.

Fiquem, pois, ligadas as AB, BC e fiquem corta- D

das em duas nos pontos E, F e, tendo sido ligadas

as ED, FD, ﬁquem tracadas através até os pontos H
G, K, H, L.

Como, de fato, a AE ¢ igual 3 EB, e a ED é comum, entdo as duas AE,
ED sdo 1guais as duas BE, ED; e a base DA ¢ igual 3 base DB; portanto, o
ﬁngulo sob AED ¢ igual a0 ﬁngulo sob BED; portanto, cada um dos ﬁngulos
sob AED, BED é reto: portanto, a GK cortaa AB em duas e em ﬁngulos retos.
E como, caso em um circulo, alguma reta corte alguma reta em duas e em
ingulos retos, o centro do circulo estd sobre a que corta, portanto, o centro
do circulo esti sobre a GK. Pelas mesmas coisas, entio, também o centro do
circulo ABC estd sobre a HL. E as retas GK, HL n3o tém nenhum outro
comum que o ponto D; portanto, o ponto D é centro do circulo ABC.

Portanto, caso algum ponto seja tomado no interior de um circulo, e,
a partir do ponto, mais do que duas retas iguais caiam sobre o circulo, o

POl’ltO tomado ¢ centro dO CfI'CLlIO; o que era preciso PI‘OV’AII

10.

Um circulo nao corta wm circulo em mais do que dois pontos.

Pois, se possivel, o circulo ABC corte o circulo DEF em mais do que
dois pontos, os B, G, F H, e, tendo sido ligadas as BH, BG, ﬁquem cortadas
em duas nos pontos K, L; e, a partir dos K, L, tendo sido tragadas as KC,
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LM em ﬁngulos retos com as BH, BG, ﬁquem
tragadas através até os pontos A, E.

Como, de fato, no circulo ABC alguma
reta, a AC, corta alguma reta, a BH, em duas

e em ﬁngulos retos, portanto, o centro do

circulo ABC esta sobre a AC. De novo, como
no mesmo circulo ABC alguma reta, a NQ,
corta alguma reta, a BG, em duas e em angulos retos, portanto, o centro
do circulo ABC estd sobre a NQ. Mas foi provado também sobre a AC, e
em nenhum se encontram as retas AC, NQ que o O; portanto, o ponto O
¢ centro do circulo ABC. Do mesmo modo, entio, provaremos que tam-
bém o O é centro do circulo DEF; portanto, o mesmo O ¢é centro dos dois
circulos que se cortam ABC, DEF; o que é impossfvel.

Portanto, um circulo ndo corta um circulo em mais do que dois pontos;

0 que era preciso provar.

I1.

Caso dois circulos tangenciem-se interiormente, e sejarn tomados os centros
deles, a reta que liga os centros deles, sendo também prolongada, caird sobre
a jungdo dos circulos.

Tangenciem-se, pois, os dois circulos ABC, ADE
intertormente no ponto A, e ﬁquem tomados, por um
lado, o centro F do circulo ABC, e, por outro lado, o
centro G do ADE; digo que a reta que liga do G até
o F sendo prolongada, caird sobre o A.

Pois ndo, mas, se possivel, caia como a FGH, e fi-
quem ligadas as AF, AG.

Como, de fato, as AG, GF sio maiores do que a FA, 1sto ¢, do que a FH,

ue subtraida a comum; portanto, a restante ¢ mator do que a
fiq btraida a FG tant tante AG do q

restante GH. Mas a AG ¢ igual 3 GD. Portanto, também a GD é maior do
quea GH, a menor, do quea maitor; o que é impossfvel; portanto, a reta que

Iiga do F até o G nio caird no exterior; portanto, caira sobre a jungao, no A.
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Portanto, caso dois circulos tangenciem-se interiormente [e sejam to-
mados os centros deles], a reta que liga os centros deles [sendo também

prolongada] caird sobre a jungao dos circulos; o que era preciso provar.

12.

Caso dois circulos tangenciem-se exteriormente, a que liga os centros deles
passard pelo ponto de contato.

Tangenciem-se, pois, os dois circulos ABC, ADE

exteriormente no POHtO A, ¢ ﬁquem tomados, pOI‘ um

lado, o centro F do ABC, ¢, por outro lado, 0 G do ADE; \!’
digo que areta que ligado Faté 0o G passard pelo ponto X
de contato, no A.
Pois nao, mas, se possfvel, passe como a FCDQG, e
fiquem ligadas as AE, AG. E
Como, de fato, o ponto F é centro do circulo ABC, a FA ¢ igual 3 FC.
De novo, como o ponto G ¢é centro do circulo ADE, a GA ¢ igual a GD.
Mas também a FA foi provada igual 2 FC; portanto, as FA, AG sdo iguais as
FC, GD; desse modo, a FG toda é maior do que as FA, AG. Mas ¢é também
menor; o que ¢ impossivel. Portanto, nio é o caso de a reta que liga do F
até o G nio passar pelo ponto de contato, no A; portanto, por ele.

Portanto, caso dois circulos rangenciem-se exteriormente, a [reta] que

hga 0S centros deles passaré pelo pOI’ltO de contato; o que era preciso provar.

I3.

Um circulo ndo tangencia um circulo em mais pontos do que em um, caso
tangencie interiormente caso exteriormente.

Pois, se possivel, o circulo ABCD tangencie o circulo EBFD, primeiro
interiormente em ma’is pontos, os B, D, do que em um.

E, fique tomado, por um lado, o centro G do circulo ABCD, ¢, por outro
lado, o H do EBFD.
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Portanto, a que liga do G até o H cairi sobre

A os B, D. Caia como a BGHD. E, como o ponto

K
\ G é centro do circulo ABCD, a BG ¢ igual aGh;
A C portanto, a BG é maior do que a HD; portanto, a
8 m BH ¢, por muito, maior do que a HD. De novo,
‘v’ D como o ponto H é centro do circulo ERFD, a BH

¢ igual 2 HD; mas também foi provada maior, por
muito, do que ela; o que é impossivel; portanto, um circulo nio tangencia
um circulo interiormente em mais pontos do que em um.

Digo que nem extertormente.

Pois, se possfvel, o circulo ACK tangencie exteriormente o circulo ABCD
em mais pontos, os A, C, do que em um, e fique ligada a AC.

Como, de fato, foram tomados os dois pontos A, C, encontrados ao
acaso, sobre a circunferéncia de cada um dos circulos ABCD, ACK, a reta
que Iiga 0s pontos caird no interior de cada um; mas caiu, por um lado, no
interior do ABCD, e, por outro lado, no exterior do ACK; o que ¢ absur-
do; portanto, um circulo nio tangencia exteriormente um circulo em mais
pontos do que em um. Mas foi provado que nem interiormente.

Portanto, um circulo ndo tangencia um circulo em mais pontos do que em

um, caso tangencie interiormente caso exteriormente; o que era preciso provar.

14.

Em um circulo, as retas iguais afastam-se igualmente do centro, e as que se
afastam igualmente do centro sdo iguais entre si.

D Sejao circulo ABCD, e sejam, nele, as retas AB, CD
iguais; digo que as AB, CD estdo igualmente afastadas
do centro.

Fique, pois, tomado o centro do circulo ABCD, e

C sejaoE,ea partir do E, ﬁquem tragadas as perpendi-

A culares EE EG as AB, CD, ¢ ﬁquem Iigadas as AE, EC.
Como, de fato, alguma reta, a EE pelo centro, corta alguma reta, nio

pelo centro, a AB, em 'ngulos retos, também a corta em duas. Portanto, a
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AF ¢ igual a FB; portanto, a AB é o dobro da AE Pelas mesmas coisas, entio,
também a CD ¢ o dobro da CG; e a AB é igual a CD; portanto, também a
AF é igual A CG.E, comoaAE ¢ igual A EC, também o sobre a AE é igual
ao sobre a EC. Mas, por um lado, os sobre as AE, EF sio iguais ao sobre a
AE; pois o ﬁngulo junto ao F é reto; e, por outro lado, os sobre as EG, GC
sdo 1guais ao sobre EC; pois o ﬁngulo junto ao G é reto; portanto, os sobre
as AF, FE sio iguais aos sobre as CG, GE, dos quais o sobre a AF ¢ igual ao
sobre a CG; pois a AF é igual a CG; portanto, o sobre a FE restante é igual
ao sobre a EG; portanto, a EF ¢ igual 3 EG. Mas, em um circulo, retas sio
ditas afastarem-se igualmente do centro quando as perpendiculares a elas,
tracadas a partir do centro, sejam iguais; portanto, as AB, CD afastam-se
igualmente do centro.

Mas, entdo, as retas AB, CD afastem-se igualmente do centro, isto é,
seja a EF igual 3 EG; digo que a AB é igual 2 CD.

Tendo, pois, sido construidas as mesmas coisas, do mesmo modo pro-
varemos que, por um lado, a AB é o dobro da AFE e, por outro lado, a CD,
da CG; e, como a AE éigual 3 CE, o sobre a AE ¢ igual ao sobre a CE; mas,
por um lado, os sobre as EE, FA sio iguais ao sobre a AE, e, por outro lado,
os sobre as EG, GC sio iguais ao sobre a CE. Portanto, os sobre as EF, FA
sdo 1guais aos sobre as EG, GC; dos quais o sobre a EF ¢ igual ao sobre
a EG; pois, a EF ¢ igual a EG; portanto, o sobre a AF restante é igual a0
sobre a CG; portanto, a AF ¢ igual A CG; e, por um lado, a AB é 0 dobro da
AF e, por outro lado, a CD é o dobro da CG; portanto, a AB ¢ igual a CD.

Portanto, em um circulo, as retas iguais afastam-se igualmente do cen-
tro, e as que se afastam igualmente do centro sio iguais entre si; 0 que era

preciso provar.

I15.

Em um circulo, por um lado, o didmetro é a maior, e, por outro lado, das
outras, sempre a mais proxima do centro é maior do que a mais afastada.

Seja o circulo ABCD, e sejam o didmetro AD dele, e o centro E, e sejam,

por um lado, a BC mais préxima do didmetro AD, e, por outro lado, a FG,
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mais afastada; digo que, por um lado, a AD é a maior, e, por
outro lado, a BC é maior do que a FG.

Fiquem, pois, tragadas, a partir do centro E, as perpen-
diculares EH, EK as BC, FG. E, como, por um lado, a BC

¢ mais préxima do centro, e, por outro lado, a FG, mais

afastada, portanto, a EK é maior do que a EH. Fique posta
a EL igual 3 EH, e, pelo L, tendo sido tragada a LM em
ﬁngulos retos com a EK, ﬁque tragada através até o N, e ﬁquem Iigadas as
ME, EN, FE, EG.

E, como a EH ¢igual 4 EL, também a BC ¢ igual  MN. De novo, como,
por um lado, a AE ¢ igual a EM, e, por outro lado, a ED, 2 EN, portanto,
a AD ¢ igual s ME, EN. Mas, por um lado, as ME, EN sio maiores do
que a MN [ea AD é maior do que a MN], e, por outro lado, a MN ¢ igual
a BC; portanto, a AD é maior do que a BC. E, como as duas ME, EN sio
iguais as duas FE, EG, ¢ o ﬁngulo sob MEN [é} maior do que o ﬁngulo
sob FEG, portanto, a base MN é maior do que a base FG. Mas a MN foi
provada igual 3 BC [e a BC ¢ maior do que a FG]. Portanto, por um lado,
o didmetro AD é a maior, e, por outro lado, a BC é maior do que a FG.

Portanto, em um circulo, por um lado, o didmetro é a maior, e, por outro
lado,das outras, a mais préxima do centro é sempre maior do que a mais

afastada; o que era preciso provar.
16.

A tragada em dngulos retos com o didmetro de wm circulo, a partir de
uma extremidade, caird no exterior do circulo, e wuma outra reta nao se
intercalard no lugar entre tanto a reta quanto a circunferéncia, e, por um
lado, o dngulo do semicirculo ¢ maior do que todo dngulo retilineo agudo,
¢, por outro lado, o restante ¢ menor.

Sejam o circulo ABC a volta do centro D e o difimetro AB; digo que a
tracada em ﬁngulos retos com a AB, a partir da extremidade A, caird no
exterior do circulo.

Pois nio, mas, se possfvel cata no interior como a CA, e ﬁque ligada aDC.
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Comoa DA ¢ igual ADC, também o ﬁngulo sob
DAC é igual ao Angulo sob ACD. Mas o sob DAC
¢ reto; portanto, também o sob ACD é reto; en-
tio, os dois ﬁngulos sob DAC, ACD do triﬁngulo

ACD sao iguais a dois retos; o que é impossfvel.

Portanto, a tragada em ﬁngulos retos com a BA,
a partir do ponto A, nio caird no interior do circulo. Do mesmo modo,
entdo, provaremos que nem sobre a circunferéncia; portanto, no exterior.

Caia como a AE; digo que uma outra reta nio se intercalard no lugar
entre tanto a reta AE quanto a circunferéncia CHA.

Pois, se possfvel, intercale-se como a FA, e ﬁque tracada, a partir do
ponto D, a perpendicular DG i FA. E, como o sob AGD é reto, e o sob
DAG ¢é menor do que um reto, portanto, a AD ¢é maior do que a DG. Mas
a DA é igual 2 DH; portanto, a DH é maior do que a DG, a menor, do que a
maior; o que é impossfvel. Portanto, uma outra reta nio se intercalard no
lugar entre tanto a reta quanto a circunferéncia.

Digo que também, por um lado, o 4ngulo do semicirculo, o contido
tanto pela reta BA quanto pela circunferéncia CHA, é maior do que todo
ingulo retilineo agudo, e, por outro lado, o restante, o contido tanto pela
circunferéncia CHA quanto pela reta AE, é menor do que todo ﬁngulo
retilineo agudo.

Pois, se algum Angulo retilineo ¢, por um lado, maior do que o contido
tanto pela reta BA quanto pela circunferéncia CHA, e, por outro lado,
menor do que o contido tanto pela circunferéncia CHA quanto pela reta
AE, uma reta intercalar-se-4 no lugar entre tanto a circunferéncia CHA
quanto a reta AE, aquela que fard um contido pelas retas, por um lado,
maior do que o contido tanto pela reta BA quanto pela circunferéncia CHA,
e, por outro lado, menor do que o contido tanto pela circunferéncia
CHA quanto pela reta AE. E nio se intercala. Portanto, um agudo contido
pelas retas nio serd maior do que o ﬁngulo contido tanto pela reta BA
quanto pela circunferéncia CHA, nem, por certo, menor do que o contido

tanto pela circunferéncia CHA quanto pela reta AE.
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COROLARIO

Disso, entio, é evidente que a tragada em dngulos retos com o didmetro, a
partir de uma extremidade, ¢ tangente ao circulo [e que uma reta é tangente
aum cfrculo em somente um ponto, visto que também a que o encontra em

dois fot provada cair no interior dele]. O que era preciso provar.

17.

A partir do ponto dado, tracar uma linba reta tangente ao circulo dado.

Sejam, por um lado, o ponto dado A, e, por outro

A
lado, o circulo dado BCD; € preciso, entdo, a partir do
F v@ ponto A, tragar uma linha reta tangente ao circulo BCD.
Fique, pois, tomado o centro E do circulo, e fique

Iigada aAE, e, por um lado, com o centro E, e, por outro

lado, com a distAncia EA, fique descrito o circulo AFG,

@

e, a partir do D, fique tragada a DF em Angulos retos
coma EA, e ﬁquem ligadas as EE, AB; digo que, a partir do ponto A, foi
tragada a tangente AB ao circulo BCD.

Pois, como o E é centro dos circulos BCD, AFG, portanto, por um lado,
a EA ¢ igual 3 EE e, por outro lado, a ED, 4 EB; entdo as duas AE, EB sio
iguais as duas FE, ED; e contém o ﬁngulo comum junto ao E; portanto, a
base DF ¢ igual A base AB, e o triﬁngulo DEF ¢ igual a0 triﬁngulo EBA, e
0s ﬁngulos restantes, aos ﬁngulos restantes; portanto, o sob EDF ¢ igual
ao sob EBA. Mas o sob EDF ¢ reto; portanto, também o sob EBA é reto.
E a EB é raio; mas a tragada em Angulos retos com o didmetro do circulo, a
partir de uma extremidade, é tangente ao circulo; portanto, a AB ¢ tangente
ao circulo BCD.

Portanto, a partir do ponto dado A, foi tragada a linha reta AB tangente

ao circulo dado BCD; o que era preciso fazer.
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18.

Caso alguma reta seja tangente a wm circulo, e, a partir do centro até
a jungdo, seja ligada alguma reta, a que foi ligada serd perpendicular a
tangente.

Tangencie, pois, alguma reta, a DE, o circulo ABC no

ponto C, e fique tomado o centro F do circulo ABC, e, D
a partir do F até o C, fique ligada a FC; digo que a FC G
/ P L q g goq A ‘Y
¢ perpendicular a DE.

Pois, se nio, ﬁque tragada, a partir do F a FG per- C

pendicular 3 DE. Como, de fato, o ﬁngulo sob FGC ¢ E
reto, portanto, o sob FCG ¢é agudo; mas o maior lado
estende-se sob o maior ﬁngulo; portanto, a FC é maior do que a FG; mas
a FC¢ igual a FB; portanto, também a FB é maior do que a FG, a menor,
do que a maior; o que ¢ impossfvel; portanto, a FG ndo ¢ perpendicular
a DE. Do mesmo modo, entio, provaremos que nenhuma outra, exceto a
FC; portanto, a FC ¢ perpendicular i DE.

Portanto, caso alguma reta seja tangente a um circulo, e, a partir do cen-
tro até a jungdo, seja ligada alguma reta, a que foi ligada serd perpendicular

a tangente; O que era preciso provar.

I9.

Caso alguma reta seja tangente a wm circulo, ¢, a partir da jungdo, seja
tragada wma linha reta em [angulos| retos com a tangente, o centro do
circulo estard sobre a que foi tragada.

Tangencie, pois, alguma reta, a DE, o circulo

. A
ABC no ponto C, e, a partir do C, ﬁque tracada a 5
CA em ﬁngulos retos com a DE; digo que o centro
do circulo estd sobre a AC.
Pois nao, mas, se possfvel, sejaoF e ﬁque ligada D E
a CE C
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Como, [de fato] , alguma reta, a DE, ¢ tangente ao circulo ABC, e, a partir
do centro até a jungio, foi ligada a FC, portanto, a FC ¢ perpendicular a DE;
portanto, o sob FCE é reto. Mas também o sob ACE é reto: portanto, o sob
FCE ¢ igual ao sob ACE, o menor, ao maior; o que é impossfvel‘ Portanto,
o Fnio é centro do circulo ABC. Do mesmo modo, entio, provaremos que
nenhum outro, exceto sobre a AC.

Portanto, caso alguma reta seja tangente a um circulo, e, a partir da jun-
¢do, seja tracada uma linha reta em Angulos retos com a tangente, o centro

do circulo estard sobre a que foi tragada; o que era preciso provar.
20.

Em um circulo, o dngulo junto ao centro ¢ o dobro do sobre
a circunferéncia, quando os dngulos tenbam a mesma circunferéncia
como base.

Seja o circulo ABC, e sejam, por um lado, 0 sob BEC

D um angulo junto ao centro dele, e, por outro lado, o
A sob BAC um sobre a circunferéncia, e tenham a mesma
circunferéncia BC como base; digo que o ﬁngulo sob
C BEC ¢ 0 dobro do sob BAC.
G B F Pois, tendo sido ligada a AE, ﬁque tracada através

até o E

Como, de fato, a EA é igual 3 EB, também o Angulo sob EAB ¢é igual ao
sob EBA; portanto, os ﬁngulos sob EAB, EBA sio o dobro do sob EAB.
Mas o sob BEF ¢ igual aos sob EAB, EBA; portanto, também o sob BEF
¢ o dobro do sob EAB. Pelas mesmas coisas, entio, também o sob FEC ¢
o dobro do sob EAC. Portanto, o sob BEC todo é o dobro do sob BAC
todo.

Fique, entdo, inflectida de novo, e seja o sob BDC um outro ﬁngulo, e,
tendo sido ligada a DE, fique prolongada até o G. Do mesmo modo, entio,
provaremos que o ﬁngulo sob GEC ¢ o dobro do sob EDC, dos quais o
sob GEB ¢ o dobro do sob EDB; portanto, o sob BEC restante é o dobro
do sob BDC.
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Portanto, em um circulo, o ﬁngulo junto ao centro é o dobro do sobre a
circunferéncia, quando [os Angulos| tenham a mesma circunferéncia como

base; o que era preciso provar.
21.

Em um circulo, os ﬁngulos 1o mesmo segmento sao iguais entre si.

Seja o circulo ABCD, e sejam os sob BAD, BED an- A
gulos no mesmo segmento BAED; digo que os ﬁngulos
sob BAD, BED sio iguals entre si. E
Fique, pois, tomado o centro do circulo ABCD, e
sejaolie ﬁquem ligadas as BE, FD. c
E como, por um lado, o Angulo sob BFD é um junto
a0 centro, e, por outro lado, o sob BAD, um sobre a circunferéncia, e tém
a mesma circunferéncia BCD como base, portanto, o Angulo sob BFD ¢
o dobro do sob BAD. Pelas mesmas coisas, entio, o sob BFD também é o
dobro do sob BED; portanto, o sob BAD ¢ igual ao sob BED.

Portanto, em um circulo, os ﬁngulos No Mesmo segmento sio iguais

entre si; O que era preciso provar.

22.

Dos quadrildteros nos circulos, os dngulos opostos sdo iguais a dois retos.

Seja o circulo ABCD, e nele esteja o quadrildtero
ABCD; digo que os ﬁngulos opostos sao iguais a dois
retos.

Fiquem ligadas as AC, BD. C

Como, de fato, os trés ﬁngulos de todo triﬁngulo
sdo iguais a dois retos, portanto, os trés ingulos sob D
CAB, ABC, BCA do triﬁngulo ABC sdo iguais a dois retos. Mas, por um
lado, o sob CAB ¢ igual ao sob BDC; pois, estio no mesmo segmento

BADC; e, por outro lado, o sob ACB, ao sob ADB; pois, estio no mesmo
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segmento ADCB; portanto, o sob ADC todo é igual aos sob BAC, ACB.
Fique adicionado o sob ABC comum; portanto, os sob ABC, BAC, ACB
sdo 1guais aos sob ABC, ADC. Mas os sob ABC, BAC, ACB sio iguais a
dois retos. Portanto, também os sob ABC, ADC sio iguais a dois retos. Do
mesmo modo, entdo, provaremos que também os Angulos sob BAD, DCB
sdo iguais a dois retos.

Portanto, dos quadriliteros nos circulos, os Angulos opostos sio iguais

a dois retos; o que era preciso provar.
23,

Sobre a mesma reta, dois segmentos semelbantes e desiguais de circulos nao
serdo construidos no mesmo lado.

A Pois, se possfvel, ﬁquem construidos, sobre a mesma reta AB,
os dois segmentos de circulos semelhantes e desiguais ACB, ADB,
no mesmo lado, e fique tragada através a ACD, e fiquem ligadas
as CB, DB.

B D Como, de fato, o segmento ACB ¢ semelhante ao segmento

ADB, e segmentos semelhantes de circulos sio os que admitem
ingulos iguais, portanto, o Angulo sob ACB ¢é igual ao sob ADB, o exterior,
a0 Interior; o que ¢é impossfvel.

Portanto, sobre a mesma reta, dois segmentos semelhantes e desiguais

de circulos nio serio construidos no mesmo lado; o que era preciso provar.

24.

Os segmentos semelbantes de circulos sobre retas iguais sao iguais entre si.

E Sejam, pois, 0s segmentos semelhantes de circulos
A Q B AEB, CFD sobre as retas iguais AB, CD; digo que o
G segmento AEB ¢ igual ao segmento CFD.
F

@ Pois, sendo ajustado o segmento AEB sobre
C D

o CFD e sendo posto, por um lado, o ponto A sobre
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o0C,e, por outro lado, a reta AB sobre a CD, também o ponto B se ajustard
sobre o ponto D, por ser a AB igual A CD; masaAB ajustando—se sobre a
CD, também o segmento AEB se ajustard sobre o CED. Pois, se a reta AB
se ajustar sobre a CD, mas o segmento AEB ndo se ajustar sobre o CFD,
ou caird no interior dele ou no exterior ou se afastard como o CGD, e um
circulo corta um circulo em mais pontos do que dois; o que ¢é impossfveL
Portanto, nio é o caso de, sendo ajustada a reta AB sobre a CD, nio se
ajustar também o segmento AEB sobre o CFD: portanto, ajustar-se-a, e
serd igual a ele.

Portanto, os segmentos semelhantes de circulos sobre retas iguais sio

lguals entre si; 0 que era preciso provar.
25.

Tendo sido dado um segmento de um circulo, descrever completamente 0
circulo do qual ¢ um segmento.

Seja o segmento dado ABC de um circulo; é preciso,
entdo, descrever completamente o circulo do segmento ABC
do qual é um segmento. ‘h

Fique, pois, cortada a AC em duas no D, e fique tragada, B E
a partir do ponto D, a DB em ﬁngulos retos com a AC, e "
ﬁque ligada a AB; portanto, o ﬁngulo sob ABD ou é maior C
do que o sob BAD ou igual ou menor.

Seja, primeiramente, maior e ﬁque construfdo, sobre a reta BA e no ponto
A sobre ela, 0 sob BAE igual ao ngulo sob ABD, e fique tragada através a
DBatéoE, e ﬁque ligada a EC. Como, de fato, o ﬁngulo sob ABE ¢ igual
ao sob BAE, portanto, também a reta EB é igual 3 EA. E, como a AD ¢
igual 3 DC, e a DE é comum, entdo as duas AD, DE sdo iguais s duas CD,
DE, cada uma a cada uma; e o ﬁngulo sob ADE ¢ igual a0 ﬁngulo sob CDE:;
pois, cada um ¢ reto; portanto, a base AE ¢ igual 3 base CE. Mas a AE foi
provada igual 3 BE. Portanto, também a BE ¢ igual a CE; portanto, as trés
AE, EB, EC sdo iguais entre s1; portanto, o circulo descrito com o centro E

e distiAncia uma das AE, EB, EC passard também pelos pontos restantes e es-
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tard descrito completamente. Portanto, o circulo

A A
de um segmento dado de um circulo foi descrito
B D B D completamente. E éclaro que o segmento ABC ¢
C ¢ menor do que um semicirculo pelo encontrar-se

o centro E no exterior dele.

[E} do mesmo modo, se o ﬁngulo sob ABD seja igual ao sob BAD, a AD
tornando-se igual acada uma das BD, DC, as trés DA, DB, DC serio iguais
entre si, e 0 D serd centro do circulo descrito completamente, e claramente,
o0 ABC serd um semicirculo.

Mas, caso o sob ABD seja menor do que o sob BAD, e construamos,
sobre a reta BA e no ponto A sobre ela, um igual a0 ﬁngulo sob ABD, o
centro caira no interior do segmento ABC, sobrea DB, e o segmento ABC
serd, claramente, maior do que um semicirculo.

Portanto, o circulo de um segmento dado de circulo foi descrito com-

pletamente; o que era preciso f&lZﬁIﬁ

26.

Nos circulos iguais, os dngulos iguais situam-se sobre circunferéncias
iguais, tanto caso estejarn situados junto aos centros quanto caso, sobre as
circunferéncias.

Sejam os circulos 1iguais ABC, DEF
e, neles, sejam os ﬁngulos iguats, por
um lado, os sob BGC, EHF junto
a0s Centros, e, por outro lado, os sob
B C E F BAC, EDF sobre as circunferéncias;
K L digo que a circunferéncia BKC ¢ igual
a circunferéncia ELE

Fiquem, pois, Iigadas as BC, EE
E, como os circulos ABC, DEF sio iguals, 0s raios sao iguais; entao, as
duas BG, GC sio iguais as duas EH, HF; e o ﬁngulo junto ao G é igual a0
junto ao H; portanto, a base BC ¢ igual A base EE E, como o ﬁngulo junto

ao A é igual ao junto ao D, portanto, o segmento BAC é semelhante ao
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segmento EDF; e estdo sobre retas 1guais [as BC, EF}; mas 0s segmentos
semelhantes de circulos sobre retas iguais sdo iguais entre si; portanto,
o segmento BAC ¢ igual ao EDE Mas também o circulo ABC todo é igual
ao circulo DEF todo; portanto, a circunferéncia restante BKC ¢ igual a
circunferéncia ELE

Portanto, nos circulos iguais, os ﬁngulos iguais situam-se sobre circun-
feréncias iguals, tanto caso estejam situados junto aos centros quanto caso,

sobre as circunferéncias; o que era preciso provar.

27.

Nos circulos iguais, os ﬁngulos situados sobre circunferéncias iguais sio
iguais entre si, tanto caso estejam situados junto aos centros quanto caso,

, A
SOIJTE as [lTCMHfEVEHClﬂS.

Pois, nos circulos iguais ABC, DEF, A D
sobre as circunferéncias iguais BC, EE,
fiquem situados, por um lado, os Angu-
los sob BGC, EHF junto aos centros G,
H, e, por outro lado, os sob BAC, EDF B C E F
sobre as circunferéncias: digo que, por K
um lado, o ﬁngulo sob BGC ¢ igual ao sob EHF e, por outro lado, o sob
BAC ¢ igual ao sob EDE

Pois, se o sob BGC ¢é desigual a0 sob EHE um deles é maior. Seja
maior o sob BGC, e ﬁque construido, sobre a reta BG e no ponto G sobre
ela, o sob BGK igual a0 ﬁngulo sob EHF; mas os ﬁngulos 1guais situam-se
sobre circunferéncias iguais, quando sejam junto aos centros; portan-
to, a circunferéncia BK ¢ igual A circunferéncia EE Mas a EF ¢ igual 3
BC; portanto, também a BK é igual a BC, amenor, a maior; o que é impossf—
vel. Portanto, o 4ngulo sob BGC nio ¢ desigual ao sob EHF; portanto, ¢
igual. E, por um lado, o junto 20 A é metade do sob BGC, e, por outro lado,
o junto ao D é metade do sob EHF; portanto, também o 4ngulo junto ao

A ¢ igual ao junto ao D.
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Portanto, nos circulos 1guais, os ﬁngulos situados sobre circunferéncias
iguais 3o iguals entre si, tanto caso estejam situados junto aos centros

quanto caso, sobre as circunferéncias; o que era preciso provar.

28.

Nos circulos iguais, as retas iguais cortam circunferéncias iguais, por um

lado, a maior, & maior, e, por outro lado, a menor, a menor.

Sejam os circulos iguais ABC,

DEE e, neles, sejam as retas iguais

AB, DE cortando, por um lado, as

circunferéncias maiores ACB, DFE,

e, por outro lado, as menores AGB,

DHE; digo que, por um lado, a cir-

cunferéncia maior ACB ¢é igual A circunferéncia maior DFE, e, por outro
lado, a circunferéncia menor AGB, 3 DHE.

Fiquem, pois, tomados os centros K, L dos circulos, e ﬁquem ligadas
as AK, KB, DL, LE.

E, como os circulos sio iguais, também os raios sio iguais; entao, as
duas AK, KB sio iguais as duas DL, LE; e a base AB ¢ igual a base DE;
portanto, o ﬁngulo sob AKRB é igual ao ﬁngulo sob DLE. Mas os ﬁngulos
iguais situam-se sobre circunferéncias iguats, quando sejam junto aos cen-
tros; portanto, a circunferéncia AGB é igual A DHE. Mas também o circulo
ABC todo é igual ao circulo DEF todo; portanto, também a circunferéncia
restante ACB ¢ igual a circunferéncia restante DFE.

Portanto, nos circulos iguals, as retas iguais cortam circunferéncias
iguais, por um lado, a maior, 2 maior, e, por outro lado, a menor, 3 menor;

o que era pI‘ECiSO PI‘OV&I‘.
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29.

Nos circulos iguais, retas iguais subtendem circunferéncias iguais.

Sejam os circulos iguais ABC,
DEF e, neles, fiquem cortadas as
circunferéncias BGC, EHF iguais, e
fiquem ligadas as retas BC, EF; digo B <& C E N F
quea BC¢ igual aEE

Fiquem, pois, tomados os centros dos circulos, e sejam os K, L, e fiquem
ligadas as BK, KC, EL, LE

E, como a circunferéncia BGC é igual A circunferéncia EHE também
o Angulo sob BKC ¢ igual ao sob ELE E, como os circulos ABC, DEF sio
iguais, também os raios sio 1guais; entao, as duas EK, KC sio iguais as duas
EL, LF; e contém angulos iguais; portanto, a base BC ¢ igual a base EE

Portanto, nos circulos iguais, retas 1guais subtendem circunferéncias

iguais; o que era preciso provar.

30.

Cortar a circunferéncia dada em duas.

Seja a circunferéncia dada ADB; é preciso,

entio, cortar a circunferéncia ADB em duas. D
Fique Iigada a AB, e ﬁque cortada em duas
no C, e, a partir do ponto C, fique tragada a CD
em ﬁngulos retos com a AB, e ﬁquem Iigadas A C B

as AD, DB.

E, como a AC é igual 3 CB, e a CD é comum, entio, as duas AC, CD sio
iguais as duas BC, CD; e o ﬁngulo sob ACD ¢ igual a0 ﬁngulo sob BCD;
pois, cada um é reto; portanto, a base AD é igual A base DB. Mas as retas
iguais cortam circunferéncias iguats, por um lado, a maior, 3 maior, e, por

outro lado, a menor, 3 menor; e cada uma das circunferéncias AD, DB é
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menor do que um semicirculo; portanto, a circunferéncia AD ¢ igual a
circunferéncia DB.
Portanto, a circunferéncia dada foi cortada em duas no ponto D; o que

era preciso fazer.

31.

Em um circulo, por um lado, o dngulo no semicirculo ¢ reto, e, por
outro lado, o no segmento maior ¢ menor do que um reto, enquanto o no
segmento menor ¢ maior do que um reto; ¢, ainda, por um lado, o dngulo
do segmento maior é maior do que um reto, ¢, por outro lado, o dngulo do

segmento menor é menor do que um reto.

Seja o circulo ABCD, e sejam a BC um diAmetro
C dele e o E centro, ¢ ﬁquem ligadas as BA, AC, AD,
F. D DC; digo que, por um lado, 0 4ngulo sob BAC no se-
micirculo BAC é reto, e, por outro lado, o Angulo sob
ABC, no segmento ABC maior do que o semicirculo, é
menor do que um reto, enquanto o Angulo sob ADC,
B no segmento ADC menor do que o semicirculo, é
maior do que um reto.
Fique ligada a AE, e fique tragada através a BA até o E
E, como a BE ¢ igual 3 EA, também o ﬁngulo sob ABE ¢ igual ao sob
BAE. De novo, como a CE ¢ igual 3 EA, também o sob ACE ¢ igual ao
sob CAE; portanto, o sob BAC todo é igual aos dois sob ABC, ACB. Mas
também o sob FAC, exterior do tridingulo ABC, ¢ igual aos dois sob ABC,
ACB; portanto, também o ﬁngulo sob BAC ¢ igual ao sob FAC; portanto,
cada um ¢ reto; portanto, o ingulo sob BAC no semicirculo BAC ¢ reto.
E, como os dois dngulos sob ABC, BAC do tridingulo ABC sio menores do
que dois retos, e o sob BAC ¢ reto, portanto, o ﬁngulo sob ABC é menor
do que um reto; e estd no segmento ABC, maior do que o semicirculo.
E, como o ABCD é um quadrilétero em um circulo, e os ﬁngulos opostos
dos quadrildteros nos circulos sio iguais a dois retos | portanto, os Angulos

sob ABC, ADC sio iguais a dois retos], e 0 sob ABC é menor do que um
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reto; portanto, o ﬁngulo sob ADC restante é maior do que um reto; e é no
segmento ADC, menor do que o semicirculo.

Digo que também, por um lado, o ﬁngulo do segmento ma’ior, o contido
tanto pela circunferéncia ABC quanto pela reta AC é maior do que um reto,
e, por outro lado, o Angulo do segmento menor, o contido tanto pela cir-
cunferéncia AD[C] quanto pela reta AC é menor do que um reto. E ¢,
obviamente, evidente. Pois, como o pelas retas BA, AC ¢ reto, portanto, o
contido pela circunferéncia ABC e pela reta AC é maior do que um reto.
De novo, como o pelas retas AC, AF ¢ reto, portanto, o contido pela
reta CA e pela circunferéncia AD[C] é menor do que um reto.

Portanto, em um circulo, por um lado, o ﬁngulo no semicirculo é reto, e,
por outro lado, 0 no segmento maior é menor do que um reto, enquanto o no
[segmento | menor é maior do que um reto, ¢ ainda, por um lado, o [Angulo]
do segmento maior [é] maior do que um reto, ¢, por outro lado, o [Angu-

IO} dO segmento menor é menor dO que um reto; o que era PFECiSO PI‘OV&I“

[ CorROLARIO

Disso, entio, é evidente que, caso um ﬁngulo de um triﬁngulo seja igual
aos dois, o Angulo ¢ reto, por ser também aquele exterior igual a eles; e,

caso os adjacentes sejam iguaits, sdo retos.]

32.

Caso uma reta seja tangente a wm circulo, e, a partir da juncdo seja
tmgada alguma reta através no circulo, cortando o circulo, aquelfs ﬁngulos
que faz com a tangente serdo iguais aos Emgulos nos segmentos alternos do

e
[H’[MZO.

Seja, pots, alguma reta, a EF, rangente ao
circulo ABCD no ponto B, e, a partir do ponto
B, fique tragada alguma reta, a BD, através no C
circulo ABCD, cortando-o. Digo que aqueles

ingulos que a BD faz com a tangente EF serdo

iguais a0s ﬁngulos nos segmentos alternos B
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do circulo, isto é, que, por um lado, o ﬁngulo sob FBD ¢ igual ao ﬁngulo
construfdo no segmento BAD, e, por outro lado, 0 Angulo sob EBD ¢é igual
ao ﬁngulo construfdo no segmento DCB.

Fique, pois, tracada, a partir do B, a BA em ﬁngulos retos com a EF, e
ﬁque tomado sobre a circunferéncia BD o ponto C, encontrado ao acaso,
e ﬁquem ligadas as AD, DC, CB.

E alguma reta, a EF, ¢ tangente ao circulo ABCD no B, e, a partir da
jungao, foi tracada a BA em ﬁngulos retos com a tangente, portanto, o
centro do circulo ABCD estd sobre a BA. Portanto, a BA é diAmetro do
circulo ABCD; portanto, o Angulo sob ADB, sendo no semicirculo, ¢ reto.
Portanto, os sob BAD, ABD restantes sio iguais a um reto. Mas também
o sob ABF ¢ reto; portanto, o sob ABF ¢é igual aos sob BAD, ABD. Fique
subtraido o sob ABD comum; portanto, o ﬁngulo sob DBF restante é igual
ao Angulo no segmento alterno do circulo, o sob BAD. E, como 0 ABCD ¢
um quadrilétero em um circulo, os ﬁngulos opostos dele s3o iguais a dois
retos. Mas também os sob DBE DBE sio iguais a dois retos; portanto, os
sob DBE, DBE sio iguais aos sob BAD, BCD, dos quais o sob BAD foi
provado igual ao sob DBF; portanto, o sob DBE restante é igual ao ﬁngulo
sob DCB no segmento alterno DCB do circulo.

Portanto, caso alguma reta seja tangente a um circulo, e, a partir da jun-
¢do, seja tragada alguma reta através no circulo, cortando o circulo, aqueles
ngulos que faz com a tangente serdo iguais aos dngulos nos segmentos

alternos CIO cfrculo; O que era preciso PI‘OVS[I‘.

33.

Sobre a reta dada, descrever um segmento de circulo admitindo wm dngulo
igual ao dngulo retilineo dado.

Sejam a reta dada AB, e o ﬁngulo retilineo dado o junto ao C; ¢ preciso,
entdo, sobre a reta dada AB, descrever um segmento de circulo admitindo
um ﬁngulo igual ao junto ao C,

Entio, o [ﬁngulo} juntoao Céou agudo ou reto ou obtuso. Seja, primei—

ramente, agudo, e, COmo na primeira ﬁgura, ﬁque construido, sobre a reta
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AB e no ponto A sobre ela, o sob BAD igual ao ﬁngulo 5
junto ao C; portanto, também o sob BAD ¢é agudo. Fique C

tragada a AE em Angulos retos com a DA, e fique cortada D -
aAB em duasno E e ﬁque tracada, a partir do ponto E a
FG em Angulos retos com a AB, e fique ligada a GB.
E, como a AF ¢ igual A FB, e a FG é comum, entao,
as duas AF, FG sio iguais as duas BE FG; e o dngulo B -

sob AFG ¢ igual a0 [ﬁngulo] sob BFG; portanto, a base
AG ¢ igual a base BG. Portanto, o circulo descrito, por um lado, com o
centro G, e, por outro lado, com a distincia GA, passard também pelo B.
Fique descrito, e seja o ABE, e ﬁque Iigada a EB. Como, de fato, a partir
da extremidade A do didmetro AE, a AD ¢ em Angulos retos com a AE,
portanto, a AD ¢ tangente ao circulo ABE; como, de fato, alguma reta, a
AD, ¢ tangente ao circulo ABE, ¢, a partir da jungio A, foi tragada alguma
reta, a AB, através no circulo ABE, portanto, o ﬁngulo sob DAB ¢ igual a0
fmgulo sob AEB no segmento alterno do circulo. Mas o sob DAB ¢ igual
ao junto ao C; portanto, também o junto ao C ¢ igual ao sob AEB.
Portanto, sobre a reta dada AB, foi descrito o segmento de circulo AEB,
admitindo o Angulo sob AEB igual ao junto ao C dado.
Mas, seja entdo o junto ao C reto; e seja preciso, de
novo, descrever sobre a AB um segmento de circulo
admitindo um Angulo igual ao [4ngulo] reto junto C

a0 C. [De novo| ﬁque construfdo o sob BAD igual ao D

ngulo reto junto ao C, como se tem na segunda
ﬁgura, e ﬁque cortada a AB em duas no F, e com o F
centro F e com distincia qualquer uma das FA, FB,
ﬁque descrito o circulo AEB.

Portanto, a reta AD ¢é tangente ao circulo ABE, por B
ser reto o Angulo junto ao A. E o Angulo sob BAD ¢
igual ao no segmento AEB; pois, também ele, estando em um semicirculo,
¢ reto. Mas também o sob BAD ¢ igual ao junto ao C. Portanto, também o
no AEB ¢ igual ao junto ao C,

Portanto, foi descrito, de novo, sobre a AB, o segmento AEB de circulo,

admitindo um Angulo igual ao junto ao C.
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Mas, entdo, seja o junto ao C obtuso; e ﬁque construido, sobre a reta
AB e no ponto A, o sob BAD igual a ele, como se tem na terceira figura, e
ﬁque tracada a AE em ﬁngulos retos com a AD, e ﬁque, de novo, cortada a
AB em duasno E e ﬁque tracada a FG em ﬁngulos retos com a AB, e ﬁque
ligada a GB.

E como, de novo, a AF ¢ igual a FB, ea FG ¢
comum, entio, as duas AE, FG sio iguais as duas

D BE FG; e o ﬁngulo sob AFG é igual ao ﬁngulo sob
BFG; portanto, a base AG ¢é igual A base BG; por-

tanto, o circulo descrito, por um lado, com o centro

\To(

G, e, por outro lado, com a distincia GA, passard
também pelo B. Passe como o AEB. E, como a AD
é em ﬁngulos retos com o didmetro AE, a partir de
uma extremidade, portanto, a AD ¢é tangente ao circulo AEB. E a AB foi
tragada através, a partir da jungdo no A; portanto, o dngulo sob BAD é igual
ao ﬁngulo construfdo no segmento alterno AHB do circulo. Mas o ﬁngulo
sob BAD ¢ igual ao junto ao C. Portanto, também o 4ngulo no segmento
AHB ¢ igual ao junto ao C.

Portanto, sobre a reta dada AB, foi descrito o segmento de circulo AHB,

admitindo um ﬁngulo igual ao junto ao C; o que era preciso fazer.

34.

Do circulo dado, separar wum segmento admitindo um dngulo igual ao
angulo retilineo dado.

F C Sejam o circulo dado ABC, e o 4ngulo
retilineo dado o junto ao D; é preciso, entio,

separar do circulo ABC um segmento admi-

B tindo um ﬁngulo igual ao ﬁngulo retilineo
A junto ao D dado.
E -L- Fique tragada a tangente EF ao circulo

D ABC no ponto B, e fique construido sobre

areta FB e no ponto B sobre ela, o sob FBC igual ao ﬁngulo junto ao D.
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Como, de fato, alguma reta, a EF; € tangente ao circulo ABC, e, a partir
da jungdo no B, foi tragada através a BC, portanto, o 4ngulo sob FBC ¢é
igual ao Angulo construido no segmento alterno BAC. Mas o sob FBC
é igual ao junto ao D; portanto, também o no segmento BAC ¢ igual a0
[Angulo] junto ao D.

Portanto, do circulo dado ABC foi separado o segmento BAC, admi-
tindo um 4ngulo igual ao 4ngulo retilineo dado, o junto ao D; o que era

preciso fazer.

35.

Caso, em um circulo, duas retas se cortem, o retdngulo contido pelos
segmentos de uma ¢ igual ao retdngulo contido pelos segmentos da outra.

Cortem-se, pois, no circulo ABCD, as duas retas AC, A
BD no ponto E; digo que o retdngulo contido pelas AE,

EC ¢ igual ao retAngulo contido pelas DE, EB. B D

Se, por um lado, de fato, as AC, BD sio pelo centro,
de modo a o E ser centro do circulo ABCD, é evidente c
que, sendo iguais as AE, EC, DE, EB, também o retﬁngulo contido pelas
AE, EC ¢ igual ao retingulo contido pelas DE, EB.

Nio sejam, entdo, as AC, BD pelo centro, e ﬁque tomado o centro do
ABCD, esejaoF e, a partir do E ﬁquem tracadas as FG, FH perpendicu—
lares as retas AC, DB, e fiquem ligadas as FB, FC, FE.

E, como alguma reta pelo centro, a GF, corta alguma
reta nio pelo centro, a AC, em ﬁngulos retos, também A D
a corta em duas; portanto, a AG ¢ igual a GC. Como,
de fato, a reta AC foi cortada, por um lado, em iguais
no G, e, por outro lado, em desiguais no E, portanto, o 5 C
retﬁngulo contido pelas AE, EC, como quadrado sobre
a EG, ¢ igual ao sobre a GC; fique adicionado o sobre a GF [comum ;
portanto, o pelas AE, EC, com os sobre as GE, GFE é igual aos sobre as
CG, GE Mas, por um lado, o sobre a FE ¢ igual aos sobre as EG, GF e,

por outro lado, o sobre a FC ¢ igual aos sobre as CG, GF; portanto, o pelas
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AE, EC, com o sobre a FE, ¢é igual a0 sobre a FC. Mas a FC é igual a FB;
portanto, o pelas AE, EC, com o sobre a EF, ¢ igual ao sobre a FB. Pelas
mesmas coisas, entio, também o pelas DE, EB, com o sobre a FE, é igual
ao sobre a FB. Mas foi provado também o pelas AE, EC, com o sobre a FE,
igual ao sobre a FB; portanto, o pelas AE, EC, com o sobre a FE, ¢ igual
ao pelas DE, EB, com o sobre a FE. Fique subtraido o sobre a FE comum;
portanto, o retingulo contido pelas AE, EC restante ¢ igual ao retingulo
contido pelas DE, EB.

Portanto, caso, em um circulo, duas retas se cortem, o retdngulo contido
pelos segmentos de uma ¢é igual ao retAngulo contido pelos segmentos da

outra; o que era preciso PI‘OV&I‘.

36.

Caso seja tomado algum ponto exterior a utm circulo, e, a partir dele,
duas retas caiam sobre o circulo, e uma delas corte o circulo, ¢ a outra seja
tangente, o pela que corta toda e pela cortada exteriormente entre tanto
0 ponto quanto a circunferéncia convexa serd igual ao quadrado sobre a
tangente.

A Fique, pois, tomado algum ponto, o D, exterior ao

circulo ABC, e, a partir do D, as duas retas DC [A], DB

B caiam sobre o circulo ABC: e, uma, a DCA corte o circulo
ABC, e aoutra,a BD, seja tangente; digo que o retﬁngulo

C contido pelas AD, DC ¢ igual ao quadrado sobre a DB.
Portanto, a [D]|CA ou é pelo centro ou ndo. Seja,

D primeiramente, pelo centro, e seja o I centro do circulo
ABC, ¢ ﬁque ligada a FB; portanto, o sob FBD é reto. E, como a reta AC
foi cortada em duas no F e a CD foi adicionada a ela, portanto, o pelas
AD, DC, com o sobre a FC, é igual a0 sobre a FD. Mas a FC é igual a FB;
portanto, o pelas AD, DC, com o sobre a FB, é igual ao sobre a FD. Mas
os sobre as FB, BD sio iguais ao sobre a FD: portanto, o pelas AD, DC,
com o sobre a FB, é igual aos sobre as FB, BD. Fique subtraido o sobre a FB

comum; portanto, o pelas AD, DC restante ¢ igual ao sobre a tangente DB.
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Mas, entdo, a DCA nio seja Pelo centro do
circulo ABC, e fique tomado o centro E, e, a
partir do E, ﬁque tragada a perpendicular EF a
AC, e ﬁquem ligadas as EB, EC, ED; portanto, A

o sob EBD € reto. E, como alguma reta pelo D

B

centro, a EF, corta alguma reta nio pelo centro,
a AC, em Angulos retos, também a corta em duas; portanto, a AF ¢ igual 3
FC. E, como a reta AC foi cortada em duas no ponto E e foi adicionada a ela
a CD, portanto, o pelas AD, DC, com o sobre a FC, ¢é igual ao sobre a FD.
Fique adicionado o sobre a FE comum; portanto, o pelas AD, DC, com os
sobre as CF, FE, ¢ igual aos sobre as FD, FE. Mas o sobre a EC ¢ igual
aos sobre as CF, FE; pois, o [Angulo] sob EFC [€] reto; e o sobre a ED
é igual aos sobre as DE, FE; portanto, o pelas AD, DC, com o sobre a
EC, ¢igual ao sobre a ED. Mas a EC éigual 2 EB; portanto, o pelas AD, DC,
com o sobre a EB ¢ igual ao sobre a ED. E os sobre as EB, BD sio iguais
a0 sobre a ED; pois o ﬁngulo sob EBD ¢ reto; portanto, o pelas AD, DC
restante, com o sobre a EB, é igual aos sobre as EB, BD. Fique subtraido o
sobre a EB comum; portanto, o pelas AD, DC ¢ igual ao sobre a DB.
Portanto, caso seja tomado algum ponto exterior a um circulo, e, a par-
tir dele, duas retas caiam sobre o circulo, e uma delas corte o circulo, e a
outra seja tangente, o retAngulo contido pela que corta toda e pela cortada
exteriormente entre tanto o ponto quanto a circunferéncia convexa serd

1gual a0 quadrado sobre a tangente; o que era preciso provar‘

37.

Caso seja tomado algum ponto exterior a um circulo, ¢, a partir do ponto,

duas retas caiam sobre o circulo, e uma delas corte o circulo, e a outra caia

sobre, ¢ o pela que corta toda ¢ pela que ¢ cortada exteriormente entre tanto

0 ponto quanto a circunferéncia convexa seja igual ao sobre a que cai sobre,
a que cai sobre serd tangente ao circulo.

Fique, pois, tomado algum ponto, o D, exterior ao circulo ABC, ¢, a

partir do D, as duas retas DCA, DB caiam sobre o circulo ABC, e uma,
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a DCA corte o circulo, e a outra, a DB, caia sobre, ¢ seja o pelas AD, DC
igual ao sobre a DB. Digo que a DB ¢ tangente ao circulo ABC.

Fique, pois, tracada a tangente DE ao ABC,

D E e ﬁque tomado o centro do circulo ABC, ¢ seja

o E e fiquem ligadas as FE, FB, FD. Portanto, o

sob FED é reto. E, como a DE ¢ tangente ao

B A circulo ABC, e a DCA corta, portanto, o pelas

AD, DC ¢ igual ao sobre a DE. Mas também o

pelas AD, DC era igual ao sobre a DB; portanto, o sobre a DE ¢ igual ao

sobre a DB; portanto, a DE ¢ igual 2 DB. Mas também a FE ¢ igual a FB;

entio, as duas DE, EF sio iguais as duas DB, BF; ¢ a FD ¢ base comum

deles; portanto, o Angulo sob DEF ¢ igual ao 4ngulo sob DBE Mas, o sob

DEF é reto; portanto, também o sob DBF é reto. E a FB prolongada ¢ um

didmetro; mas, a tragada em Angulos retos com o didmetro, a partir de uma

extremidade, é tangente ao circulo; portanto, a DB ¢ tangente ao circulo

ABC. Do mesmo modo, entio, seri provado, €aso o centro seja encontrado

a0 acaso sobre a AC.

Portanto, caso seja tomado algum ponto exterior a um circulo, e a partir
do ponto, duas retas caiam sobre o circulo, e uma delas corte o circulo, e a
outra caia sobre, e o pela que corta toda e pela cortada exteriormente entre
tanto o ponto quanto a circunferéncia convexa seja igual ao sobre a que

cai sobre, a que cai sobre serd tangente ao circulo; o que era preciso provar.






Livro IV

Defini¢oes

. Uma ﬁgura retilinea é dita estar inscrita em uma ﬁgura retilinea, quando
cada um dos Angulos da figura inscrita toque cada um dos lados daquela
na qual estd inscrita.

. E, do mesmo modo, uma ﬁgura ¢ dita estar circunscrita a uma ﬁgura,
quando cada lado da circunscrita toque cada dngulo daquela 3 qual estd
circunscrita.

. Uma figura retilinea ¢ dita estar inscrita em um circulo, quando cada
ingulo da inscrita toque a circunferéncia do circulo.

. Euma ﬁgura retilinea é dita estar circunscrita a um circulo, quando cada
lado da circunscrita seja tangente & circunferéncia do circulo.

. E um circulo ¢ dito, do mesmo modo, estar inscrito em uma ﬁgura,
quando a circunferéncia do circulo toque cada lado daquela na qual estd
nscrito.

. E um circulo é dito estar circunscrito a uma ﬁgura, quando a circunfe-
réncia do circulo toque cada dngulo daquela & qual estd circunscrito.

. Uma reta é dita estar ajustada em um circulo, quando as extremidades

dela estejam sobre a circunferéncia do circulo.
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Ajustar, no circulo dado, uma reta igual & reta dada, que nao ¢ maior

do que o didmetro do circulo.

Sejam o circulo dado ABC, e a reta dada D, nio D
maior do que o didmetro do circulo; é preciso, entio, ._.
) , . . A
ajustar no cfrculo ABC uma reta igual a reta D.
Fique tragado o didmetro BC do circulo ABC. Se, B
por um lado, de fato, a BC éigual a D, seria produzido -

o prescrito; pois a BC, igual a reta D, foi ajustada no
circulo ABC. Se, por outro lado, a BC é maior do que a D, ﬁque posta a
CE igual 2 D, e, com o centro C e a distincia CE, fique descrito o circulo
EAE e ﬁque ligada a CA.

Como, de fato, o ponto C ¢ centro do circulo EAF a CA ¢ igual a CE.
Mas a CE ¢ igual a D; portanto, também a D é igual a CA.

Portanto, no circulo dado ABC, foi ajustada a CA igual A reta dada D;

o que era preciso fazer.

2.

No circulo dado, inscrever um tridngulo equidngulo com o tridngulo dado.

Sejam o circulo dado ABC e o tridngulo
dado DEF; é preciso, entio, no circulo ABC B E
inscrever um tridngulo equidngulo com o b F
tridingulo DEE D
Fique tragada a tangente GH ao circulo G C
ABC no A, e ﬁquem construidos, sobre a
reta AH e no ponto A sobre ela, o sob HAC H
igual ao Angulo sob DEF, e sobre a reta AG
e no ponto A sobre ela, o sob GAB igual ao [ﬁngulo} sob DFE, e ﬁque
ligada a BC.
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Como, de fato, alguma reta, a AH, é tangente ao circulo ABC, e, a partir
da jungio no A, foi tragada a reta AC através no circulo, portanto, o sob
HAC é igual ao ﬁngulo no segmento alterno do circulo, o sob ABC. Mas
o sob HAC ¢ igual ao sob DEF; portanto, também o ﬁngulo sob ABC ¢
igual ao sob DEE Pelas mesmas coisas, entdo, também o sob ACB ¢ igual
ao sob DFE: portanto, também o sob BAC restante é igual ao sob EDF
restante; [portanto, o tridngulo ABC é equidngulo com o tridngulo DEF,
e foi inscrito no circulo ABC].

Portanto, no circulo dado, foi inscrito um tridngulo equingulo com o

tridngulo dado; o que era preciso fazer.

Ao circulo dado, circunscrever um tridngulo equidngulo
com o tridngulo dado.

Sejam o circulo dado ABC e o tridngulo

dado DEF; ¢ preciso, entio, ao circulo

M H
F ABC, circunscrever um triﬁngulo equian-
A B E D gulo com o triﬁngulo DEE
Fique prolongada a EF em cada lado nos
L C N G

pontos G, H, e ﬁque tomado o centro K

do circulo ABC, ¢ ﬁque tracada através, ao

acaso, a reta KB, e ﬁquem construidos, sobre a reta KB e no ponto K sobre

ela, por um lado, o sob BKA igual a0 ﬁngulo sob DEG, e, por outro lado,

o sob BKC igual ao sob DFH, e, pelos pontos A, B, C, fiquem tragadas as
LAM, MBN, NCL tangentes ao circulo ABC.

E, como as LM, MN, NL sio tangentes ao circulo ABC nos pontos A,

B, C, ¢, a partir do centro K até os pontos A, B, C, sio ligadas as KA, KB,

KC, portanto, os ﬁngulos junto aos pontos A, B, C sio retos. E, como os

quatro ﬁngulos do quadrilétero AMBK sio iguais a quatro retos, visto que

também o AMBK ¢ dividido em dois triﬁngulos, e 0s ﬁngulos sob KAM,

KBM sio retos, portanto, os sob AKB, AMB restantes sio iguais a dois

retos. Mas também os sob DEG, DEF sio iguais a dois retos: portanto, os

189



Euclides

sob AKB, AMB sio 1guais aos sob DEG, DEE dos quais o sob AKB ¢ igual
ao sob DEG; portanto, o sob AMB restante ¢ igual ao sob DEF restante.
Do mesmo modo, entio, serd provado que o sob LNB é igual ao sob DFE;
portanto, também o sob MLN restante é igual ao sob EDF [restante].
Portanto, o trifngulo LMN ¢ equiingulo com o tridngulo DEF; e foi cir-
cunscrito ao circulo ABC.

Portanto, ao circulo dado, foi circunscrito um tridngulo equingulo com

o triﬁngulo dado; o que era preciso fazer.

4.
Inscrever wm circulo no tridngulo dado.

Seja o trifingulo dado ABC; ¢ preciso, entdo, ins- A
crever um circulo no triﬁngulo ABC. .
Fiquem cortados os dngulos ABC, ACB em dois E G

%

pelas retas BD, CD, e encontrem-se no ponto D, "\
e ﬁquem tracadas, a partir do D, as DE, DE DG B A‘.A C
perpendiculares as AB, BC, CA.

E, como o ﬁngulo sob ABD ¢ igual a0 sob CBD, e também o sob BED,
reto, é igual ao sob BFD, reto, entdo, os EBD, FBD sio dois tridngulos,
tendo os dois ﬁngulos 1guais aos dois ﬁngulos e um lado igual aum lado, o
que se estende sob um dos ﬁngulos iguals, comum deles, o BD:; portanto,
também terdo os lados restantes iguais aos lados restantes; portanto, a
DE ¢ igual 3 DE Pelas mesmas coisas, entio, também a DG é igual a DE
Portanto, as trés retas DE, DE DG sio iguais entre si; portanto, o circulo
descrito, com o centro D, e distincia uma das E, E G, passard também pelos
pontos restantes e serd tangente as retas AB, BC, CA, por serem retos os
ﬁngulos junto aos pontos E, E G. Pois, se corta-as, a tracada, a partir de
uma extremidade, em ﬁngulos retos com o didmetro do circulo, caird no
interior do circulo; o que foi provado absurdo; portanto, o circulo descrito,
com o centro D e distAncia uma das E, E G, nio corta as retas AB, BC, CA;
portanto, serd tangente a elas, e o circulo estard inscrito no triﬁngulo ABC.

Fique inscrito como o FGE.
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Portanto, foi inscrito o circulo EFG no triﬁngulo dado ABC: o que era

preciso fazer.

5.
Cir[%nst‘ff”er um C{TCMZO ao triﬁng%lo dﬂdo.
A Seja o triﬁngulo dado ABC; ¢
‘\ E preciso, [entdo], circunscrever um
B ‘(A\ C cfrcglo ao triﬁngulo dado ABC.
A v Fiquem cortadas as retas AB, AC

B N~ C em duas nos pontos D,E, e a partir
A dos pontos D, E, ﬁquem tracadas as

B DE EF em Angulos retos com as AB,

C AC; encontrar-se-30, entio, ou no

interior do tridngulo ABC ou sobre a
reta BC ou no exterior da BC.

Encontrem-se, primeiramente, no interior,no I, e ﬁquem Iigadas as FB,
FC, FA. E, como a AD ¢ igual 3 DB, mas também a DF, em Angulos retos,
¢ comum, portanto, a base AF ¢ igual A base FB. Do mesmo modo, entio,
provaremos que também a CF ¢ igual 2 AF; desse modo, também a FB é igual
a FC; portanto, as trés FA, FB, FC sdo 1guais entre st. Portanto, o circulo
descrito, com o centro F e distincia uma das A, B, C, passard também pelos
pontos restantes, e o circulo estard circunscrito ao triﬁngulo ABC. Fique
circunscrito como o ABC.

Mas, entio, encontrem-se as DE EF sobre a reta BC no F como se tem
na segunda ﬁgura, e ﬁque ligada a AE Do mesmo modo, entio, provaremos
que o ponto F ¢ centro do circulo circunscrito ao tridngulo ABC.

Mas, entio, encontrem-se as DF EF no exterior do tridingulo ABC
no F de novo, como se tem na terceira ﬁgura, e ﬁquem ligadas as AF, BE,
CE E, como, de novo, a AD ¢ igual 3 DB, mas também a DE, em 4ngulos
retos, ¢ comum, portanto, a base AF ¢ igual 3 base BE Do mesmo modo,
entdo, provaremos que também a CF ¢ igual a AF; desse modo, também a

BF ¢ igual a FC; portanto, [de novo], o circulo descrito, com o centro F
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e distincia uma das FA, FB, FC, passard também pelos pontos restantes, e
estari circunscrito ao triﬁngulo ABC.
Portanto, um circulo foi circunscrito ao triﬁngulo dado; o que era pre-

ciso fazer.

[COROLARIO]

E, & evidente que, por um lado, quando o centro do circulo cai no interior
do triﬁngulo, o ﬁngulo sob BAC, que se encontra em um segmento maior do
que o semicirculo, é menor do que um reto; por outro lado, quando o centro
cai sobre a reta BC, o ﬁngulo sob BAC, que se encontra em um semicirculo
é reto; enquanto, quando o centro do circulo cai no exterior do tridngulo,
o sob BAC, que se encontra em um segmento menor do que o semicirculo,
¢ maior do que um reto. [Desse modo, também, quando o) ﬁngulo dado se
encontre menor do que um reto, as DE EF cairio no interior do tridngu-
lo, e quando um reto, sobre a BC, mas quando maior do que um reto, no

exterior da BC; o que era preciso fazer. |
6.

Inscrever um guadmdo no [1,1”[14[0 dado.

Sejao circulo dado ABCD; é preciso, entdo, inscrever
um quadrado no circulo ABCD. A
Fiquem tragados os dois didmetros AC, BD do cfr-

culo, em ﬁngulos retos entre si, e ﬁquem Iigadas as AB, B D
BC, CD, DA.
E, como a BE ¢ igual a ED; pots, o E é centro; e a EA C

é comum e também em ﬁngulos retos, portanto, a base

AB ¢ igual 3 base AD. Pelas mesmas coisas, entio, também cada uma das
BC, CD ¢ igual a cada uma das AB, AD; portanto, o quadrilétero ABCD
é equilétero. Digo, entao, que também é retangular. Pois, como a reta BD é
didmetro do circulo ABCD, portanto, o BAD ¢é um semicirculo; portanto,
o Angulo sob BAD ¢é reto. Pelas mesmas coisas, entdo, também cada um dos

sob ABC, BCD, CDA é reto; portanto, o quadrilitero ABCD ¢ retangular.
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Mas foi também provado equﬂétero; portanto, ¢ um quadrado. E foi ins-
crito no circulo ABCD.
Portanto, foi inscrito o quadrado ABCD no circulo dado; o que era

preciso fazer.
7.

Circunscrever um quadmdo ao [1/1’[1410 dado.

G A F Seja o circulo dado ABCD; € preciso, entio, circuns-
\ crever um quadrado ao circulo ABCD.

B E D Fiquem tragados os didmetros AC, BD do circulo

/ ABCD em ﬁngulos retos entre si, e, pelos pontos A,

" . 3 B, C, D, ﬁquem tracadas as FG, GH, HK, KE, que sdo

tangentes ao circulo ABCD.

Como, de fato, a FG ¢ tangente ao circulo ABCD, e, a partir do centro
E até a jungio no A foi ligada a EA, portanto, os dngulos junto ao A sio
retos. Pelas mesmas coisas, entio, os ﬁngulos junto aos pontos B, C, D
também sio retos. E, como o ﬁngulo sob AEB ¢ reto, mas também o sob
EBG ¢ reto, portanto, a GH ¢é paralela 3 AC. Pelas mesmas coisas, entio,
também a AC ¢ paralela A FK. Desse modo, também a GH é paralela a FK.
Do mesmo modo, entdo, provaremos que também cada uma das GE, HK
é paralela a BED. Portanto, os GK, GC, AK, FB, BK sio paralelogramos;
portanto, por um lado,a GF é igual aHK, e, por outro lado,a GH,AFK. E,
como a AC éigual 2 BD, mas também, por um lado, a AC ¢ igual a cada uma
das GH, FK, e, por outro lado, a BD, a cada uma das GE HK [portanto,
também cada uma das GH, FK ¢ igual a cada uma das GE HK], portanto, o
quadrilétero FGHK ¢ equilétero. Digo, entdo, que também é retangular.
Pois, como o GBEA é um paralelogramo, o sob AER é reto, portanto, tam-
bém o sob AGB ¢ reto. Do mesmo modo, entdo, provaremos que também
0s ﬁngulos junto aos H, K, F sdo retos.

Portanto, o FGHK é retangular. E foi provado também equildtero; por-
tanto, é um quadrado‘ E foi circunscrito ao circulo ABCD.

Portanto, foi circunscrito um quadrado ao circulo dado; o que era pre-

ciso fazer.
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8.

Inscrever um circulo no quadrado dado.

Seja o quadrado dado ABCD:; é preciso, entio, 1ns-

crever um circulo no quadrado ABCD. A ; D
Fique cortada cada uma das AD, AB em duas nos G\
pontos E, F e, por um lado, pelo E, fique tragada a EH F K

paralela a qualquer uma das AB, CD, e, por outro lado, /

pelo E fique tragada a FK paralela a qualquer uma das B H C
AD, BC; portanto, cada um dos AK, KB, AH, HD, AG,
GC, BG, GD é um paralelogramo, e os lados opostos deles [sﬁo}, clara-
mente, iguais. E, como a AD ¢é igual a AB, e, por um lado, a AE ¢ metade
da AD, e, por outro lado, a AF é metade da AB, portanto, também a AE
¢ igual 3 AF; desse modo, também os opostos; portanto, também a FG ¢é
igual 3 GE. Do mesmo modo, entio, provaremos que também cada uma das
GH, GK ¢ igual a cada uma das FG, GE; portanto, as quatro GE, GE GH,
GK [sio] iguais entre st. Portanto, o circulo descrito, por um lado, com
o centro G, e, por outro lado, com distincia uma das E, E H, K, passard
também pelos pontos restantes; e serd tangente as retas AB, BC, CD, DA,
por serem retos os ﬁngulos junto aos E, F H, K; pois, se o circulo corta as
AB, BC, CD, DA, a tragada, a partir de uma extremidade, em 4ngulos retos
com o didmetro do circulo, caird no interior do circulo; o que fot provado
absurdo. Portanto, o circulo descrito, com o centro G e com distincia uma
das E, F, H, K, ndo corta as retas AB, BC, CD, DA. Portanto, seri tangente
a elas e estard inscrito no quadrado ABCD.

Portanto, foi inscrito um circulo no quadrado dado; o que era preciso

f-azer‘

194



Os elementos

0.
Circunscrever um circulo ao quadrado dado.

A Seja o quadrado dado ABCD; ¢ preciso, entao, cir-
cunscrever um circulo ao quadrado ABCD.
B D Tendo, pois, sido Iigadas as AC, BD, cortam-se entre
sino E.
E, como a DA ¢ igual a AB, e a AC é comum, entio,

as duas DA, AC sio iguais as duas BA, AC; e a base DC
¢ igual a base BC; portanto, o Angulo sob DAC ¢ igual ao dngulo sob BAC;

C

portanto, o ﬁngulo sob DAB foi cortado em dois pela AC. Do mesmo
modo, entio, provaremos que também cada um dos sob ABC, BCD, CDA
foi cortado em dois pelas retas AC, DB. E, como o ﬁngulo sob DARB ¢ igual
a0 sob ABC, ¢, por um lado, 0 sob EAB ¢ metade do sob DAB, e, por outro
lado, o sob EBA ¢ metade do sob ABC, portanto, também o sob EAB é
igual a0 sob EBA; desse modo, também o lado EA ¢ igual ao EB. Do mesmo
modo, entdo, provaremos que cada uma das [retas| EA, EB ¢ igual a cada
uma das EC, ED. Portanto, as quatro EA, EB, EC, ED sao iguais entre si.
Portanto, o circulo descrito, com o centro E e com distincia uma das A,
B, C, D, passara também pelos pontos restantes e estard CIrcunscrito ao
quadrado ABCD. Fique circunscrito como o ABCD.

Portanto, foi circunscrito um circulo ao quadrado dado; o que era pre-

ciso fazer.

10.

Construir um tridngulo isésceles, tendo cada wm dos dngulos junto
a base o dobro do restante.

B
A D Fique posta alguma reta, a AB, e ﬁque cortada no

0

E

ponto C, de modo a ser o retingulo contido pelas AB,
BC igual ao quadrado sobre a AC; e, com o centro A e

a distdncia AB, fique descrito o circulo BDE, e fique
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ajustada no circulo BDE a reta BD igual areta AC, que ndo é mator do que
o didmetro do circulo BDE; e fiquem ligadas as AD, DC, e fique o circulo
ACD circunscrito ao tridngulo ACD.

E, como o pelas AB, BC ¢ igual ao sobre a AC, e a AC ¢ igual aBD, por-
tanto, o pelas AB, BC ¢ igual ao sobre a BD. E, como foi tomado algum
ponto, o B, no exterior do circulo ACD, e, a partir do B, as duas retas BA,
BD cafram sobre o circulo ACD, e uma delas corta, e a outra cai sobre, e o
pelas AB, BC ¢ igual ao sobre a BD, portanto, a BD ¢ tangente ao circulo
ACD. Como, de fato, por um lado, a BD ¢é tangente, e, por outro lado, a
partir da jungio no D, a DC foi tragada através, portanto, o Angulo sob BDC
é igual ao ﬁngulo no segmento alterno do circulo, o sob DAC. Como, de
fato, o sob BDC é igual ao sob DAC, fique adicionado o sob CDA comum;
portanto, o sob BDA todo é igual aos dois sob CDA, DAC. Mas o sob
BCD, exterior, ¢ igual aos sob CDA, DAC; portanto, também o sob BDA
é igual 2o sob BCD. Mas o sob BDA é igual ao sob CBD, porque também
o lado AD ¢ igual a0 AB; desse modo, também o sob DBA ¢ igual a0 sob
BCD. Portanto, os trés sob BDA, DBA, BCD sio iguais entre si. E, como
o ﬁngulo sob DBC ¢ igual a0 sob BCD, também o lado BD ¢ igual ao lado
DC. Mas a BD foi suposta igual 3 CA; portanto, também a CA ¢ igual a CD;
desse modo, também o ﬁngulo sob CDA ¢ igual a0 sob DAC; portanto, os
sob CDA, DAC sio o dobro do sob DAC. Mas o sob BCD ¢ igual aos sob
CDA, DAC; portanto, também o sob BCD ¢é o dobro do sob CAD. Mas
o sob BCD ¢ igual a cada um dos sob BDA, DBA; portanto, também cada
um dos sob BDA, DBA é o dobro do sob DAB.

Portanto, foi construido o triﬁngulo isésceles ABD, tendo cada um dos

ingulos junto a base o dobro do restante; o que era preciso fazer.

IT.

Inscrever, no circulo dado, um pentdgono tanto equildtero
quanto equidngulo.

Seja o circulo dado ABCDE; ¢ preciso, entdo, inscrever no circulo

ABCDE um pentdgono tanto equilétero quanto equiﬁngulo.
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A Fique posto o triﬁngulo isésceles

o

FGH, tendo cada um dos dngulos junto
aos G, H o dobro do junto ao I e ﬁque
inscrito no circulo ABCDE o triﬁmgulo

ACD equiingulo com o tridngulo FGH,

(9p]
M

D de modo a ser, por um lado, o sob CAD
igual ao 4ngulo junto ao E e, por outro
lado, cada um dos junto aos G, H igual a
cada um dos sob ACD, CDA; portanto,
também cada um dos sob ACD, CDA ¢ o dobro do sob CAD. Fique, entio,
cortado cada um dos sob ACD, CDA em dois por cada uma das retas CE,
DB, e fiquem ligadas as AB, BC, [CD], DE, EA.

Como, de fato, cada um dos ﬁngulos ACD, CDA ¢ o dobro do sob CAD
e sdo cortados em dois pelas retas CE, DB, portanto, os cinco Angulos sob

DAC, ACE, ECD, CDB, BDA sao iguais entre si. Mas os ﬁngulos iguais

situam-se sobre circunferéncias iguais; portanto, as cinco circunferéncias

G H

AB, BC, CD, DE, EA sio iguais entre si. Mas retas 1guats estendem-se sob
as circunferéncias iguais; portanto, as cinco retas AB, BC, CD, DE, EA sio
iguais entre si; portanto, o pentdgono ABCDE ¢ equilétero. Digo, ento,
que também é equiﬁngulo. Pois, como a circunferéncia AB é igual A circun-
feréncia DE, fique adicionada a BCD comum; portanto, a circunferéncia
ABCD toda é igual A circunferéncia EDCB toda. E, por um lado, o 4ngulo
sob AED situa-se sobre a circunferéncia ABCD, e, por outro lado, o ﬁngulo sob
BAE, sobre a circunferéncia EDCB; portanto, também o Angulo sob BAE ¢
igual a0 sob AED. Pelas mesmas coisas, entio, também cada um dos angu-
los sob ABC, BCD, CDE ¢ igual a cada um dos sob BAE, AED; portanto,
o pentdgono ABCDE ¢ equiﬁngulo. Mas foi também provado equilétero.
Portanto, foi inscrito, no circulo dado, um pentdgono tanto equilétero

quanto equiﬁngulo; 0 que era preciso fazer.
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12.

Circunscrever, ao circulo dado, um pentdgono equildtero
e também equidngulo.

Seja o circulo dado ABCDE; ¢ preciso, [entdo], ao
circulo ABCDE circunscrever um pentdgono equild-
tero e também equidngulo.

Fiquem concebidos os pontos A, B, C, D, E dos
ngulos do pentagono inscrito de modo a serem iguais
as circunferéncias AB, BC, CD, DE, EA; e, pelos A, B,
C, D, E, ﬁquem tracadas as GH, HK, KL, LM, MG
tangenciando o circulo, e fique tomado o centro F do circulo, e fiquem
Iigadas as FB, FK, FC, FL, FD.

E como, por um lado, areta KL é tangente a0 ABCDE no C, e, a partir do

centro Faté ajungio no C, foi ligada a FC, portanto, a FC é perpendicular
KL; portanto, cada um dos ﬁngulos junto ao C ¢ reto. Pelas mesmas coisas,
entio, também os ﬁngulos junto a0s pontos B, D sao retos. E, como o ﬁngulo
sob FCK é reto, portanto, o sobre a FK ¢é igual aos sobre as FC, CK. Pelas
mesmas coisas, entdo, também o sobre a FK ¢ igual aos sobre as FB, BK;
desse modo, os sobre as FC, CK s3o iguais aos sobre as FB, BK, dos quais
o sobrea FC ¢ igual ao sobre a FB: portanto, o sobre a CK restante é igual
ao sobre a BK. Portanto, a BK ¢ igual 3 CK. E, como a FB é igual 3 FC, e a
FK é comum, entio, as duas BE FK sio iguais as duas CF, FK; e a base BK
[é] igual a base CK; portanto, por um lado, o Angulo sob BFK ¢ igual ao
[ﬁngulo} sob KFC; e, por outro lado, o sob BKF, ao sob FKC; portanto, por
um lado, o sob BFC ¢ o dobro do sob KFC, ¢, por outro lado, o sob BKC,
do sob FKC. Pelas mesmas coisas, entdo, também, por um lado, o sob CFD
¢ o dobro do sob CFL, e, por outro lado, 0 sob DLC, do sob FLC. E, como
a circunferéncia BC é igual 3 CD, também o Angulo sob BFC ¢é igual ao sob
CED. E, por um lado, o sob BFC é o dobro do sob KFC, e, por outro lado,
o sob DFC, do sob LFC; portanto, também o sob KFC ¢ igual ao sob LFC;
mas também o ﬁngulo sob FCK ¢ igual ao sob FCL. Entio, os FKC, FLC

sdo dois tridngulos, tendo os dois Angulos iguais aos dois dngulos e um
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lado igual a um lado, o FC comum deles; portanto, terdo também os lados
restantes iguais aos lados restantes e o dngulo restante ao Angulo restante;
portanto, por um lado, a reta KC é igual a CL, e, por outro lado, o ﬁngulo
sob FKC, ao sob FLC. E, como a KC ¢ igual a CL, portanto, a KL é o dobro
da KC. Pelas mesmas coisas, entio, serd também provada a HK o dobro da
BK. E aBK ¢ igual a KC; portanto, também a HK ¢é igual a KL. Do mesmo
modo, entdo, também cada uma das HG, GM, ML serd provada igual a
cada uma das HK, KL; portanto, o pentdgono GHKLM ¢ equilétero. Digo,
entdo, que é também equidngulo. Pois, como o Angulo sob FKC ¢ igual ao
sob FLC, e foi provado, por um lado, o sob HKL o dobro do sob FKC, e,
por outro lado, o sob KLLM o dobro do sob FLC, portanto, também o sob
HKL ¢ igual ao sob KLM. Do mesmo modo, entdo, também cada um dos
sob KHG, HGM, GML seri provado igual a cada um dos sob HKL, KLM:
portanto, os cinco ﬁngulos sob GHK, HKL, KLM, LMG, MGH sio iguais
entre si. Portanto, o pentdgono GHKLM ¢ equiﬁngulo. Mas foi provado
também equilétero, e foi circunscrito ao circulo ABCDE.

[Portanto, foi circunscrito, ao circulo dado, um pentigono equilétero

e também equidngulo]; o que era preciso fazer.

I3.

Inscrever um circulo no pentdgono dado, que ¢ equildtero
e também equidngulo.

Seja o pentdgono dado ABCDE equilétero e tam-
G M bém equiﬁngulo; é preciso, entio, inscrever um circulo

B g no pentigono ABCDE.
Fique, pois, cortado cada um dos 4ngulos sob
H L BCD, CDE em dois por cada uma das retas CF, DF;
C K D e, a partir do ponto E no qual as retas CE DF se
encontram, fiquem ligadas as retas FB, FA, FE. E,
como a BC ¢ igual 3 CD, e a CF é comum, entio, as duas BC, CF sio iguais
as duas DC, CF; e o angulo sob BCF [¢] igual ao sob DCE; portanto, a
base BF ¢ igual 3 base DE ¢ o triﬁngulo BCF ¢ igual a0 triﬁngulo DCE,
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¢ os Angulos restantes serdo iguais aos dngulos restantes, sob os quais se
estendem os lados iguais; portanto, o Angulo sob CBF ¢é igual ao sob CDE E,
como o sob CDE é o dobro do sob CDF, mas, por um lado, o sob CDE
é igual ao sob ABC, e, por outro lado, o sob CDF, ao sob CBE portanto,
também o sob CBA ¢ o dobro do sob CBF; portanto, o Angulo sob ABF ¢
igual ao sob FBC: portanto, o ﬁngulo sob ABC foi cortado em dois pela
reta BE Do mesmo modo, entio, serd provado que também cada um dos
sob BAE, AED foi cortado em dois por cada uma das retas FA, FE. Fiquem,
entdo, tragadas, a partir do ponto F as perpendiculares FG, FH, FK, FL,
FM as retas AB, BC, CD, DE, EA. E, como o 4ngulo sob HCF ¢ igual ao
sob KCE e também o sob FHC, reto, ¢ igual ao sob FKC, [reto], entio,
os FHC, FKC sio dois tridngulos, tendo os dois dngulos iguais aos dois
ingulos e um lado igual a um lado, 0 FC comum deles, que se estende sob
um dos dngulos iguais; portanto, também terdo os lados restantes iguais
aos lados restantes; portanto, a perpendicular FH ¢ igual a perpendicular
FK. Do mesmo modo, entio, serd provado que também cada uma das FL,
FM, FG ¢ igual a cada uma das FH, FK; portanto, as cinco retas FG, FH,
FK, FL, FM sao 1guats entre si. Portanto, o circulo descrito, com o centro F
e distincia uma das G, H, K, L, M, passara também pelos pontos restantes
e serd tangente as retas AB, BC, CD, DE, EA, por serem retos os ﬁngulos
junto aos pontos G, H, K, L, M. Pois, se ndo ¢ tangente a elas, mas corta-as,
acontecerd a tragada, a partir de uma extremidade, em Angulos retos com o
didmetro do circulo, cair no interior do circulo; o que foi provado absurdo.
Portanto, o circulo descrito com o centro F e com distAncia uma das G, H,
K, L, M, nao corta as retas AB, BC, CD, DE, EA; portanto, serd tangente
a elas. Fique descrito como o GHKLM.

Portanto, foi inscrito um circulo no pentdgono dado, que ¢é equilétero

e também equiﬁngulo; 0 que era preciso fazer.
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14.

Circunscrever um circulo ao pentdgono dado, que ¢ equildtero
e também equidngulo.

Seja o pentdgono dado ABCDE, que é equilétero e também equiﬁngulo;

é preciso, entio, circunscrever um circulo ao pentagono ABCDE.
Fique, entdo, cortado cada um dos Angulos sob BCD,
A CDE em dois por cada uma das CE DE e, a partir do
ponto E no qual as retas se encontram, até os pontos
B, A, E, fiquem ligadas as retas FB, FA, FE. Do mesmo
modo, entdo, que antes disto, serd provado que também
C D cada um dos Angulos sob CBA, BAE, AED foi cortado
em dois por cada uma das retas FB, FA, FE. E, como o
ngulo sob BCD ¢ igual ao sob CDE, e, por um lado, 0 sob FCD ¢ metade
do sob BCD, e, por outro lado, o sob CDF é metade do sob CDE, portanto,
também o sob FCD ¢ igual a0 sob FDC; desse modo, também o lado FC é
igual ao lado FD. Do mesmo modo, entio, serd provado que também cada
uma das FB, FA, FE ¢é igual acada uma das FC, FD; portanto, as cinco retas
FA, FB, FC, FD, FE sao iguais entre si. Portanto, o circulo descrito, com
o centro F e distincia uma das FA, FB, FC, FD, FE, passard também pelos
pontos restantes e estard circunscrito. Fique circunscrito e seja o ABCDE.
Portanto, foi circunscrito um circulo ao pentdgono dado, que é equild-

tero e também equiﬁngulo; 0 que era preciso fazer.

I5.

Inscrever, no circulo dado, um bexdgono equildtero e também equidngulo.

Seja o circulo dado ABCDEF; ¢ preciso, entdo, inscrever, no circulo
ABCDEE um hexégono equilétero e também equiﬁngulo.

Fique tragado o difimetro AD do circulo ABCDEE, e fique tomado o
centro G do circulo, e, por um lado, com o centro D, e, por outro lado,

com a distincia DG, fique descrito o circulo EGCH, e, tendo sido ligadas
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as EG, CG, ﬁquem tragadas através até os pontos B,Ee
ﬁquem Iigadas as AB, BC, CD, DE, EE FA; digo que o
hexdgono ABCDEF ¢ tanto equildtero quanto equidngulo.

Pois, como o ponto G é centro do circulo ABCDEE a
GE ¢ igual A GD. De novo, como o ponto D ¢ centro do

circulo GCH, a DE ¢ igual 3 DG. Mas a GE foi provada
igual 2 GD; portanto, também a GE ¢ igual 2 ED; portan-

to, o triﬁngulo EGD ¢ equilétero; portanto, também os trés ﬁngulos dele, os
sob EGD, GDE, DEG sio iguals entre si, Visto que os ﬁngulos junto a base
dos tridngulos isdsceles sio iguais entre si; e os trés Angulos do tridngulo
sdo 1guais a dois retos; portanto, o ﬁngulo sob EGD ¢ um terco de dois
retos. Do mesmo modo, entio, serd provado que também o sob DGC é um
terco de dois retos. E, como a reta CG, tendo sido alteada sobre a EB, faz os
ingulos sob EGC, CGB, adjacentes, iguais a dois retos, portanto, também o
sob CGB restante é um terco de dois retos. Portanto, os ﬁngulos sob EGD,
DGC, CGB sao iguais entre si; desse modo, também os no vértice, os sob
BGA, AGE, FGE sio iguais a eles [aos sob EGD, DGC, CGB]. Portanto,
0s seis ﬁngulos sob EGD, DGC, CGB, BGA, AGFE, FGE sio iguais entre
si. Mas os ﬁngulos iguais situam-se sobre circunferéncias iguais; portan-
to, as seis circunferéncias AB, BC, CD, DE, EE FA sio iguais entre Si.
Mas as retas iguais estendem-se sob as circunferéncias iguais; portanto, as
sels retas sio iguals entre si; portanto, o hexégono ABCDEEF ¢ equilétero.
Digo, entdo, que também ¢ equiﬁngulo. Pois, como a circunferéncia FA
¢ igual A circunferéncia ED, fique adicionada a circunferéncia ABCD co-
mum; portanto, a FABCD toda é igual 3 EDCBA toda; e, por um lado, o
ngulo sob FED situa-se sobre a circunferéncia FABCD, e, por outro lado,
o ﬁngulo sob AFE, sobre a circunferéncia EDCBA: portanto, o ﬁngulo sob
AFE ¢ igual a0 sob DEE Do mesmo modo, entdo, serd provado que também
os Angulos restantes do hexdgono ABCDEF sdo, um a um, iguais a cada um
dos ﬁngulos sob AFE, FED:; portanto, o hexégono ABCDEF ¢ equiﬁngulo.
E foi também provado equildtero; e foi inscrito no circulo ABCDEE
Portanto, foi inscrito, no circulo dado, um hexégono equilétero e tam-

bém equidngulo; o que era preciso fazer.
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COROLARIO

Disso, entio, é evidente que o lado do hexdgono é igual ao raio do circulo.
E, do mesmo modo que nas cotsas sobre o pentdgono, caso, pelas divi-
sdes no circulo, sejam tracadas tangentes ao circulo, estard circunscrito ao
circulo um hexdgono equilétero e também equiﬁngulo, de acordo com as
coisas ditas sobre o pentdgono. E ainda, pelas coisas semelhantes as ditas
sobre o pentigono, inscreveremos, no hexdgono dado, um circulo, e também

circunscreveremos; o que era PI‘ECiSO fazer.

16.

Inscrever, no circulo dado, um pentadecdgono equildtero
e também equidngulo.

A Seja o circulo dado ABCD; ¢ preciso, entio,
inscrever, no circulo ABCD, um pentadecégono
equilétero e também equiﬁngulo.

B Fiquem inscritos, no circulo ABCD, por um

lado, o lado AC do triﬁngulo equilétero nscri-

C to nele, e, por outro lado, o AB do pentigono;

D portanto, dos quats segmentos 1guais o circulo

¢ quinze, dos tais, por um lado, a circunferéncia

ABC, sendo um tergo do circulo, serd cinco, e, por outro lado, a circunfe-

réncia AB, sendo um quinto do circulo, serd trés. Portanto, dos iguais, a BC

restante serd dois. Fique, pois, cortada a BC em duas no E; portanto, cada
uma das circunferéncias BE, EC é um quinze avos do circulo.

Portanto, caso, tendo ligado as BE, EC, ajustemos no circulo ABCD [E ]

as iguais a elas, contiguamente, estard Inscrito nele um pentadecégono

equilétero e também equiﬁngulo; o que era preciso fazer.

E, do mesmo modo que as coisas sobre o pentdgono, caso, pelas divisoes
no circulo, tracemos tangentes ao circulo, serd circunscrito ao circulo um
pentadecdgono equilitero e também equidngulo. E, ainda, pelas provas
semelhantes is sobre o pentdgono, também no pentadecégono dado inscre-

veremos e também circunscreveremos um circulo; o que era preciso fazer.
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Livro V

Defini¢oes

I. Uma magnitude ¢ uma parte de uma magnitude, a menor da maior,
quando mega exatamente a maior.

2. E a mator é um multiplo da menor, quando seja medida exatamente
pela menor.

3. Uma razio ¢ a relagio de certo tipo concernente ao tamanho de duas
magnitudes de mesmo género.

4. Magnitudes sio ditas ter uma razio entre si, aquelas que multiplicadas
podem exceder uma a outra.

5. Magnitudes sio ditas estar na mesma razio, uma primeira para uma
segunda e uma terceira para uma quarta, quando os mesmos multiplos
da primeira e da terceira ou, 20 mesmo tempo, excedam ou, a0 mesmo
tempo, sejam iguais ou, a0 Mesmo tempo, sejam inferiores aos mes-
mos multipios da segunda e da quarta, relativamente a qualquer tipo
que seja de multiplicagio, cada um de cada um, tendo sido tomados
correspondentes.

6. Eas magnitudes, tendo a mesma razio, sejam ditas em proporgao.

7. E quando, dos mesmos miltiplos por um lado, o mdltiplo da primeira
exceda o multipio da segunda, e, por outro lado, o multiplo da tercei-
ra nio exceda o multiplo da quarta, entdo a primeira é dita ter para a
segunda uma razio maior do que a terceira para a quarta.

8. E uma proporgio em trés termos é a menor.
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E, quando trés magnitudes estejam em propor¢do, a primeira é dita ter
para a terceira uma razio dupla da que para a segunda.

E, quando quatro magnitudes estiverem em proporgio, a primeira é
dita ter para a quarta uma tripla razio da que para a segunda, e sempre
continuadamente do mesmo modo, quando a proporgio existir real-
mente.

Sio ditas magnitudes homdélogas, por um lado, os antecedentes, aos
antecedentes, e, por outro lado, os consequentes, aos consequentes.
Razio alternada é uma tomada do antecedente para o antecedente e do
consequente para o consequente.

Razio inversa é uma tomada do consequente como um antecedente
para o antecedente como um consequente.

Composigio de uma razio ¢ uma tomada do antecedente com o con-
sequente, como um, para o préprio consequente.

Separagio de uma razdo ¢ uma tomada do excesso, pelo qual o antece-
dente excede o consequente, para o préprio consequente.

Conversio de uma razio ¢ uma tomada do antecedente para o excesso
pelo qual o antecedente excede o consequente.

Razido por igual posto &, existindo numerosas magnitudes e outras
iguais a elas em quantidade, tomadas duas a duas ¢ na mesma razio,
quando, nas primeiras magnitudes, como a primeira esteja para a
dltima, assim, nas segundas magnitudes, a primeira para a Gltima; ou
de um outro modo: uma tomada dos extremos, de acordo com uma
remocio dos meios.

E uma proporgio perturbada é quando, existindo trés magnitudes e
outras iguais a elas em quantidade, tem lugar, por um lado, como um
antecedente para um consequente, nas primeiras magnitudes, assim
um antecedente para um consequente, nas segundas magnitudes, e, por
outro lado, como um consequente para alguma outra, nas primeiras

magnitudes, assim alguma outra para um antecedente, nas segundas.
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I.

Caso magnitudes, em quantidade qualquer, sejam o mesmo miiltiplo de
magnitudes, em quantidade qualgquer, iguais em quantidade, cada wma de
cada wma, quantas vezes wma das magnitudes ¢ de uma, tantas vezes todas

serdo de todas.

G H Sejam as magnitudes AB, CD,
A B C———=—D em quantidade qualquer, 0 mesmo
c . miltiplo das magnitudes E, F em

quantidade qualquer, iguais em quan-
tidade, cada uma de cada uma; digo que quantas vezes a AB ¢é de E tantas
vezes também as AB, CD serio das E, F.

Pois, como a AB é o mesmo mliltiplo da E que a CD ¢ da F, portanto,
quantas magnitudes iguais 3 E estdo na AB tantas também iguais a F estdo
na CD. Fiquem divididas, por um lado, a AB nas magnitudes AG, GB 1guaits
ak e, por outro lado, a CD nas CH, HD iguais a I; entdo, a quantidade
das AG, GB serd igual 3 quantidade das CH, HD. E, como, por um lado,
aAG ¢ igual aE, e, por outro lado,a CH,a E portanto, a AG é igual aE, e
as AG, CH, as E, E Pelas mesmas coisas, entio, a GB é igual AE, eas GB,
HD, as E, F; portanto, quantas iguais a E estdo na AB tantas iguats as E,
E nas AB, CD; portanto, quantas vezes a AB ¢ da E tantas vezes também
as AB, CD serio das E, E

Portanto, caso magnitudes, em quantidade qualquer, sejam o mesmo
miltiplo de magnitudes, em quantidade qualquer, iguais em quantidade,
cada uma de cada uma, quantas vezes uma das magnitudes é de uma tantas

vezes todas serdo de todas: o que era preciso provar.
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2.

Caso uma primeira seja o mesmo mﬁltiplo de uma segunda que uma
terceira ¢ de wuma quarta, e também wma quinta seja o mesmo mitltiplo
da segunda que uma sexta ¢ da quarta, também, tendo sido compostas,

primeira ¢ quinta serdo o mesmo miltiplo da segunda que terceira e sexta

serdo da quarta.

Seja, pois, a primeira AB o mesmo
mdltiplo da segunda C que a terceira DE B G
¢ da quarta F esejaa quinta BG o mesmo

mlﬁltiplo da segunda C que a sexta EH ¢

da quarta F; digo que também, tendo sido
compostas, primeira e quinta,a AGserio f
mesmo mdltiplo da segunda C que terceira
e sexta, a DH, serd da quarta E

Pois, como a AB é o mesmo mlﬁltiplo da C que a DE ¢ da E portanto,
quantas iguais a C estdo na AB rtantas também iguais a F estio na DE.
Pelas mesmas coisas, entio, também quantas iguais a C estdo na BG rantas
também iguais a |, na EH; portanto, quantas iguais a C estdo na AG toda
tantas também iguais a |, na DH toda; portanto, quantas vezes a AG ¢
da C tantas vezes também a DH serd da E Portanto, também, tendo sido
compostas primeira e quinta, a AG serd o mesmo mdltiplo da segunda C
que, terceira e sexta, a DH serd da quinta E

Portanto, caso uma primeira seja 0 mesmo mdltiplo de uma segunda que
uma terceira, de uma quarta, e também uma quinta seja 0 mesmo mﬁltiplo
da segunda que uma sexta, da quarta, também, tendo sido compostas, pri-
meira e quinta serdo 0 mesmo mlﬂtiplo da segunda que tercelra e sexta, da

quarta; O que era preciso pI‘OV'AIZ
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3.

Caso wma primeira seja o mesmo mt’tltiplo de uma segunda que uma
terceira, de wma quarta, e sejam tomados os mesmos miiltiplos tanto da
primeira quanto da terceira, também, por z'gmzl posto, cada um de cada um
dos tomados serd o mesmo miiltiplo, um da segunda, o outro da quarta.

Seja, pois, a primeira A o0 mesmo multi-

A plo da segunda B que a terceira C da quarta
B—s D, e fiquem tomadas as EF, GH os mesmos
E F mdltiplos das A, C; digo que a EF ¢ 0 mesmo

mtﬁltiplo daB quea GH ¢é da D.
Pois, como a EF é o mesmo mﬁltiplo da A
D o= que a GH ¢ da C, portanto, quantas iguais a

G J H A estio na EF tantas também iguats a C estao

na GH. Fiquem divididas, por um lado, a EF
nas magnitudes EL IF iguais 3 A, e, por outro lado, a GH nas GJ, JH 1guais
C; entdo, a quantidade das EI, IF serd igual 3 quantidade das GJ, JH. E, como
a A éomesmo mdltiplo daB quea Cé daD,e, por um lado, a ET ¢ igual a
A, e, por outro lado, a GJ, a C, portanto, a EI ¢ 0 mesmo mdltiplo da B que
a GJ éda D. Pelas mesmas coisas, entio, a [F é o mesmo mlﬂtiplo daB quea
JH éda D. Como, de fato, a primeira EI ¢ o mesmo mdltiplo da segunda B
que a terceira GJ é da quarta D, e também a quinta IF é o mesmo mﬁltiplo
da segunda B que a sexta JH ¢ da quarta D, portanto, também, tendo sido
compostas primeira e quinta, a EF ¢ o mesmo mdltiplo da segunda B que,
terceira e sexta, a GH é da quarta D.

Portanto, caso uma primeira seja o mesmo mudltiplo de uma segunda
que uma terceira é de uma quarta, e sejam tomados os mesmos mdltiplos
da primeira e terceira, também, por igual posto, cada um dos tomados serd
o mesmo mdltiplo, um da segunda, o outro da quarta; o que era preciso

provar.
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4.

Caso uma primeira tenba para uma segunda a mesma razao que uma
terceira para wma quarta, também os mesmos miiltiplos tanto da primeira
quanto da terceira terdo para os mestmos mﬁltiplos da Segunda ¢
da quarta, segundo wma multiplicacio qualquer, a mesma razao,
tendo sido tomados correspondentes.

Tenha, pois, a primeira A para a se-
gunda B a mesma razio que a terceira
C para a quarta D, e fiquem tomadas,
por um lado, as E, E os mesmos mual-

tiplos das A, C, e, por outro lado, as

G, H, outros mesmos mﬁltiplos, ao
acaso, das B, D; digo que como a E
estd paraa G, asstim a F paraa H.

Fiquem, pois, tomadas, por um

] HH

lado, as I, ], os mesmos multiplos

das E, E e, por outro lado, as L, M,

S c T MTOUOF~F_oOomw>

outros mesmos miltiplos, ao acaso,
das G, H.

[E], como, por um lado, a E é 0 mesmo mdltiplo de A, e, por outro lado,
aF daC, eas], ] foram tomadas os mesmos mﬁltiplos das E, F, portanto, a
1 é o mesmo mﬁltiplo de A quea]é da C. Pelas mesmas coisas, entio, a L é
o mesmo mltiplo da B queaM éda]. E, como a A estd paraa B, assima C
paraa D, e foram tomadas, por um lado, as I, ], os mesmos mﬁltiplos das
A, C, e, por outro lado, as L, M, outros mesmos mdltiplos, ao acaso, das B,
D, portanto, se a [ excede a L, também a ] excede a M, e, se igual, igual, e,
se menor, menor. E, por um lado, as I, ] s3o os mesmos méltiplos das E, E
e, por outro lado, as L, M sio outros mesmos ml’lltiplos, a0 acaso, das G,
H; portanto, como a E estd para a G, assitma F para a H.

Portanto, caso uma primeira tenha para uma segunda a mesma razio
que uma terceira para uma quarta, também os mesmos maltiplos tanto da

primeira quanto da terceira terdo para os mesmos multiplos da segunda e
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da quarta, segundo uma multiplicagio qualquer, amesma razio, tendo sido

tomados correspondentes.

5.

Caso uma magnitude sefa o mesmo mﬁltiplo de uma magnimde que
uma subtraida ¢ de wma subtraida, também a restante serd tantas vezes o
miiltiplo da restante quantas vezes a toda ¢ da toda.

Seja, pois, a magnitude AB o mesmo mul-

A E B tiplo da magnitude CD que a subtraida AE

¢ da subtraida CF; digo que a restante EB

G C F D seri tantas vezes o mﬁltiplo da restante FD

quantas vezes a AB toda é da CD toda.

Pots, quantas vezes a AE é da CF tantas vezes ﬁque produzida também
a EB da CG.

E, como a AE é o mesmo mtiltiplo da CF que a EB ¢ da GC, portanto,
a AE é 0 mesmo mﬁltiplo da CF que a AB é da GE Mas a AE foi posta o
mesmo mltiplo da CF que a AB ¢ da CD. Portanto, a AB ¢ 0 mesmo mdlti-
plo de cada uma das GE CD; portanto, a GF ¢ igual a CD. Fique subtraida
a CF comum; portanto, a restante GC ¢ igual A restante FD. E, como a
AE é 0o mesmo mﬁltiplo da CF que a EB ¢ da GC, mas a GC ¢ igual a DE
portanto, a AE ¢ o mesmo mlﬁltiplo da CF que a EB ¢é da FD. Mas a AE
foi suposta o mesmo mdaltiplo da CF que a AB da CD; portanto, a EB é o
mesmo mﬁltiplo da FD queaAB ¢ da CD. Portanto, a restante EB é tantas
vezes o maltiplo da restante FD quantas vezes a AB toda é da CD toda.

Portanto, caso uma magnitude seja 0 mesmo mltiplo de uma magnitude
que uma subtrafda é de uma subtraida, também a restante serd tantas vezes

o mdltiplo da restante quantas vezes a toda ¢ da toda.
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6.

Caso duas magnitudes sejam os mesmos miltiplos de duas
magnimdes e algumas, tendo sido subtraidas, sejam os mesmos
miiltiplos das mesmas, também as restantes ou sdo iguais ds mesmas
ou os mesmos miltiplos delas.

Sejam, pois, as duas magnitudes AB, CD o mesmo G

mﬁltiplo das duas magnitudes E,E esejamas subtrai-
das AG, CH os mesmos mdltiplos das mesmas E, F; B =—=
digo que também as restantes GB, HD sdo ou iguais C H
as E, F ou os mesmos mﬁltiplos delas.

Seja, pois, em primeiro Iugar, aGB igual aE. Digo F =
que também a HD é igual a F Fique, pois, postaa CI
igual A E Como a AG é o mesmo maltiplo da E quea CH éda E e, por um
lado, a GB ¢ igual aE, e, poroutro lado,aIC, 3 F portanto, a AB é o mesmo
mlﬂtiplo da E quealH ¢ da E E a AB foi suposta 0 mesmo mlﬂtiplo da E
que a CD éda F; portanto, a IH é 0 mesmo mdltiplo da F quea CD éda E
Como, de fato, cada uma das IH, CD é o mesmo mﬁltiplo da F, portanto,
alH ¢ igual aCD. Fique subtraida a CH comum; portanto, a restante 1C¢
igual arestante HD. Masa F ¢ igual alG; portanto, também a HD ¢é igual
a E Desse modo, se a GB ¢ igual 3 E, também a HD serd igual 3 F

Do mesmo modo, entio, provaremos que, caso a GB seja quantas vezes
a E, também a HD ser4 tantas vezes a E

Portanto, caso duas magnitudes sejam os mesmos maltiplos de duas
magnitudes, e algumas, tendo sido subtraidas, sejam 0s mesmos mlﬂtiplos
das mesmas, também as restantes ou sio iguais ds mesmas ou 0s Mesmos

multiplos delas; o que era preciso provar.
iltiplos del q p p
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7.
As iguais tém para a mesma a mesma razdao que a mesma, para as iguais.

Sejam as magnitudes iguais A, B, e alguma outra magnitude C, ao acaso;
digo que cada uma das A, B tem para a C a mesma razio que a C, para cada
uma das A, B.

Fiquem, pois tomadas, por um lado, as D, E os mesmos mdltiplos das
A, B, e, por outro lado, a F, outro mliltiplo, ao acaso, da C.

Como, de fato, a D ¢ o mesmo mdltiplo da A quea EédaB,eaAé
igual 3 B, portanto, também a D é igual 2 E. Mas a FF é uma outra, ao acaso.
Portanto, se a D excede a E também a E excede a F, e se igual, igual, e se

menor, menor. E, por um lado, as D, E

A D - 1

$30 0S Mmesmos multlplos das A, B, e, por
B E outro lado, a F é da C um outro mdltiplo,
c . a0 acaso. Portanto, como a A estd para a

C,asstmaB para a C.

Digo, [entio], que também a C tem para cada uma das A, B a mesma
razao.

Pois, tendo sido construidas as mesmas coisas, do mesmo modo pro-
varemos que a D ¢ igual a E; mas a F ¢ uma outra, ao acaso; portanto, se a
F excede a D, também excede a E, e se igual, igual, e se menor, menor. E,
por um lado, a F é um mdltiplo da C, e, por outro lado, as D, E, outros,
a0 acaso, mesmos mliltiplos das A, B; portanto, como a C estd para a A,
assim a C paraa B.

Portanto, as iguais tém para a mesma a mesma razao que a mesma, para

as iguais.

COROLARIO

Disso, entio, é evidente que, caso algumas magnitudes estejam em
proporgao, também estario inversamente em proporgao. O que era preciso

provar.
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8.

Das magnitudes desiguais, a maior tem para a mesma uma maior razao
do que a menor. E a mesma tem para a menor wma maior razdo do que
para a maior.

Sejam as magnitudes desiguais AB, C, e sejam
a AB a mator e D uma outra, ao acaso; digo que a A—s B

AB tem para a D uma maior razio do que a C C—

para a D,eaD tem para a C uma mator razio
do que para a AB. [

Pois, como a AB ¢ maior do que a C, ﬁque
postaa BE igual 3 C; entdo, a menor das AE, EB,
sendo multiplicada, sera, alguma vez, maior do

que a D. Seja, primeiramente, a AE menor do que

aEB, e ﬁque multiplicada aAE, e sejaa FG um

mlﬂtiplo dela que ¢ maior do que a D, e quantas vezes a FG ¢ da AE tantas
vezes ﬁquem produzidas, por um lado, a GH da EB, e, por outro lado, a
daC;e ﬁquem tomadas, por um lado, a ] o dobroda D, e, por outro lado, a
L o triplo, e sucessivamente por um a mais, até que a tomada se torne, por
um lado, um mL’lltiplo da D, e, por outro lado, o primeiro maior do que
L. Fique tomada, e seja a M, por um lado, o quidruplo da D, e, por outro
lado, a primeira maior do que a L.

Como, de fato,al éa primeira menor do que M, portanto, a I nao ¢
menor do que a L. E, como a FG é o mesmo mdltiplo de AE que a GH
¢ da EB, portanto, a FG é o mesmo mlﬂtiplo da AE queaFH ¢ da AB. Mas
a FG é o mesmo mdltiplo da AE que a1 é da C; portanto, a FH é o mesmo
mtﬂtiplo da AB que a I é da C. Portanto, as FH, I sio os mesmos mlﬂtiplos
das AB, C. De novo, como a GH é o mesmo mﬁltiplo da EB quealé da C,
ea EB ¢iguala C, portanto, também a GH ¢ igual a 1. Mas a I nio é menor
do queaL; portanto, nem a GH é menor do que a L. Mas a FG ¢ maior do
que a D; portanto, a FH toda é maior do que as duas D, L juntas. Mas as
duas D, L juntas sdo iguais a M, visto quea L é o triplo da D, eas duas L,
D juntas sio o quidruplo, e também a M ¢ o quédruplo da D; portanto,
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as duas L, D juntas sdo iguais a M. Mas a FH ¢ maior do que as L, D;
portanto, a FH excede a M; mas a I ndo excede a M. E, por um lado, as FH,
I sao os mesmos mt’lltiplos das AB, C, e a M um outro mlﬁltiplo, a0 acaso,
da D; portanto, a AB tem para a D uma maior razio do quea C para a D.

Digo, entio, que também a D tem para a C

A E B uma maior razio do que a D para a AB.
C—= Pois, tendo sido construidas as mesmas coi-
F G H sas, do mesmo modo provaremos que, por um
| lado, a M excede a ], e, por outro lado, a M nio
D~ excede a FH. E, por um lado, a M é um mdltiplo
J daD,e, por outro lado, as FH, I sio, ao acaso,
) Outros mesmos mﬁltiplos das AB, C; portanto,
N a D tem para a C uma maior razao do quea D

para a AB.

Mas, entdo, seja a AE maior do que a EB. Entdo, a menor EB, sendo
multiplicada, sera, alguma vez, maior do que a D. Fique multiplicada, e
seja a GH, por um lado, um mdltiplo da EB, e, por outro lado, maior do
que a D. E, quantas vezes a GH ¢ da EB tantas vezes ﬁquem produzidas,
por um lado, a FG da AE, e, por outro lado, a I da C. Do mesmo modo,
entdo, provaremos que as FH, I sio os mesmos mlﬂtiplos dasAB, C; e ﬁque
tomada, do mesmo modo, a M, por um lado, um mdltiplo da D, e, por
outro lado, o primeiro maior do que a FG; desse modo, de novo, a FG nio
¢ menor do que a L. Mas a GH ¢ maior do que a Dy portanto, a FH toda
excede as D, L, isto é,a M. E a I ndo excede a M, visto que também a FG,
sendo maior do que a GH, 1sto ¢, do que a I, ndo excede a M. E, da mesma
maneira, seguindo exatamente as coisas acima, concluimos a demonstragio.

Portanto, das magnitudes desiguais amalor tem para a mesma uma mator
razio do que a menor; e a mesma tem para a menor uma maior razio do

que para a maior; (¢] que era preciso provar.
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9.

As que tém a mesma razdo para a mesma sao iguais entre si; ¢ aquelas,

para as quais a mesma tem a mesma razao, sao iguais.

Tenha, pois, cada uma das A, B paraa Ca mesma

razao; digo queaAé igual a B. A B

Pois, se ndo, cada uma das A, B nio tinha para
a C a mesma razdo; mas tém; portanto, a A ¢
igual a B.

Tenha, entio, de novo, a C para cada uma das A, B a mesma razio; digo
queaAé igual a B.

Pois, se nio, a C nio tinha para cada uma das A, B a mesma razio; mas
tem; portanto, a Aé igual aB.

Portanto, as que tém para a mesma a mesma razao sao iguais entre si;
e aquelas, para as quais a mesma tem a mesma razio, sdo iguais; o que era

preciso provar.

10.

Das que tém para a mesma wma razdo, maior ¢ aquela que tem a maior
razdo; e aquela, para a qual a mesma tem maior razdo, ¢ menor.

Tenha, pois, aA paraa C uma razio maitor

do que a B paraa C; digo que a A é maior do  p B

que a B.

Pois, se nio, ou A é igual a B ou menor.
Certamente, a A nio é igual a B; pots, cada
uma das A, B tinha para a C a mesma razio. E nio tem; portanto, a A ndo
é igual A B. Nem, certamente, a A é menor do que a B; pois, a A tinha para
a C uma razio menor do queaB para a C. E nao tem; portanto, a A nao é
menor do que a B. E foi provada nem igual; portanto, a A é maior do que a B.

Tenha, entdo, de novo, a C para a B uma razio maior do quea C para a

A; digo que a B menor do que a A.
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Pots, se nio, ou é igual ou matior. Certamente, a B ndo é igual AA; pois,
a C tinha para cada uma das A, B a mesma razio. E nio tem; portanto, a A
nio é igual a B. Nem, por certo, a B é maior do que a A; pots,a C tinha para
a B uma razio menor do que paraa A. E nio tem; portanto, a B nao é maior
doqueaA E fot provada nem igual; portanto, a B é menor do que a A.

Portanto, das que tém para a mesma uma razio, maior ¢ aquela que tem
a maior razdo; e aquela, para a qual a mesma tem maior razio, ¢ menor; o

que era preciso provar.
I1.

As mesmas, com a mesma razdo, também sdo as mesmas entre si.

Estejam, pois, por um

A -—
B g E lado, como a A para a B,
H assim a C para a D, e, por
outro lado, como a C para a
H L D, asstm a E para a F; digo

que como a A esta para a B

assim a E paraa E

Fiquem, pois, tomadas as G, H, I, os mesmos mdltiplos das A, C, E, e
as J, L, M, outros, ao acaso, mesmos mlﬂtiplos das B, D, E

E, como a A estd paraa B, assima C paraa D, e foram tomadas, por um
lado, as G, H, os mesmos mdltiplos das A, C, e, por outro lado, as J, L,
outros, ao acaso, mesmos mﬁltiplos das B, D, portanto, se a G excede a ],
também a H excede a L, e se é igual, igual, e se é deficiente, deficiente. De
novo, como a C estd paraa D,asssmaE paraa E eas H, I foram tomadas os
mesmos mdltiplos das C, E e as L, M, outros, a0 acaso, mesmos mﬁltiplos
das D, F portanto, se a H excede a L, também a I excede a M, e se igual,
igual, e se menor, menor. Mas se a H excedesse a L, também a G excedia a
], e se igual, igual, e se menor, menor; desse modo, também se a G excede
aJ, também a I excede a M, e se igual, igual, e se menor, menor. E, por um
lado, as G, I sdo os mesmos multiplos das A, E, e, por outro lado, as ], M
$30 outros, a0 acaso, Mesmos mﬁltiplos das B, F; portanto, como a A estd

para a B, asssma E para a E
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Portanto, 4§ mesmas, Com a mesma razio, também sa0 as mesmas entre

si; O que era preciso provar.
12.

Caso magnimdes, em z]uantidade gualz]mr, estejam em propor¢ao, como uim
dos antecedentes estard para wm dos consequentes, assim todos os antecedentes

pam lOdOS 0s [Ol’lSEgMETltES,

Estejam as magnitudes A, A

B,C,D,E, Fem quantidade B . . g - . E :_._.
qualquer, como a A para a

B,assimanaraaD,eaE G . Jo .
paraa F; digo que, como a A H L

estd para a B, assimas A, C, | M

E para as B, D, E

Fiquem, pois, tomadas, por um lado, as G, H, I, os mesmos mdltiplos
das A, C, E, e, por outro lado, as ], L, M outros, ao acaso, mesmos malti-
plos das B, D, E

E, como a A esti para a B, assim a C para a D,eaE para a F e foram
tomadas, por um lado, as G, H, I, os mesmos mdaltiplos das A, C, E, e,
por outro lado, as |, L, M, outros, ao acaso, mesmos mﬁltiplos de B, D, F,
portanto, se a G excede a |, também a H excedeaL,eal, a M, e se igual,
igual, e se menor, menor. Desse modo, também se a G excede a ], também
as G, H, I excedemas ], L, M, ¢, se igual, iguais, e se menor, menores. lTanto
a G quanto as G, H, I sdo os mesmos miltiplos tanto da A quanto das A,
C, E, visto que, caso magnitudes, em quantidade qualquer, sejam o mesmo
mdltiplo de magnitudes, em quantidade qualquer, iguais na quantidade,
cada uma de cada uma, quantas vezes uma das magnitudes ¢ de uma tantas
vezes todas serdo de todas. Pelas mesmas coisas, entio, tanto a | quanto as
J, L, M sdo os mesmos miltiplos tanto da B quanto das B, D, F; portanto,
como a A estd para a B, assimas A, C, E paraas B, D, E

Portanto, caso magnitudes, em quantidade qualquer, estejam em pro-
porgio, como um dos antecedentes estard para um dos consequentes, assim

tOdOS os antecedentes para tOClOS [ON consequentes; o que era PFECiSO PI‘OV'AI‘.
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I3.

Caso wma primeira tenba para uma segunda a mesma razao que uma
terceira para wma quarta, ¢ a terceira tenha para a quarta wma maior razao
que wma quinta para wma sexta, também a primeira terd para a segunda
uma maior razao que a quinta para a sexta.

Tenha, pois, a primeira A paraa segunda B a mesma razao que a terceira C
paraa quarta D, e tenha a terceira C para a quarta D uma maitor razio que a
quinta E para a sexta E Digo que também a primeira A terd paraa segunda

B uma maior ra-
A-—s C

L G
B = D»—m M I

zdo que a quinta

E paraa sexta E

Pois, como existem, por um lado, alguns mesmos mdaltiplos das C, E,
e, por outro lado, outros, ao acaso, mesmos mﬁltiplos das D, E e, por um
lado, o maltiplo da C excede o maltiplo da D, e, por outro lado, o mdltiplo
da E ndo excede o mlﬂtiplo daF ﬁquem tomadas, e sejam, por um lado, as
G, H os mesmos mdaltiplos das C, E, e, por outro lado, as I, ], outros, ao

aCcaso, mesmos mlﬂtiplos das D, F; desse modo, a

Gexcedeal, enquanto a H ndo excede a J; e, por

um lado, quantas vezes a G é da C tantas vezes

seja tambéma L da A, e, por outro lado, quantas
vezes a | é da D tantas vezes seja também a M
da B.

E, como a A estd paraa B, assima Cparaa D, e foram tomadas, por um

o

lado, as L, G, os mesmos miltiplos das A, C, e, por outro lado, as M, I,
outros, a0 acaso, Mesmaos mliltiplos das B, D, portanto, se a L excede a M,
também a G excede a I, e se igual, igual, e se menor, menor. Mas a G excede
a [; portanto, também a L excede a M. Mas a H nio excede a J; e, por um
lado, as L, H sdo os mesmos mdltiplos das A, E, e, por outro lado, as M, |
$30 outros, a0 acaso, Mesmaos ml’lltiplos das B, F; portanto, a A tem para a
B uma maior razio que a E paraa

Portanto, caso uma primeira tenha para uma segunda a mesma razio que

uma terceira para uma quarta, e a terceira tenha para a quarta uma maior
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razio que uma quinta para uma sexta, também a primeira terd para a se-

gunda uma maitor razao que a quinta para a sexta; o que era preciso provar.

14.

Caso uma primeira tenba para wma segunda a mesma razdo que uma
terceira para wma quarta, ¢ a primeira seja maior do que a terceira,
também a segunda serd maior do que a quarta, e caso igual, igual, ¢ caso
Menor, menor.

Tenha, pois, a primeira A paraa segunda Ba

mesma razao que a terceira C para a quarta D. A C
E sejaa A maior do que a C; digo que também
a B é maior do que a D. B s D -—

Pois, como a A é maior do quea C, e Buma
outra [magnitude}, a0 acaso, portanto, a A tem para a B uma mator razio
que a C para a B. Mas como a A para a B, asstm a C para a D; portanto,
também a C tem para a D uma maior razio que a C para a B. Mas aquela,
para a qual a mesma tem uma maior razio, é menor; portanto, a D é menor
do que a B; desse modo, a B é maior do que a D.

Do mesmo modo, entio, provaremos que, caso a A seja igual a C, tam-
bém a B serd igual a D, e casoa A seja menor do que a C, também a B serd
menor do que a D.

Portanto, caso uma primeira tenha para uma segunda a mesma razio
que uma terceira para uma quarta, e a primeira seja maior do que a terceira,
também a segunda serd maior do que a quarta, e caso igual, igual, e caso

menor, menor; o que era preciso provar.

I5.

As partes tém a mesma razdo que os seus igualmente mﬁltiplos, tendo sido
tomadas correspondentes.

Seja, pois, aAB o mesmo mﬁltiplo daC queaDE¢ da F; digo que, como
a Cesta paraal assim a AB para a DE.
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G H Pois, como a AB é o mesmo mliltiplo da
A B C.— C que a DE é da F portanto, quantas mag-
D .Y £ Fo nitudes iguais a C estdo na AB, tantas iguais

a F estio também na DE. Fiquem divididas,
por um lado, a AB nas AG, GH, HB iguais & C, ¢, por outro lado, a DE
nas DI, I], JE iguais a F; entdo, a quantidade das AG, GH, HB seri igual
A quantidade das DI, IJ, JE. E, como as AG, GH, HB sio iguais entre si, e
também as DI, 1], JE sio iguais entre st, portanto, como a AG estd para a
DI, assima GH paraal], e a HB paraa JE. Portanto, também como um dos
antecedentes estard para um dos consequentes, assim todos os antecedentes
para todos os consequentes; portanto, como a AG esta para a DI, assim a
AB para a DE. Mas a AG ¢ igual aC, enquanto a DL AF; portanto, como
a Cestd para a E assim a AB para a DE.

Portanto, as partes tém a mesma razio que os seus igualmente mdltiplos,

tendo SidO tomadas COI’I‘ESPOHdeI’ltES; O que era preciso PI‘OV&I‘.

16.

Caso quatro magnitudes estejam em propor¢do, estardo também,
alternadamente, em propor¢do.

A ——r Co— Estejam as quatro magnitudes A, B, C,
— . D = Dem proporgio, como a A paraa B, assim
£ 5 a C para a D; digo que também estario,

alternadamente [em proporgio|, como o

H =es A para o C, assim o B para o D.

Fiquem, pois, tomadas, por um lado, as E, F os mesmos mt’lltiplos das
A, B, e, por outro lado, as G, H, outros, ao acaso, mesmos mltiplos das C,
D. E, como a E é o mesmo mﬁltiplo da A queaF édaB,eas partes tém a
mesma razdo que os seus igualmente multiplos, portanto, como a A estd
para a B, assim a E para a E Mas, como a A para a B, asstm a C para a D;
portanto, também como a C paraa D, assim a E para a E De novo, como
as G, H so os mesmos mdltiplos das C, D, portanto, como a C estd para

a D, assim a G para a H. Mas, como a C paraa D, [assim] aEparaaF;
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portanto, também como a E paraa E assima G para a H. Mas, caso quatro
magnitudes estejam em proporgao, e a primeira seja maior do que a ter-
ceira, também a Segunda serd maior do que a quarta, e caso igual, igual, e
caso menor, menot. Portanto, se a E excede a G, também a F excede a H, ¢
se igual, igual, e se menor, menor. E, por um lado, as E, F sio os mesmos
mﬁltiplos das A, B, e, por outro lado, as G, H, outros, ao acaso, mesmos
mﬁltiplos das C, D; portanto, como a A esta para a C,asstmaB para a D.

Portanto, caso quatro magnitudes estejam em proporgio, estardo tam-

bém, alternadamente, em proporgao; o que era preciso provar.

17.

Caso magnitudes, tendo sido compostas, estejam em propor¢do, também,
tendo sido separadas, estardo em propor¢do.

Estejam as mag-
nitudes compostas A E B G H | N
AB, BE, CD, DF em C F

proporgio, como a

AB para a BE, assim a CD para a DF; digo que também, tendo sido sepa-
radas, estario em proporgao, como a AE paraa EB, assim a CF paraa FD.

Fiquem, pois, tomadas, por um lado, as GH, HI, JL, LM, os mesmos
mlﬂtiplos das AE, EB, CE, FD, e, por outro lado, as IN, MP, outros, ao
acaso, mesmos multiplos das EB, FD.

E, como a GH ¢é o mesmo mﬁltiplo da AE que a HI ¢ da EB, portanto,
a GH é o mesmo mdltiplo da AE que a GI é da AB. Mas a GH ¢ o mesmo
mtﬂtiplo da AE que a JL ¢ da CF; portanto, a GI é o mesmo mtﬂtiplo da
AB que a JL ¢ da CE De novo, como a JL. ¢ o mesmo miltiplo da CF que a
LM ¢ da FD, portanto, a JL é o mesmo mtiltiplo da CF que a JM é da CD.
Mas a JL era o mesmo ml/lltiPIO da CF que a GI, da AB; portanto, a Gl ¢
o mesmo mdltiplo da AB que a JM é da CD. Portanto, as GI, JM sio os
mesmos mﬁltiplos das AB, CD. De novo, como a HI é o mesmo mliltiplo
da EB que a LM é da FD, e também a IN ¢ 0 mesmo mdltiplo da EB que a

MP ¢ da FD, também, tendo sido compostas, a HN ¢ 0 mesmo mﬁltiplo
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da EB quea LP¢ da FD. E, como a AB estd para a BE, assim a CD para a
DE e foram tomadas, por um lado, as GI, JM, os mesmos mdltiplos das
AB, CD, e, por outro lado, as HN, LP. os mesmos mt’lltiplos das EB, FD,
portanto, se a GI excede a HN, também a JM excede a LP, e se igual, igual,
e se menor, menor. Entio, a GI exceda a HN, e, tendo sido subtraida a HI
comum, portanto, também a GH excede a IN. Mas, se a GI excedesse a
HN, também a JM excedia a LP; portanto, também a JM excede a LP, e,
tendo sido subtraida a LM comum, também a JL. excede a MP; desse modo,
se a GH excede a IN, também a JL excede a MP. Do mesmo modo, entio,
provaremos que, caso a GH seja igual a IN, tcambém a JL serd igual AMPe
caso menot, menor. E, por um lado, as GH, JL sio os mesmos ml’lltiplos das
AE, CF e, por outro lado, as IN, MP outros, ao acaso, mesmos mfdtiplos
das EB, FD; portanto, como a AE esta paraa EB, assim a CF para a FD.
Portanto, caso magnitudes, tendo sido compostas, estejam em pro-
porgio, também, tendo sido separadas, estarao em proporgﬁo; o que era

preciso provar.

18.

Caso magnitudes, tendo sido separadas, estejam em proporgdo, também,
tendo sido compostas, estardo em proporcdo.

Estejam as magnitudes separadas AE, EB,

A E B CE FD em propor¢do, como a AE para a EB,
I, assim a CF paraa FD; digo que também, tendo
C D sido compostas, estardo em proporgao, como a

AB para a BE, asstm a CD para a FD.
Pois, se ndo como a AB estd para a BE, assim a CD para a FD, como
a AB estard para a BE, assim a CD ou para alguma menor do que DF ou
para uma maior.
Seja, primeiramente, para uma menor, a DG. E, como a AB esti para a
BE, assim a CD para a DG, magnitudes, tendo sido compostas, estaio em
proporgio; desse modo, também, tendo sido separadas, estario em pro-

porgao. Portanto, como a AE esti para a EB, assim a CG para a GD. Mas
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também foi SUpOsto como a AE paraa EB, assim a CF paraa FD. Portanto,
também como a CG paraa GD, asstm a CF paraa FD. Mas a primeira CG
¢ maior do que a terceira CF; portanto, também a segunda GD é maior
do que a quarta FD. Mas também é menor; o que ¢é impossfvel; portanto,
niao como a AB esta para a BE, assim a CD para uma menor do que a FD.
Do mesmo modo, entio, provaremos que nem para uma maior; portanto,
para a mesma.

Portanto, caso magnitudes, tendo sido separadas, estejam em proporgao,
também, tendo sido compostas, estardo em Proporgao; o que era preciso

PI‘OV«’;H‘.

I9.

Caso, como uma toda esteja para wma toda, assim wma que foi subtraida
para wma que foi subtraida, também a restante estard para a restante, como
a toda para a toda.

Esteja, pois, como a AB toda para a CD toda, assim a que foi subtraida
Ja p P q

AE para a que foi subtraida CF; digo que também a restante EB estard
para a restante FD, como a AB toda para a

CD toda. A

Pois, como a AB estd para a CD, asstm F

E B

D

a AE para a CE e, alternadamente, como
a BA para a AE, assim a DC para a CE E, como magnitudes, tendo sido
compostas, estio em proporgio, também, tendo sido separadas, estaro em
proporgao, como a BE paraa EA, asstm a DF paraa CF, e, alternadamente,
como a BE para a DE assim a EA para a FC. Mas, como a AE para a CE
assim, foi suposto, a AB toda para a CD toda. Portanto, também a restante
EB estard para a restante FD, como a AB toda para a CD toda.

Portanto, caso como uma toda esteja para uma toda, assim uma que
fot subtraida para uma que foi subtraida, também a restante estari paraa
restante, como a toda para a toda [o que era preciso provar].

[E, conforme foi provado, como a AB para a CD, assim a EB para a FD,

e, alternadamente, como a AB para a BE, assim a CD para a FD, portanto,
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magnitudes, tendo sido compostas, estao em proporgﬁo; mas foi provado,

como a BA para a AE, asstim a DC para a CF; e é por conversao.]

COROLARIO

Disso, é evidente que, caso magnitudes, tendo sido compostas, estejam
em proporgﬁo, também estario em proporgﬁo, por conversio; o que era

preciso provar.
20.

Caso existam trés magnimdes ¢ outras iguais a elas em z]uantidade, tomadas
duas a duas e na mesma razao, e, por z'gualposto, a primeira seja maior
do que a terceira, também a quarta serd maior do que a sexta, ¢ caso ioual,

igual, ¢ caso menor, menor.

Sejam as trés magnitudes A,B,C,eas D, E,

A D. . . )

F outras iguais a elas em quantidade, tomadas
B - - E — duas a duas na mesma razao, por um lado,
C o= F et comoaAparaaB, assimaD paraakE,e, por

outro lado, como a B paraa C, assima E paraa
E e, por igual posto, seja a A mator do que a C; cligo que também a D serd
maior do que a F, e caso igual, igual, e caso menor, menor.

Pois, como a A ¢ maior do que a C, e B, alguma outra, e a maior tem
para a mesma uma maior razao que a menor, portanto, a A tem para a B
uma maior razao que a C para a B. Mas, por um lado, como a A para a B,
[assim] aD para a E, e, por outro lado, como a C para a B, inversamente,
assim a F para a E; portanto, também a D tem para a E uma maitor razio
queaF para a E. Mas, das que tém para a mesma uma razao, a que tem a
maior razio é maior. Portanto, a D é maior do que a E Do mesmo modo,
entdo, provaremos que, caso a A seja igual 3 C, também a D serd igual a |k
€ caso menor, menor.

Portanto, caso existam trés magnitudes e outras iguais a elas em quanti—
dade, tomadas duas a duas e na mesma razio, e, por igual posto, a primeira
seja maior do que a terceira, também a quarta sera maior do que a sexta, e

caso igual, igual, € Caso menor, menor; o que era preciso provar.
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21.

Caso existam trés magnitudes ¢ outras iguais a elas em quantidade, tomadas
duas a duas ¢ na mesma razdo, ¢ seja perturbada a propordo entre elas, e,
por zgualposto, a primeira seja maior do que a terceira, também a quarta

serd maior do que a sexta, e caso igual, igual, ¢ Caso menot, menor.

Sejam as trés magnitudes A, B, Ceas D, E, F outras iguais a elas em
quantidade, tomadas duas a duas ¢ na mesma razio, e seja perturbada a
proporgao entre elas, por um lado, como a A paraa B, asstma E paraa E e,
por outro lado, como a B para a C,asstmaD para a E, e, por igual posto,
a A seja mator do que a G; digo que também a D serd maior do quea ke
caso igual, igual, e caso menor, menor.

Pois, como a A é maior do que a C,ea

B, alguma outra, portanto a A tem paraa B
uma mator razao que a C para a B. Mas, B »— E - -

por um lado, comoa A paraa B,asssmaE (

para a F e, por outro lado, como a C para

a B, inversamente, asstim a E para a D. Portanto, também a E tem para a
F uma maior razio que a E paraa D. Mas aquela, para a qual a mesma tem
uma maior razdo, ¢ menor; portanto, a F é menor do que a D; portanto, a
D é maior do que a E Do mesmo modo, entio, provaremos que, caso a A
sejaigual 3 C, também a D serd igual 3 F e caso menor, menor.

Portanto, caso existam trés magnitudes e outras iguais a elas em quanti-
dade, tomadas duas a duas e na mesma razio, e seja perturbada a proporgio
entre elas, e, por igual posto, a primeira seja mator do que a terceira, também
a quarta serd maior do que a sexta, e caso igual, igual, e caso menor, menor;

0 que era preciso provar.
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22.

Caso existam magnitudes, em quantidade qualquer, e outras iguais a elas
em quantidade, tomadas duas a duas e na mesma razdo, também, por igual
posto, estardo na mesma razao.

Sejam as magnitudes A, B, C,em quantidade qualquer, eas D, E, F ou-
tras iguais a elas em quantidade, tomadas duas a duas na mesma razio, por
um lado, como a A para a B, assim a D paraa E, e, por outro lado, como a
B para a C,asstma E para a F; digo que também, por igual posto, estardo
na mesma razao.

Fiquem, pois,

A B. Co— tomadas, por um
— E.oa Fo— lado, as G, H, os
— . oo e L. . . mesmosmdltiplos
R— Joeeea M das A, D, e, por

outro lado, as 1, J,
outros, a0 acaso, mesmos m(ﬂtiplos das B, E, e ainda as L, M, outros, ao
acaso, mesmos mﬁltiplos das C, E

E, como a A estd paraa B, asstma D paraaE, e foram tomadas, por um
lado, as G, H, os mesmos mlﬂtiplos das A, D, e, por outro lado, as 1, J,
outros, a0 acaso, Mesmos mL’dtiplos das B, E; portanto, como a G estd para
al,assscma H para a J. Pelas mesmas coisas, entio, também como a | para a
L,assima] para a M. Como, de fato, as G, I, L sdo trés magnitudes eas H,
J, M, outras iguais a elas em quantidade, tomadas duas a duas e na mesma
razdo, portanto, por igual posto, se a Gexcedea L, também a H excede a M,
e se igual, igual, e se menor, menor. E, por um lado, as G, H sdo os mesmos
mlﬂtiplos das A, D, e, por outro lado, as L, M, outros, a0 acaso, mesmos
mﬁltiplos das C, E Portanto, como a A estd para a C,asstma D para a E

Portanto, caso existam magnitudes, em quantidade qualquer, e outras
iguais a elas em quantidade, tomadas duas a duas na mesma razio, também,

pOI‘ igual pOStO, estarao na mesma razao; o que era preciso pl‘OV&I‘.
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23.

Caso existam trés magnitudes ¢ outras iguais a elas em quantidade, tomadas
duas a duas na mesma razao, e seja perturbada a proporcio entre elas,
também, por igual posto, estardo na mesma razdo.

Sejam as trés magnitudes A, B, Ceas D, E, F outras, iguais a elas em
quantidade, tomadas duas a duas na mesma razio, e seja perturbada a

proporgao entre elas, por um lado, como a A para a B, asssm a E para a E

e, por outro lado, comoa 5 | B.. Co .
B para a C,assimaD para E Fo.
a E; digo que como a A G y J
esta para a C, asstm a D | L M

paraa |k

Fiquem tomadas, por um lado, as G, H, I, os mesmos mltiplos das A,
B, D, e, por outro lado, as ], L, M, outros, ao acaso, mesmos ml’lltiplos das
C EE

E, como as G, H sio os mesmos m(ﬂtiplos das A, B, e as partes t&m
para os seus igualmente mdltiplos a mesma razio, portanto, como a A
estd para a B, asstim a G para a H. Pelas mesmas coisas, entio, também
como a E paraa F assima L paraa M; e, como a A estd paraa B, assima E
paraa F; portanto, também como a G paraa H, assimalL paraa M. E, como
aBestad paraa C,asstmaD paraa E, e, alternadamente, como a B paraa D,
assim a C para a E. E, como as H, I sio os mesmos mﬁltiplos das B, D, e
as partes tém para os seus igualmente maltiplos a mesma razio, portanto,
como a B estd para a D, assstma H paraa I. Mas, comoa B paraa D, assim
aC paraa E; portanto, também como a H para a I, asstma C paraa E. De
novo, como as J, L s3o os mesmos mlﬂtiplos das C, E, portanto, como a C
estd para a E, assima] para a L. Mas, comoa C para a E, asssma H para a
I; portanto, como a H para a I,assima] para a L, e, alternadamente, como
a H para a J,al para a L. Mas foi provado também como a G para a H,
assim a L para a M. Como, de fato, as G, H, J sdo trés magnitudes, e as I,
L, M, outras iguais a elas em quantidade, tomadas duas a duas na mesma

razio, e foi perturbada a proporgio entre elas, portanto, por igual posto, se
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a G excede a ], também a I excede a M, e se igual, igual, € Se menor, menotr.
E, por um lado, as G, I sio os mesmos mdltiplos das A, D, e, por outro
lado, as ], M, das C, E. Portanto, como a A estd paraa C,asstima D paraa E

Portanto, caso existam trés magnitudes e outras iguais a elas em quanti-
dade, tomadas duas a duas na mesma razio, e seja perturbada a proporgio
entre elas, também, por igual posto, estario na mesma razdo; o que era

preciso provar.

24.

Caso uma primeira tenba para wma segunda a mesma razdo que wma
terceira para wma quarta, ¢ também wma quinta tenba para a segunda a
mesma razao que wma sexta para a quarta, também, tendo sido compostas,
primeira ¢ quinta terdo para a segunda a mesma razdo que ferceira ¢ sexta

Pﬂfﬂ a guarta.

Tenha, pois, a primeira AB para a segunda C a

A B g Mmesma razao que a terceira DE para a quarta | e

tenha, também, a quinta BG para a segunda C a
Co—~ mesma razao que a sexta EH paraa quarta F; digo
D E H que também, tendo sido compostas, primeira e
F o — quinta, a AG terd paraa Segunda C amesma razio

que, terceira e sexta, a DH para a quarta E

Pois, como a BG est4 para a C, asstm a EH para a E portanto, inversa-
mente, como a C paraa BG, asssma F paraa EH. Como, de fato, a AB estd
para a C, asstm a DE para a E ao passo que, como a C para a BG, asstm a
F para a EH, portanto, por igual posto, como a AB estd para a BG, assim
a DE paraa EH. E, como magnitudes separadas, estio em proporgio, tam-
bém, tendo sido compostas, estardo em proporgio; portanto, como a AG
estd para a GB, asstm a DH paraa HE. Mas também como a BG est4 para
aC,asstima EH paraa F; portanto, por igual posto, como a AG esti paraa
C,assima DH paraa E

Portanto, caso uma primeira tenha para uma segunda a mesma razio que

uma terceira para uma quarta, € também uma quinta tenha para a Segunda a

229



Euclides

mesma razao que uma sexta para a quarta, também, tendo sido compostas,
primeira e quinta terdo para a segunda a mesma razao que terceira e sexta

para a quarta; o que era preciso provar.
25.

Caso quatro magnitudes estejam em propordo, a maior [delas] ¢ a menor
sdo maiores do que as duas restantes.

Sejam AB, CD, E, F as quatro magnitudes em

proporgao, como a AB para a CD, assima E para a E

e sejam, por um lado, a AB a maior delas, e, por outro
lado, a F a menor; digo que as AB, F sdo maiores do

que as CD, E.
Fiquem, pots, postas, por um lado, a AG igual aE,

- o m >

i

e, por outro lado, a CH igual a E

Como, [de fato}, a AB estd para a CD, asstma E para a FEeaE¢ igual
a AG, enquanto a F a CH, portanto, como a AB esta para a CD, assim a
AG para a CH. E, como a AB toda estd para a CD toda, assim a que fot
subtraida AG para a que foi subtraida CH, portanto, a restante GB estara
para a restante HD, como a AB toda para a CD toda. Mas a AB é maior do
que a CD; portanto, também a GB é maior do que a HD. E, como a AG
é igual aE, ao passo que a CH,a E portanto, as AG, F sao iguais a CH,
E. E, [como], caso [sejam compostas iguais com desiguais, as todas sio
desiguais, portanto, caso], sendo desiguais as GB, HD e a GB a maior, por
um lado, sejam compostas as AG, F com a GB, e, por outro lado, sejam
compostas as CH, E com a HD, conclui-se que as AB, F s3o maiores do
que as CD, E.

Portanto, caso quatro magnitudes estejam em proporgdo, a maior delas

€ a menor sio maiores dO que as duas restantes; o que era PI‘ECiSO PI‘OV&I‘.
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Defini¢oes

I. Figuras retilineas semelhantes sio quantas tém tanto os ﬁngulos iguats,
um a um, quantos os lados ao redor dos dngulos iguais em proporgio.
[2. E figuras estdo inversamente relacionadas, quando existam, em cada
uma das figuras, razdes antecedentes e também consequentes. |
3. Uma reta é dita estar cortada em extrema e média razio, quando como
a toda esteja para 0 maior segmento, assim O Maior para O Menor.
4. Uma altura de toda figura é a perpendicular tragada do vértice até a
base.
[5. Uma razio ¢ dita ser composta de razdes, quando os tamanhos das

razdes, tendo sido multiplicadas por elas mesmas, fagam alguma. |

I.

Os tridngulos e os paralelogramos que estao sob a mesma altura estdo entre
si como as bases.

E A c Sejam, por um lado, os tridngulos ABC, ACD,
' e, por outro lado, os paralelogramos EC, CE sob
a mesma altura AC; digo que como a base BC

\ estd paraa base CD, assim o triﬁngulo ABC para
o triﬁngulo ACD, e o paralelogramo EC para o

HGBC D I J
paralelogramo CE
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Fique, pois, prolongada a BD, sobre cada um dos lados, até os pontos
H, ], e fiquem postas, por um lado, as BG, GH [em quantidade qualquer]
iguais a base BC, e, por outro lado, as DL I, em quantidade qualquer, iguais
A base CD, e ﬁquem Iigadas as AG, AH, Al AJ.

E, como as CB, BG, GH sio iguais entre si, também os triﬁngulos
AHG, AGB, ABC sio iguaits entre si. Portanto, quantas vezes a base HC
¢ da base BC tantas vezes também o tridingulo AHC ¢ do tridngulo ABC.
Pelas mesmas coisas, entio, quantas vezes a base JC ¢ da base CD tantas
vezes também o tridngulo AJC ¢ do tridngulo ACD; e, se a base HC é igual
a base CJ, também o tridngulo AHC ¢ igual ao tridingulo ACJ, e se a base
HC excede a base CJ, também o tridngulo AHC excede o tridngulo ACJ,
e se menor, menor. Entdo, existindo quatro magnitudes, por um lado, as
duas bases BC, CD, e, por outro lado, os dois triﬁngulos ABC, ACD, fo-
ram tomados, por um lado, os mesmos maltiplos quer da base BC quer do
triﬁngulo ABC, tanto a base HC quanto o triﬁngulo AHC, e, por outro lado,
outros, a0 acaso, 0s mesmos mliltiplos quer da base CD quer do triﬁngulo
ADC, tanto a base JC quanto o tridngulo AJC; e foi provado que, se a base
HC excede a base CJ, também o tridingulo AHC excede o tridngulo AJC,
e se igual, igual, € se menot, menor; portanto, COMo a base BC esti para a
base CD, assim o triﬁngulo ABC para o triﬁngulo ACD.

E, como, por um lado, o paralelogramo EC ¢ o dobro do tridngulo ABC,
e, por outro lado, o paralelogramo FC é o dobro do tridngulo ACD, e as
partes tém para os igualmente mdltiplos a mesma razio, portanto, como
o tridngulo ABC estd para o triingulo ACD, assim o paralelogramo EC
para o paralelogramo FC. Como, de fato, foi provado, por um lado, como
a base BC para a base CD, assim o tridingulo ABC para o tridngulo ACD,
e, por outro lado, como o triﬁngulo ABC para o triﬁngulo ACD, assim o
paralelogramo EC parao paralelogramo CE portanto, também como a base
BC para a base CD, assim o paralelogramo EC para o paralelogramo CE

Portanto, os tridngulos e os paralelogramos que estio sob a mesma altura

estiao entre si COMO as bases; (@] que era preciso PFOVEUT.
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2.

Caso alguma reta seja tragada paralela a um dos lados de um tridngulo,
corta os lados do tridngulo em propor¢do; e, caso os lados do tridngulo
sejam cortados em proporgao, a reta, sendo ligada dos pontos de seccio, serd
paralela ao lado restante do tridngulo.

A . .
Fique, pois, tragada a DE paralela a um dos

lados, o BC, do triﬁngulo ABC; digo que, como
a BD esti para a DA, asstim a CE para a EA.
Fiquem, pois, ligadas as EB, CD.
Portanto, o triﬁngulo BDE ¢ igual ao tridngu-

D E
B C mesmas paralelas DE, BC; mas o triﬁngulo ADE

lo CDE:; pois estdo sobre a mesma base DE e nas

¢algum outro. E as iguais tém para a mesma a mesma razio; portanto, como
o triﬁngulo BDE estd para o [triﬁngulo} ADE, assim o triﬁngulo CDE para o
triﬁngulo ADE. Mas, por um lado, como o tri;?mgulo BDE para o ADE,
asstm a BD para a DA; pois, estando sob a mesma altura, a perpendicular
tracada do E até o AB, estio entre si como as bases. Pelas mesmas coisas,
entio, como o trifmgulo CDE parao ADE, assim a CE para a EA; portanto,
também como a BD para a DA, assim a CE para a EA.

Mas, entio, fiquem cortados os dois lados AB, AC do tridngulo ABC,
em proporgao, como a BD para a DA, assim a CE para a EA, e ﬁque ligada
a DE; digo que a DE ¢ paralela a BC.

Tendo, pois, sido construfdas as mesmas coisas, como a BD esti para
a DA, assim a CE para a EA, mas, por um lado, como a BD para a DA,
assim o tridngulo BDE para o tridngulo ADE, e, por outro lado, como a
CE para a EA, assim o triﬁngulo CDE para o triﬁngulo ADE, portanto,
também como o triﬁngulo BDE para o triﬁngulo ADE, assim o triﬁngulo
CDE parao triingulo ADE. Portanto, cada um dos tridngulos BDE, CDE
tem para o ADE a mesma razio. Portanto, o triﬁngulo BDE ¢ igual a0
triﬁngulo CDE; e estio sobre a mesma base DE. Mas os triﬁngulos iguais
¢ que estdo sobre a mesma base, também estdo nas mesmas paralelas. Por-

tanto, a DE ¢é paralela 2 BC.
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Portanto, caso alguma reta seja tragada paralela a um dos lados de um
tridngulo, corta os lados do tridingulo em proporgio; e, caso os lados do
tridngulo sejam cortados em proporgio, a reta, sendo ligada dos pontos de

secgﬁo, sera paralela a0 Iado restante dO triﬁngulo; O que era preciso PI‘OVQI‘.

Caso o dngulo de um tridngulo seja cortado em dois, e a reta que corta
o dngulo também corte a base, os segmentos da base terdo a mesma razao
que os lados restantes do tridngulo; e, caso os segmentos da base tenbam a
mesma razdo que os lados restantes do tridngulo, a reta, sendo ligada do

vértice até o ponto de secgdo, cortard o dngulo do tridngulo em dois.

Seja o trifingulo ABC, e fique cortado o 4n- E
gulo sob BAC em dois pela reta AD; digo que, A
como a BD estd paraa CD, asstma BA paraa AC.

Fique, pois, tragada pelo C a CE paralela A
DA, e, tendo sido tracada através a BA, encontre-a B D C
no E.

E, como a reta AC encontrou as paralelas AD, EC, portanto, o ﬁngulo sob
ACE é igual ao sob CAD. Mas o sob CAD foi suposto igual ao sob BAD;
portanto, o ﬁngulo sob BAD ¢ igual ao sob ACE. De novo, como a reta
BAE encontrou as paralelas AD, EC, o ﬁngulo exterior, o sob BAD é igual
ao Angulo interior, 0 sob AEC. E também o sob ACE foi provado igual ao
sob BAD; portanto, também o sob ACE ¢ igual a0 sob AEC; desse modo,
também o lado AE ¢é igual ao lado AC. E, como a AD foi tragada paralela
a um dos lados, o EC, do triﬁngulo BCE, portanto, proporcionalmente,
como a BD estd para a DC, assim a BA para a AE. Mas a AE ¢ igual a AC;
portanto, como a BD para a DC, assim a BA paraa AC.

Mas, entdo, como a BD esteja para a DC, assim a BA para a AC, e ﬁque
ligada a AD; digo que o Angulo sob BAC foi cortado em dois pela reta AD.

Pois, tendo sido construidas as mesmas coisas, como a BD esti para a
DC, assim a BA paraa AC, mas também como a BD paraa DC, assim a BA
estd paraa AE; pots,a AD foi tragada paralela aum, o EC, do triﬁngulo BCE;
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portanto, também como a BA para a AC, asstm a BA para a AE. Portanto,
a AC ¢ igual 3 AE; desse modo, também o 4ngulo sob AEC ¢ igual ao sob
ACE. Mas, por um lado, o0 sob AEC [é] igual ao exterior, o sob BAD, e, por
outro lado, o sob ACE ¢ igual a0 alterno, o sob CAD; portanto, também
o sob BAD ¢ igual ao sob CAD. Portanto, o 4ngulo sob BAC foi cortado
em dois pela reta AD.

Portanto, caso o Angulo de um tridngulo seja cortado em dois, ¢ a reta
que corta o Angulo corte também a base, os segmentos da base terdo a
mesma razio que os lados restantes do tridngulo; e, caso os segmentos
da base tenham a mesma razio que os lados restantes do tridngulo, a reta,
sendo ligada do vértice até o ponto de secgio, corta o dngulo do tridngulo

em dois; o que era preciso provar.

4.

Os lados a volta dos ﬁngulos iguais dos triﬁngulos equiﬁngulos estdo em
propor¢do, ¢ os que se estendem sob os dngulos iguais sdo homélogos.

Sejam os tridngulos equidngulos ABC, DCE,
tendo, por um lado, o ﬁngulo sob ARC igual a0 sob
DCE, ¢, por outro lado, 0 sob BAC, a0 sob CDE, e

ainda o sob ACB, ao sob CED: digo que os lados a
D volta dos ﬁngulos iguais dos triﬁngulos ABC, DCE

B C E estdo em proporgio e os que se estendem sob os
Angulos iguais sio homdlogos.

Fique, pois, posta a BC sobre uma reta com a CE. E, como os ﬁngulos
sob ABC, ACB sio menores do que dois retos e os sob ACB é igual ao sob
DEC, portanto, os sob ABC, DEC sio menores do que dois retos; portan-
to, as BA, ED, sendo prolongadas, encontrar-se-3o. Fiquem prolongadas
e encontrem-se no E

E, como o Angulo sob DCE ¢ igual ao sob ABC, a BF ¢ paralela 3 CD.
De novo, como o sob ACB é igual ao sob DEC, a AC ¢ paralela a FE. Por-
tanto, o FACD ¢ um paralelogramo; portanto, a FA ¢ igual 3 DC, enquanto

a AC, A FD. E, como a AC foi tracada paralela a um, o FE, do triﬁngulo
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FBE, portanto, como a BA estd para a AE assim a BC para a CE. Mas a
AF ¢ igual a CD; portanto, como a BA para a CD, asstm a BC para a CE,
e, alternadamente, como a AB para a BC, assim a DC para a CE. De novo,
como a CD ¢ paralela A BE portanto, como a BC para a CE, asstm a FD
paraa DE. Mas a FD ¢ igual A AC; portanto, como a BC paraa CE, assim
aAC paraa DE, e, alternadamente, como a BC paraa CA, asstma CE paraa
ED. Porque, de fato, foi provado, por um lado, como a AB para a BC, assim
a DC paraa CE, e, por outro lado, como a BC paraa CA, assima CE paraa
ED, portanto, por igual posto, como a BA paraa AC, asstma CD paraa DE.

Portanto, os lados a volta dos Angulos iguais dos triAngulos equiingulos
estdo em proporgio e os que se estendem sob os dngulos iguais sio homd-

IOgOS; (¢] que era preciso PI‘OVQI‘.

Caso dois tridngulos tenbam os lados em proporcao, os tridngulos serdo
equidngulos, e terdo iguais os dngulos sob os quais se estendem os lados

homélogos.
Sejam os dois triﬁngulos ABC, DEF, tendo A
os lados em proporgio, por um lado, como 0 AB D
para o BC, assim o DE para o EE e, por outro . "
lado, como o BC para o CA, assim o EF para o
FD, e ainda como o BA para o AC, assim o ED C G

parao DF; digo que o triﬁngulo ABC ¢ equian-
gulo com o tridngulo DEF e terdo os Angulos iguais, aqueles sob os quais
se estendem os lados homo’logos, por um lado, o sob ABC, ao sob DEF e,
por outro lado, o sob BCA ao sob EFD, ¢ ainda o sob BAC, ao sob EDE
Fiquem, pois, construidos, sobre a reta EF e nos pontos E, I sobre ela,
por um lado, o sob FEG igual a0 ﬁngulo sob ABC, e, por outro lado, o sob
EFG igual ao sob ACB; portanto, o junto ao A restante ¢ igual ao junto
ao G restante.
Portanto, o tridngulo ABC ¢ equiﬁngulo com o [tridngulo] EGE Por-

tanto, os lados A volta dos ﬁngulos 1guais dos triﬁngulos ABC, EGF estio

236



Os elementos

em proporgio ¢ os que se estendem sob os Angulos iguais sio homélogos;
portanto, como o AB para o BC, [assim] o GE para o EE Mas, como o
AB para o BC, assim, foi suposto, o DE para o EF; portanto, como o DE
para o EE assim o GE para o EE Portanto, cada um dos DE, GE tem para
o EF a mesma razio; portanto, o DE ¢ igual ao GE. Pelas mesmas coisas,
entio, também o DF ¢ igual a0 GE Como, de fato, o DE ¢ igual ao EG, e
o EF é comum, os dois DE, EF, entio, sio iguais aos dois GE, EF; e a base
DF [é] igual 3 base FG; portanto, o ﬁngulo sob DEF ¢ igual a0 ﬁngulo sob
GEEF e o trifingulo DEF ¢ igual ao tridingulo GEF, e os Angulos restantes
sdo iguais aos Angulos restantes, aqueles sob os quais se estendem os lados
iguais. Portanto, por um lado, o ﬁngulo sob DFE ¢ igual ao sob GFE, e,
por outro lado, 0 sob EDF, ao sob EGE E como o sob FED ¢ igual ao sob
GEFE mas o sob GEE ao sob ABC, portanto, também o ﬁngulo sob ABC é
igual ao sob DEE Pelas mesmas coisas, entdo, também o sob ACB ¢ igual
ao sob DFE, e, ainda, o junto ao A, ao junto ao D; portanto, o triﬁngulo
ABC ¢ equiﬁngulo com o triﬁngulo DEE

Portanto, caso dois tridngulos tenham os lados em proporgio, os tridn-
gulos serao equiﬁngulos e terdo iguais os ﬁngulos sob os quais se estendem

os lados homdlogos; o que era preciso provar.

Caso dois tridngulos tenbam uwm angulo igual a um dngulo, ¢ os lados, a
volta dos ﬁngulos iguais, em propor¢ao, os triﬁngulos serao eqmﬁngulos e
terdo iguais os dngulos sob os quais se estendem os lados homdlogos.

Sejam os dois tridngulos ABC, DEF, tendo um

A D ngulo, 0 sob BAC, igual a um ingulo, o sob EDE e
&G os lados, A volta dos ﬁngulos iguais, em proporgao,
como o BA para o AC, asstm o ED para o DF; digo
E F
B C

que o triﬁngulo ABC ¢ equiﬁngulo com o triﬁngulo
DEEF e terdo o Angulo sob ABC igual ao sob DEFE e
o sob ACB, ao sob DFE.
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Fiquem, pois, construidos, sobre a reta DF e nos pontos D, F sobre ela,
por um lado, o sob FDG igual a qualquer um dos sob BAC, EDF, e, por
outro lado, o sob DFG igual ao sob ACB; portanto, o ﬁngulo junto ao B
restante é igual ao junto ao G restante.

Portanto, o tridngulo ABC é equidngulo com o tridngulo DGE Portanto,
proporcionalmente, como o BA estd parao AC, asstm o GD parao DE Mas
foi SuUposto também como o BA parao AC, asstimo ED parao DF; portanto,
também como o ED para o DE, assim o GD para o DE Portanto, o ED ¢
igual a0 DG; e o DF é comum; entdo, os dois ED, DF sio iguais aos dois
GD, DF; e o Angulo sob EDF [¢] igual ao 4ngulo sob GDF; portanto, a
base EF ¢ igual A base GE e o triﬁngulo DEF ¢ igual a0 triﬁngulo GDE
e os Angulos restantes serdo iguais aos Angulos restantes, sob os quais se
estendem os lados iguais. Portanto, por um lado, 0 sob DFG é igual a0 sob
DFE, e, por outro lado, o sob DGE ao sob DEE Mas o sob DFG ¢ igual
ao sob ACB; portanto, também o sob ACR ¢ igual ao sob DFE. Mas foi
também suposto o sob BAC igual ao sob EDF; portanto, também o junto
ao B restante é igual ao junto ao E restante; portanto, o triﬁngulo ABC ¢
equiﬁngulo como o triﬁngulo DEE

Portanto, caso dois tridngulos tenham um 4ngulo igual a um Angulo,
e os lados A volta dos ﬁngulos iguais em proporgao, os triﬁngulos serao
equidngulos e terdo iguais os dngulos sob os quais se estendem os lados

homélogos; 0 que era preciso provar.

7.

Caso dois tridngulos tenbam um angulo igual a wm dngulo, ¢ os lados
a volta dos outros dngulos em proporcio, e cada um dos restantes,
simultaneamente, ou menor ou ndo menor do que um reto, os tridngulos
serdo equidngulos ¢ terdo iguais os dngulos, a volta dos quais estdo os lados
em propor¢ao.

Sejam os dois triﬁngulos ABC, DEF tendo um ﬁngulo igual a um angu-
lo, 0 sob BAC, ao sob EDE, e os lados a volta dos outros angulos, os sob

ABC, DEF em proporgio, como o AB para o BC, assim o DE para o EF, e,
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primeiramente, cada um dos restantes, os juntos aos
C, E simultaneamente, menor do que um reto; digo
que o trifmgulo ABC é equiﬁngulo com o triﬁngulo
F DEE e o ﬁngulo sob ABC sera igual ao sob DEE e
B G o restante, a saber, o junto ao C, ¢ igual ao restante,
C o junto ao L.
Pois, se 0 sob ABC ¢é desigual ao sob DEF, um deles ¢ maior. Seja maior
o sob ABC. E ﬁque construido, sobre a reta AB e no ponto B sobre ela, o
sob ABG igual ao Angulo sob DEE
E como, por um lado, o 4ngulo A ¢ igual ao D, e, por outro lado, o sob
ABG, ao sob DEE portanto, o sob AGB restante é igual ao sob DFE restan-
te. Portanto, o triingulo ABG ¢ equidngulo com o tridngulo DEE Portanto,
como o AB estd para o BG@G, assim o DE para o EE Mas, como o DE para
o EF, [assim], fot suposto, o AB para o BC; portanto, o AB tem para cada
um dos BC, BG a mesma razio; portanto, o BC ¢ igual a0 BG. Desse modo,
também o ﬁngulo junto ao C ¢ igual ao ﬁngulo sob BGC. Mas o junto ao C
foi suposto menor do que um reto; portanto, também o sob BGC é menor
do que um reto; desse modo, o ﬁngulo sob AGB, adjacente a ele, é maior
do que um reto. E foi provado que é igual ao junto ao F; portanto, também
o junto ao F é maior do que um reto. Mas foi suposto menor do que um
reto; o que ¢ absurdo. Portanto, o 4ngulo sob ABC nio é desigual ao sob
DEF; portanto, ¢ igual. Mas também o junto ao A é igual ao junto ao D;
portanto, o junto ao C restante é igual ao junto ao F restante. Portanto, o
tridngulo ABC ¢ equifngulo com o tridngulo DEE
Mas, entio, de novo, ﬁque suposto cada um dos junto aos C, F nio
menor do que um reto; digo, de novo, que também assim o tridingulo ABC
¢ equiﬁngulo com o triﬁngulo DEE
Tendo sido, pois, construfdas as mesmas
A coisas, do mesmo modo provaremos que o BC
é igual a0 BG; desse modo, também o ﬁngulo
junto ao C ¢ igual ao sob BGC. Mas o junto ao
E C nio é menor do que um reto; portanto, nem
o sob BGC é menor do que um reto. Entdo, os

B dois Angulos do tridngulo BGC nio sio meno-
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res do que dois retos; o que ¢é impossfvel. Portanto, de novo, o ﬁngulo sob
ABC nio ¢ desigual do sob DEF; portanto, é igual. Mas também o junto
a0 Aé igual ao junto ao D; portanto, o junto ao C restante é igual a0 Junto ao
F restante. Portanto, o triﬁngulo ABC ¢ equiﬁngulo com o triﬁngulo DEE

Portanto, caso dois trifngulos tenham um Angulo igual a um Angulo, e
os lados a volta dos outros dngulos em proporgio, e cada um dos restantes,
simultaneamente, é menor ou nio menor do que um reto, os tridngulos
serao equiﬁngulos e terdo iguais os ﬁngulos, Avolta dos quais estio os lados

em proporgio; O que era pFECiSO p]fOVElIZ
3.

Caso em um tridngulo retngulo seja tracada wma perpendicular do
dangulo reto até a base, os tridngulos junto a perpendicular sao semelbantes

tanto ao tOdO quanto entre si.

Seja o tridingulo retAngulo ABC, tendo reto o A
angulo sob BAC, e fique tracada do A até 0o BC a
perpendicular AD; digo que cada um dos tridn-
gulos ABD, ADC ¢ semelhante ao ABC todo e, B ID C

ainda, entre si.

Pois, como o sob BAC ¢ igual ao sob ADB; pots, cada um é reto; e o
junto ao B é comum dos dois triﬁngulos, tanto do ABC quanto do ABD,
portanto, o sob ACB restante é igual a0 sob BAD restante: portanto, o
triﬁngulo ABC ¢ equiﬁngulo com o triﬁngulo ABD. Portanto, como o BC,
que subtende o reto do tridingulo ABC, estd para o BA, que subtende o
reto do triﬁngulo ABD, asstm o mesmo AB, que subtende o ﬁngulo junto
ao C do triﬁngulo ABC, para o BD, que subtende o sob BAD, igual, do
tridngulo ABD, e, ainda, 0 AC para o AD, subtendendo o dngulo junto ao B,
comum dos dois triﬁngulos. Portanto, o triﬁngulo ABC tanto é equiﬁngulo
com o tridngulo ABD quanto tem os lados, a volta dos Angulos iguais, em
proporgio. Portanto, o triingulo ABC [¢] semelhante ao tridngulo ABD.
Do mesmo modo, entio, provaremos que também o triﬁngulo ABC é seme-

lhante ao triﬁngulo ADC; portanto, cada um dos [triﬁngulos] ABD, ADC

240



Os elementos

¢ semelhante ao ABC todo. Digo, entdo, que também os triﬁngulos ABD,
ADC sio semelhantes entre si.

Pois, como o sob BDA é reto, é igual a0 sob ADC, reto, mas, certamente,
também o sob BAD foi provado igual ao junto ao C, portanto, também o
junto ao B restante ¢ igual a0 sob DAC restante; portanto, o triﬁngulo ABD
é equiﬁngulo com o triﬁngulo ADC. Portanto, como o BD, subtendendo
o sob BAD do tridingulo ABD, estd para o DA, subtendendo o junto ao C
do triﬁngulo ADC igual 2o sob BAD, assim o mesmo AD, subtendendo o
ingulo junto ao B do tridngulo ABD, para 0 DC, que subtende o sob DAC
do trifingulo ADC, igual ao junto ao B, e, ainda, o BA para o AC, subten-
dendo os retos; portanto, o triﬁngulo ABD ¢ semelhante ao triﬁngulo ADC.

Portanto, caso em um tridngulo retAngulo seja tragada uma perpendicular
do ﬁngulo reto até a base, os triﬁngulos junto a perpendicular sio seme-

Ihantes tanto ao tOdO quanto entre st [O que era p]f€CiSO provar} .

COROLARIO

Disso, é evidente que, caso em um triﬁngulo retﬁngulo seja tracada uma
perpendicular do reto até a base, a tracada é média, em proporgao, entre os
segmentos da base; o que era preciso provar [e, ainda, entre a base e qual-

quer dos segmentos, o lado junto ao segmento ¢ média, em proporgﬁo} .

9.

Separar de wma reta dada a parte que foi prescrita.

Seja a reta dada AB; ¢ preciso, entdo, da AB

C
E separar a parte que foi prescrita.
D Fique, entido, prescritaa terga. [E] fique tragada
A - B através, a partir do A, alguma reta, a AC, contendo

um ﬁngulo, que foi encontrado ao acaso, com a AB;

e ﬁque tomado, a0 acaso, o ponto D sobrea AC, e ﬁquem postas as DE, EC
iguais a AD. E fique ligada a BC, e pelo D fique tragada a DF paralela a ela.
Como, de fato, a FD foi tragada paralela a um dos lados, o BC, do tridn-
gulo ABC, portanto, em proporgiao, como a CD esta paraa DA, asstm a BF
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para a FA. Mas a CD ¢é o dobro da DA; portanto, também a BF é o dobro
da FA; portanto, a BA ¢ o triplo da AE
Portanto, da reta dada AB foi separada a terga parte prescrita AF; o que

era preciso fazer.

10.

Cortar a reta dada nao cortada semelbantemente a dada cortada.

Sejam, por um lado, a reta dada ndo cortada AB,
e, por outro lado, a cortada AC nos pontos D,E, e
fiquem postas de modo a conter um angulo, que
foi encontrado ao acaso, e ﬁque Iigada aCB,e pelos D
D, E fiquem tragadas as DE EG paralelas 3 BC, e
pelo D fique tragada a DHI paralela a AB. A F G B

Portanto, cada um dos FH, HB é um paralelo—
gramo; portanto, por um lado, a DH ¢ igual 2 FG, e, por outro lado, a HI,
a GB. E, como a HE foi tragada paralela aum dos lados, o IC, do trifmgulo
DIC, portanto, em proporgao, como a CE esta para a ED, assim a IH para
a HD. Mas, por um lado, a TH ¢ igual a BG, e, por outro lado, a HD, a
GE Portanto, como a CE estd para a ED, asstm a BG paraa GE De novo,
como a FD foi tragada paralela a um dos lados, o GE, do tridingulo AGE,
portanto, em proporgio, como a ED estd para a DA, assim a GF para a
FA. Mas foi provado também como a CE paraa ED, asstm a BG paraa GF;
portanto, por um lado, como a CE est4 paraa ED, assim a BG paraa GE e,
por outro lado, como a ED para a DA, assim a GF para a FA.

Portanto, a reta dada nio cortada AB foi cortada semelhantemente A reta

dada cortada AC; o que era preciso fazer.
I1.
Dadas duas retas, achar wuma terceira em proporcao.

Sejam as [duas retas| dadas BA, AC, e ﬁquem postas contendo um

ﬁngulo, ao acaso. E preciso, entio, achar uma terceira, em proporgﬁo, com
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as BA, AC. Fiquem, pois prolongadas até os pontos D, E,
e fique posta a BD igual & AC, e fique ligada a BC, e pelo

D fique tragada a DE paralela a ela.
Como, de fato, a BC foi tragada paralela aum dos lados,
C o DE, do triﬁngulo ADE, em propor¢do, como a AB esta
D para a BD, assim a AC para a CE. Mas a BD ¢ igual a AC.
Portanto, como a AB est3 paraa AC, assim a AC paraa CE.
Portanto, dadas duas retas AB, AC foi achada uma ter-

ceira,a CE, em proporgao com elas; o que era preciso fazer.

12.

Dadas trés retas, achar wma quarta em proporcao.

Sejam as trés retas dadas A,

E B, C; ¢ preciso, entio, achar uma
A quarta em proporgao com as A,

G B B, C.
C . . Fiquem postas as duas retas

DE, DF, contendo um ﬁngulo

D H F [a0 acaso], o sob EDF; e ﬁquem

postas, por um lado, a DG igual a
A, e, por outro lado, a GE igual A B, e, ainda, a DH igual A C; e, tendo sido
ligada a HG, fique tragada pelo E a EF paralela a ela.

Como, de fato, a GH foi tragada paralela a um lado, o EF, do triﬁngulo
DEF, portanto, como a DG estd para a GE, assim a DH para a HE Mas,
por um lado, a DG ¢ igual a A, e, por outro lado, a GE, 2 B, e a DH, a C;
portanto, como a A esta para a B, assima C para a HE

Portanto, dadas as trés retas A, B, C, foi achada uma quarta, a HE em

proporgao; o que era preciso fazer.
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I3.

Achar uma média em proporcio entre duas retas dadas.

Sejam as duas retas dadas AB, BC; é preciso, en-

tdo, achar uma média em proporgio entre as AB, BC. D
Fiquem postas sobre uma reta, e ﬁque descrito

sobre a AC o semicirculo ADC, e fique tragada, a

partir do ponto B, a BD em ﬁngulos retos coma B C

reta AC, e fiquem ligadas as AD, DC.

Como o 4ngulo sob ADC estd em um semicirculo, ¢ reto. E, como no
triﬁngulo retﬁngulo ADC foi tracada, do ﬁngulo reto até a base, a perpen-
dicular DB, portanto, a DB é média em proporgao entre os segmentos AB,
BC da base.

Portanto, foi achada a DB, média em proporgio entre as duas retas dadas

AB, BC; o que era preciso fazer.

14.

Os lados, a volta dos angulos iguais, dos paralelogramos iguais ¢ também
equiﬁngulos, sdo inversamente proporcionais; e sao iguais aqmles
paralelogramos equidngulos, dos quais os lados, a volta dos dngulos iguais,

sao inversamente proportionais.

Sejam os paralelogramos iguais e também equidn- E C
gulos AB, BC, tendo iguais 0s ﬁngulos noB,e ﬁquem
postas as DB, BE sobre uma reta; portanto, também F
as FB, BG estio sobre uma reta. Digo que os lados B G
dos AB, BC, & volta dos Angulos iguais, sdo inversa-
mente proporcionais, isto ¢, que como a DB estd para

a BE, asstim a GB para a BE

Fique, pois, completado o paralelogramo FE. Como, de fato, o parale-

A D

Iogramo AB ¢ igual ao paralelogramo BC,eo FE ¢ algum outro, portanto,

como o AB estd parao FE, asstm o BC parao FE. Mas, por um lado, como
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o AB parao FE, asstm a DB paraa BE, e, por outro lado, como o BC parao
FE, assim a GB para a BF; portanto, também como a DB paraa BE, assim
a GB para a BE Portanto, os lados dos paralelogramos AB, BC, A volta dos
ﬁngulos iguals, s3o Inversamente proporcionais.

Mas, entdo, como a DB esteja paraa BE, assim a GB paraa BF; digo que
o paralelogramo AB ¢ igual ao paralelogramo BC.

Pois, como a DB est3 paraa BE, assim a GB paraa BE mas, por um lado,
como a DB para a BE, assim o paralelogramo AB para o paralelogramo FE,
e, por outro lado, como a GB para a BE assim o paralelogramo BC para o
paralelogramo FE, portanto, também como o AB para o FE, asstm o BC
para o FE; portanto, o paralelogramo AB é igual a0 paralelogramo BC.

Portanto, os lados, a volta dos Angulos iguais, dos paralelogramos iguais
e também equiﬁngulos sio inversamente proporcionais; e sdo 1guais aqueles
paralelogramos equidngulos, dos quais os lados, 3 volta dos Angulos iguais,

sdo Inversamente proporcionais; o que era preciso provar.

I5.

Dos triangulos iguais ¢ que tém wm dngulo igual a wm, os lados a volta
dos ﬁngulos iguais sao inversamente proporcionais; e sao iguais agueles
tridngulos que tém wm dngulo igual a um, dos quais os lados a volta dos

ﬁngulos iguais sao inversamente proporcionais.

Sejam os tridngulos iguais ABC, ADE,
B C tendo um ﬁngulo, o sob BAC, igual a um,
o sob DAE; digo que, dos tridingulos ABC,

ADE, os lados a volta dos ﬁngulos 1guais

sdo Inversamente proporcionaits, isto &,
que como a CA esta para a AD, assim a EA
para a AB.

Fiquem, pois, postos de modo a estar

D E a CA sobre uma reta com a AD; portanto,
sobre uma reta também a EA estd com a AB.

E ﬁque ligada a BD.
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Como, de fato, o triﬁngulo ABC ¢ igual ao triﬁngulo ADE, e o BAD ¢
algum outro, portanto, Como o triﬁngulo CAB esta para o triﬁngulo BAD,
assim o triﬁngulo EAD para o triﬁngulo BAD. Mas, por um lado, como o
CAB para o BAD, assim a CA para a AD, e, por outro lado, como o EAD
para o BAD, asstm a EA para a AB. Portanto, também como a CA para a
AD, assim a EA para a AB. Portanto, dos triﬁngulos ABC, ADE os lados 3
volta dos Angulos iguais sdo inversamente proporcionais.

Mas, entao, ﬁquem Inversamente proporcionais os lados dos triﬁngulos
ABC, ADE, e como a CA esteja paraa AD, assim a EA para a AB; digo que
o tridngulo ABC ¢ igual ao tridingulo ADE.

Pois, de novo, tendo sido Iigada a BD, como a CA estd para a AD, assim
a EA para a AB, mas, por um lado, como a CA paraa AD, assim o triﬁngulo
ABC para o trifmgulo BAD, e, por outro lado, como a EA para a AB, assim
o triﬁngulo EAD para o triﬁngulo BAD, portanto, como o triﬁngulo ABC
para o triﬁngulo BAD, assim o triﬁngulo EAD para o triﬁngulo BAD. Por-
tanto, cada um dos ABC, EAD tem para o BAD a mesma razao. Portanto,
o [tridngulo] ABC ¢é igual ao tridingulo EAD.

Portanto, dos triﬁngulos iguals e que tém um ﬁngulo igual aum, os lados
3 volta dos §ngulos iguals sdo inversamente proporcionais; e sio iguais
aqueles triﬁngulos que tém um ﬁngulo igual aum, dos quais os lados A volta

dos §ngulos iguals s3o Inversamente proporcionais; 0 que era preciso provar.

I16.

Caso quatro retas estejam em proporgdo, o retangulo contido pelos
extremos ¢ igual ao retdngulo contido pelos meios, e caso o retdngulo
contido pelos extremos seja igual ao retﬁngulo contido pelos meios, as

quatro retas estardao em propor¢ao.

Estejam as quatro retas AB,

CD,E, Fem proporgao, como a H

AB para a CD, assim a E para a

F; digo que o retﬁngulo contido A B C D
pelas AB, F é igual ao retdngulo g ., F. .

contido pelas CD, E.
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Fiquem, [pois], tragadas a partir dos pontos A, Cas AG, CH em retos
com as retas AB, CD, e fiquem postas, por um lado, a AG igual 2 E e, por
outro lado, a CH igual aE. E, ﬁquem completados 0s paralelogramos BG,
DH.

E, como a AB estd para a CD, assima E para a E mas, por um lado, a E
é igual aCH, e, por outro lado, a E A AG, portanto, como a AB para a CD,
assim a CH para a AG. Portanto, dos paralelogramos BG, DH os lados a
volta dos ﬁngulos iguais sdo inversamente proporcionais. Mas sdo iguais
aqueles paralelogramos, dos quais os lados 4 volta dos Angulos iguais sio
mversamente proporcionais; portanto, o paralelogramo BG¢é igual ao para-
Ielogramo DH. E, por um lado, 0BG éo pelas AB, F; pois, aAG¢é igual aF;
e, por outro lado, 0o DH ¢ o pelas CD, E; pois a E é igual 8 CH; portanto,
o retﬁngulo contido pelas AB, F ¢ igual a0 retﬁngulo contido pelas CD, E.

Mas, entio, seja o retAngulo contido pelas AB, F igual ao retAngulo con-
tido pelas CD, E; digo que as quatro retas estardo em proporgao, como a
AB para a CD,assima E para a E

Tendo, pois, sido construfdas as mesmas coisas, como o pelas AB, F ¢
igual a0 pelas CD, E, e, por um lado, o pelas AB, F é o BG; pois, a AG ¢
igual 2 F; e, por outro lado, o pelas CD, E é o DH; pois, a CH ¢ igual 3 E;
portanto, o BGé igual ao DH. E sao equiﬁngulos‘ Mas, dos paralelogramos
iguais e equidngulos os lados a volta dos Angulos iguais sio inversamente
proporcionais. Portanto, como a AB estd paraa CD, asstma CH paraa AQG.
Mas, por um lado, a CH ¢ igual aE, e, por outro lado, a AG,A F; portanto,
como a AB estd paraa CD, assima E para a E

Portanto, caso quatro retas estejam em proporgao, o retﬁngulo contido
pelos extremos ¢ igual ao retingulo contido pelos meios; e, caso o retin-
gulo contido pelos extremos seja igual ao retﬁngulo contido pelos me10s,

as quatro retas estarao em proporgio; O que era preciso provar.
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17.

Caso trés retas estejam em proporcio, o retdngulo contido pelos extremos ¢
igual ao quadrado sobre a média; e, caso o retdngulo contido pelos extremos

seja igual ao quadrado sobre a média, as trés retas estardo em proporcdo.

Estejam as trés retas A, B, C em pro- A

porgao, como a A para a B, asstma B para g D

aC; digo que o retﬁngulo contido pelas A, c
C ¢ igual ao quadrado sobre a B. B

Fique posta a D igual A B. E, como a A estd para a B, asstm como a B
para a C,masaBé igual aD, portanto, como a A esta para a B,aD para
a C. Mas, caso quatro retas estejam em proporgio, o [retAngulo] contido
pelos extremos é igual a0 retﬁngulo contido pelos meios. Portanto, o pelas
A, C éigual ao pela B, D. Mas o pelas B, D é o sobre a B; pois a B é igual a
D; portanto, o retﬁngulo contido pelas A, C¢é igual ao quadrado sobre a B.

Mas, entdo, seja o pelas A, C igual ao sobre a B; digo que como a A estd
para a B, asstma B para a C.

Tendo, pois, sido construfdas as mesmas coisas, como o Pelas A C¢é igual
a0 sobre a B, mas o sobreaB éo pelas B, D; pois aB¢é igual aD; portanto,
o pelas A, C¢é igual a0 pelas B, D. Mas, caso o pelos extremos seja igual a0
pelos meios, as quatro retas estio em proporgio. Portanto, como a A estd
para a B, asstma D para a C.MasaB¢é¢ igual aD; portanto, como a A para
aB,assimaB para a C.

Portanto, caso trés retas estejam em proporgio, o retingulo contido pe-
los extremos é igual ao quadrado sobre a média; e, caso o retdngulo contido
pelos extremos seja igual ao quadrado sobre a média, as trés retas estardo

em Proporgio; o que era preciso provar.
proporg q P P
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13.

Sobre a reta dada descrever uma retilinea semelbante, e também

semelbantemente posta, a retilinea dada.

E H Sejam, por um lado, a reta dada AB, e, por

G outro lado, a retilinea dada CE; é preciso,

entdo, sobre a reta AB descrever uma retilinea

c semelhante, e também semelhantemente pos-

D A B :
ta, A retilinea CE.

Fique ligada a DE e ﬁquem construidos sobre a reta AB e nos pontos
A, B sobre ela, por um lado, o sob GAB igual a0 ﬁngulo junto ao C, e, por
outro lado, o sob ABG igual ao sob CDE Portanto, o sob CFD restante é
igual a0 sob AGB; portanto, o triﬁngulo FCD ¢ equiﬁngulo como triﬁngulo
GAB. Portanto, em proporgao, como a FD estd paraa GB, assim a FC para
a GA, e a CD para a AB. De novo, ﬁquem construidos sobre a reta BG e
nos pontos B, G sobre ela, por um lado, o sob BGH igual a0 ﬁngulo sob
DFE, e, por outro lado, o sob GBH igual ao sob FDE. Portanto, o junto
ao E restante é igual ao junto ao H restante; portanto, o triﬁngulo FDE
é equiﬁngulo com o triﬁngulo GHB; portanto, em proporgao, como a FD
estd para a GB, assim a FE paraa GH e a ED para a HB. Mas foi provado
também como a FD para a GB, assim a FC para a GAeaCD para a AB;
portanto, também como a FC para a AGQG, assim tanto a CD para a AB
quanto a FE para a GH, e ainda a ED para a HB. E como, por um lado, o
ngulo sob CFD ¢é igual ao sob AGB, e, por outro lado, o sob DFE, ao sob
BGH, portanto, o sob CFE todo ¢ igual ao sob AGH todo. Pelas mesmas
coisas, entdo, também o sob CDE ¢ igual a0 sob ABH. Mas também, por
um lado, o junto ao C ¢ igual a0 junto ao A, e, por outro lado, o junto ao
E, ao junto ao H. Portanto, o AH ¢é equiﬁngulo com o CE; e tém os lados
3 volta dos ﬁngulos iguais em proporg¢io; portanto, a retilinea AH é seme-
lhante A retilinea CE.

Portanto, sobre a reta dada AB foi descrita a retilinea AH semelhante, e

também semelhantemente posta, a retilinea dada CE; o que era preciso fazer.
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I9.

Os tridngulos semelbantes entre si estdo em uma razdo dupla da
dos lados homélogos.

Sejam os tridngulos semelhantes ABC,

A
DEEFE tendo o ﬁngulo junto ao B igual ao junto
a0 E, e como o AB parao BC, assim o DE para D
o EF, de modo a ser o BC homélogo ao EF; ii
digo que o tridAngulo ABC tem para o tridngulo
81 . P & B G C E F

DEF uma razio dupla da que o BC, para o EE

Fique, pois, tomada uma terceira, a BG, em proporgdo com as BC, EE de
modo a estar como a BC para a EE assim a EF paraa BG; e fique ligadaa AG.

Como, de fato, a AB esti para a BC, assim a DE para a EF, portanto,
alternadamente, como a AB esti paraa DE, asstim a BC paraa EE Mas, como
aBC paraa EE assim a EF esta para BG. Portanto, também como a AB para
a DE, assim a EF para BG; portanto, dos triﬁngulos ABG, DEF os lados 3
volta dos ﬁngulos iguats sdo inversamente proporcionats. Mas, sdo tguais
aqueles tridngulos, dos que, tendo um angulo igual a um, os lados a volta
dos ﬁngulos iguais sdo inversamente proporcionais. Portanto, o triﬁngulo
ABG ¢ igual a0 triﬁngulo DEE E, como a BC estd para a EE assim a EF
para a BG, mas, caso trés retas estejam em proporgao, a primeira tem para
a terceira uma razio dupla da que para a segunda, portanto, a BC tem para
a BG uma razao dupla da que a CB, paraa EE Mas, como a CB para a BG,
assim o tridingulo ABC para o tridngulo ABG; portanto, também o tridingulo
ABC tem parao triﬁngulo ABG uma razao dupla da queaBC, paraa EE Mas
o tridngulo ABG ¢ igual ao tridingulo DEF; portanto, também o tridngulo
ABC tem para o triﬁngulo DEF uma razao dupla da que o BC, para o EE

Portanto, os tridngulos semelhantes entre si estio em uma razio dupla

da dos lados homélogos; [o que era preciso provar |.

COROLARIO

Disso, é evidente que, caso trés retas estejam em proporgao, como a

primeira estd para a terceira, assim a ﬁgura sobre a primeira para a seme-
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lhante e semelhantemente descrita sobre a segunda [porque foi provado
como a CB para a BG, assim o tridingulo ABC para o tridngulo ABG, isto

é, 0 DEF]; o0 que era preciso provar.
20.

Os poligonos semelbantes sao divididos em tridngulos tanto semelbantes
quanto iguais em quantidade e homélogos aos todos, ¢ o poligono tem
para o poligono wma razao dupla da que o lado homélogo, para o lado
homélogo.

Sejam os poligonos semelhantes ABCDE,

A FGHI]J, e sejaa AB homéloga aFG; digo que
B E F os poligonos ABCDE, FGHIJ sio divididos
G @J em tridngulos tanto semelhantes quanto

C D H |

iguais em quantidade e homdlogos aos todos,

e o poligono ABCDE tem para o poligono
FGHIJ uma razio dupla da que a AB, para a FG.

Fiquem ligadas as BE, EC, GJ, JH.

E, comoo polfgono ABCDE ¢ semelhante ao polfgono FGHIJ, o ﬁngulo
sob BAE é igual a0 sob GFJ. E, como a BA est4 paraa AE, asstim a GF paraa
FJ. Como, de fato, os ABE, FGJ sio dois triﬁngulos tendo um ﬁngulo igual
a um Angulo e os lados a volta dos 4ngulos iguais em proporgio, portanto,
o tridngulo ABE ¢ equifngulo com o tridingulo FGJ; desse modo, também ¢é
semelhante: portanto, o ﬁngulo sob ABE ¢ igual ao sob FGJ. Mas também o
sob ABC todo é igual ao sob o FGH todo, pela semelhanga dos poligonos;
portanto, o ﬁngulo sob EBC restante é igual ao sob JGH. E como, pela
semelhanca dos triﬁngulos ABE, FGJ, a EB esta para a BA, assim a JG para
a GE mas, por certo, também pela semelhanca dos poligonos, como a AB
estd paraa BC, assitm a FG para GH, portanto, por igual posto, como a EB
para BC, assim a JG para GH, e os lados 2 volta dos Angulos iguais, os sob
EBC, JGH, estio em proporcio; portanto, o triﬁngulo EBC ¢ equiﬁngulo
com o tridngulo JGH; desse modo, também o tridngulo EBC é semelhante

ao triﬁngulo JGH. Pelas mesmas coisas, entio, também o triﬁngulo ECD ¢
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semelhante ao triﬁngulo JHI. Portanto, os polfgonos semelhantes ABCDE,
FGHI]J foram divididos em tridngulos tanto semelhantes quanto iguais
em quantidade.

Digo que também sio homélogos aos todos, isto é, de modo a estarem
0s triﬁngulos em proporgdo, e, por um lado, serem os ABE, EBC, ECD
antecedentes, e, por outro lado, os FGJ, JGH, JHI consequentes delas, e
que o poligono ABCDE tem para o poligono FGHIJ uma razio dupla da
que o lado homélogo, para o lado homélogo, isto ¢, a AB para a FG.

Fiquem, pois, ligadas as AC, FH. E como, pela semelhanga dos poligo-
nos, o dngulo sob ABC ¢ igual a0 sob FGH, e como a AB estd para a BC,
assim a FG para a GH, o triﬁngulo ABC ¢ equiﬁngulo com o triﬁngulo
FGH; portanto, por um lado, o dngulo sob BAC ¢ igual ao sob GFH, e,
por outro lado, o sob BCA, ao sob GHE E, como o ﬁngulo sob BAL ¢
igual ao sob GFM, mas também o sob ABL ¢ igual ao sob FGM, portanto,
também o sob ALB restante é igual a0 sob FMG restante; portanto, o triin-
gulo ABL ¢ equifmgulo com o triﬁngulo FGM. Do mesmo modo, entio,
provaremos que também o tridngulo BLC ¢é equiingulo com o tridngulo
GMH. Portanto, em proporgao, por um lado, como a AL estd para a LB,
assim a FM para a MG, e, por outro lado, como a BL para a LC, assim a
GM para MH; desse modo, também, por igual posto, como a AL para
a LC, assim a FM para MH. Mas, como a AL para LC, assim o [triﬁngulo}
ABL para o LBC, e 0 ALE para o ELC; pois, estio entre si como as bases.
Portanto, também como um dos antecedentes para um dos consequentes,
assim todos os antecedentes para todos os consequentes; portanto, como
o triﬁngulo ALB para o BLC, assim o ABE para o CBE. Mas, como o ALB
para o BLC, asstm a AL para a LC; portanto, também como a AL para a
LC, assim o triﬁngulo ABE para o triﬁngulo EBC. Pelas mesmas coisas,
entio, também como a FM para MH, assim o triﬁngulo FGJ para o triAn-
gulo GJH. E, como a AL estd para estd para LC, asstm a FM para MH;
portanto, também como o triﬁngulo ABE para o triﬁngulo BEC, assim o
tridngulo FGJ para o tridingulo GJH, e, alternadamente, como o tridngulo
ABE para o tridngulo FGJ, assim o tridngulo BEC para o tridingulo GJH.
Do mesmo modo, entio, provaremos, tendo sido ligadas as BD, GI, que

como o tridngulo BEC para o tridngulo JGH, assim o tridingulo ECD

252



Os elementos

para o tridngulo JHI. E, como o tridngulo ABE estd para o tridngulo FGJ,
asstim o EBC para o JGH, e, ainda, 0 ECD para o JHI, portanto, também
como um dos antecedentes estd para um dos consequentes, assim todos
os antecedentes para todos os consequentes; portanto, como o tridngulo
ABE estd para o tridngulo FGJ, assim o poligono ABCDE para o poligono
FGHI]J. Mas o tridngulo ABE tem para o tridngulo FGJ uma razio dupla
da que o lado homdélogo AB, para o lado homdélogo FG; pois os tridngulos
semelhantes estio em uma razio dupla da dos lados homélogos. Portanto,
também o poligono ABCDE tem para o poligono FGHIJ uma razio dupla
da que o lado homélogo AB, para o lado homélogo FG.

Portanto, os polfgonos semelhantes sio divididos em triﬁngulos tanto
semelhantes quanto iguais em quantidade e homélogos aos todos, e o
polfgono tem para o polfgono uma razao dupla da que o lado homdlogo,

para o lado homdlogo; [o que era preciso provar].

COROLARIO

E, similarmente, também para os quadriléteros [semelhantes] serd pro-
vado que estdo em uma razio dupla da dos lados homélogos. Mas também
foi provado para os tridngulos; desse modo, também, em geral, as figuras
retilineas semelhantes estdo entre si em uma razio dupla da dos lados ho-

mélogos; 0 que era preciso provar.

[COROLARIO 2

E, caso uma terceira, a N, seja tomada em proporgdo com as AB, FG, a
BA tem para a N uma razao dupla da que a AB paraa FG. Mas tem também
o poligono para o poligono ou o quadrildtero para o quadrilitero uma razio
dupla da que o lado homélogo, para o lado homélogo, 1sto é,a AB para a
FG; e foi provado isso também para os tridngulos; desse modo, também em
geral é evidente que, caso trés retas estejam em proporgao, como a primeira
estard para a terceira, assim a ﬁgura sobre a primeira para a semelhante e

semelhantemente descrita sobre a segunda. |
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21.

As semelbantes a mesma retilinea também sio semelbantes entre si.

Seja, pois, cada uma das retilineas A, B seme-
lhante a C; digo que também a A é semelhante 3 B.
Pois, como a A é semelhante 3 C, tanto é equidn-
gulo com ela quanto tem os lados 2 volta dos Angu-
los iguais em proporgio. De novo, como a B é seme-
lhante a C, tanto ¢ equidngulo com ela quanto tem
os lados A volta dos Angulos iguais em proporgio. Portanto, cada uma das
A, B é tanto equiﬁngulo com a C quanto tem os lados A volta dos ﬁngulos
iguais em proporgao [desse modo, também a A é tanto equiﬁngulo com
a B quanto tem os lados a volta dos angulos iguais em proporgio |. Portanto, a

A é semelhante A B; o que era preciso provar.

22.

Caso quatro retas estejam em propor¢io, também as retilineas semelbantes
e também semelbantemente descritas sobre elas estardo em propordo; e, caso
as retilineas semelbantes ¢ também semelbantemente descritas sobre elas
estejam em propor¢do, também as retas mesmas estardo em propor¢do.

Estejam as quatro retas AB, CD, EF, GH em
propor¢do, como a AB para a CD, assim a EF para

I
J
aGH, e ﬁquem descritas, por um lado, sobre as AB, A A
A B C D
7
E F

CD as retilineas IAB, JCD tanto semelhantes quanto

semelhantemente POStC{S, e, POI‘ outro I'AC[O, sobre
M

|
G H

as EE GH as retilineas LE MH tanto semelhantes

quanto semelhantemente postas; digo que como a

IAB estd para a JCD, assim a LF para a MH.
Fiquem, pois, tomadas, por um lado, uma terceira, a N, em propor¢io

com as AB, CD, e, por outro lado, uma terceira, a O, em proporgao com as

EE GH. E como, por um lado, a AB est4 paraa CD, asstima EF paraa GH,
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e, por outro lado, como a CD para a N, assim a GH para a O, portanto,
por igual posto, como a AB estd para a N, asstm a EF para a O. Mas, por

um lado, como a AB para a N, assim [também] o IAB

N e S parao JCD, e, por outro lado, como a EF paraa O, asstm
.9. PR © LF parao MH; portanto, também como o IAB para o

JCD, assim o LF para o MH.

Mas, entdo, como o IAB esteja parao JCD, assim o LF parao MH; digo
que também como a AB estd paraa CD, asstma EF paraa GH. Pots, se nao
como a AB estd para a CD, assim a EF para a GH, seja como a AB para a
CD, assima EF paraa PR, e ﬁque descrita sobre a PR a retilinea SR tanto
semelhante a qualquer uma das LE MH quanto semelhantemente posta.

Como, de fato, a AB estd para a CD, assim a EF para a PR, e foram
descritas, por um lado, sobre as AB, CD os IAB, JCD tanto semelhantes
quanto semelhantemente postos, e, por outro lado, sobre as EE, PR, os LE
SR tanto semelhantes quanto semelhantemente postos, portanto, como
o IAB estd para o JCD, assim o LF para o SR. Mas foi suposto também
como o IAB para o JCD, assim o LF para o MH; portanto, também como
oLF para o SR, assim o LF para o MH. Portanto, o LF tem para cada um
dos MH, SR a mesma razio; portanto, a MH ¢ igual A SR. Mas é também
semelhante a ela e semelhantemente posta; portanto, a GH ¢ igual a PR.
E, como a AB estd paraa CD, assim a EF paraa PR, masa PR ¢ igual a GH,
portanto, como a AB estd para a CD, assim a EF para a GH.

Portanto, caso quatro retas estejam em proporgio, também as retilineas
semelhantes e também semelhantemente descritas sobre elas estario em
proporgio; e, caso as retilineas semelhantes e também semelhantemente
descritas sobre elas estejam em proporgio, também as retas mesmas estardo

em Proporcio; o que era preciso provar.
proporg q P P
[LEMA]

[E que, caso retilineas iguais sejam também semelbantes, os lados

bomélogos delas sdo iguais entre si, provaremos assim.

Sejam as retilineas MH, SR iguais e semelhantes, e como a HG esteja

para a GM, assim a RP para a PS; digo que a RP ¢ igual 3 HG.
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Pois, se sao desiguais, uma delas é maior. Sejaa RP maior do queaHG, e
como a RP esta paraa PS, assitma HG paraa GM, e, alternadamente, como
a RP para a HG, assim a PS para a GM, mas a PR ¢ maior do que a HG,
portanto, também a PS é maior do que a GM; desse modo, também a RS
¢ maior do que a HM. Mas também ¢é igual; o que ¢ impossivel. Portanto,

a PR nao ¢ desigual a GH; portanto, ¢ igual; 0 que era preciso provar.}
23.

Os paralelogramos equidngulos tém entre si a razdo composta das dos

lﬂdOS.

Sejam os paralelogramos equidngulos AC, CF, A D H
tendo o Angulo sob BCD igual a0 sob ECG; digo [ [ ]
que o paralelogramo AC tem para o paralelogra- 8 / C [ G

F

E

mo CF a razio composta das dos lados. j
L

Fiquem, pois, postos, de modo a estar a BC

sobre uma reta com a CG; portanto, também a
DC estd sobre uma reta com a CE. E fique completado o paralelogramo
DG, e ﬁque posta alguma reta,al, e ﬁquem produzidas, por um lado, como
a BC para a CG, asstm a | para a ], e, por outro lado, como a DC para a
CE, assim a | paraa L.

Portanto, as razdes tanto da I paraa ] quanto da ] paraa L sdo as mesmas
que as razdes dos lados, tanto da BC para a CG quanto da DC para a CE.
Mas a razio da I para a L é composta tanto da razdo da I para a ] quanto
da ] paraa L; desse modo, também a [ tem para a L a razio composta das
dos lados. E, como a BC esta paraa CG, assim o paralelogramo AC para o
CH, mas, como a BC paraa CGQG,asstmal paraa ], portanto, também como
alparaa],assimo AC para o CH. De novo, como a DC esti para a CE,
assim o paralelogramo CH para o CE mas, como a DC para a CE, assim a
J paraa L, portanto, também como a ] para a L, assim o paralelogramo CH
para o paralelogramo CE Como, de fato, foi provado, por um lado, como
a I paraa], assim o paralelogramo AC para o paralelogramo CH, e, por

outro lado, como a ] para a L, assim o paralelogramo CH para o paralelo-
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gramo CE, portanto, por igual posto, como a I para a L, assim o AC para

o paralelogramo CE Mas a I tem para a L a razio composta das dos lados;

portanto, também o AC tem para o CF a razdo composta das dos lados.
Portanto, os paralelogramos equiingulos tém entre si a razio composta

das dos lados; o que era preciso provar.

24.

Os paralelogramos a volta do diagonal de todo paralelogramo sio
semelbantes tanto ao todo quanto entre si.

Sejam o paralelogramo ABCD, e a diagonal AC dele,

A E B : N .
esejam EG, HI paralelogramos Avoltada AC; dlgo que
Gk H cada um dos paralelogramos EG, HI é semelhante ao

“ ABCD todo e um ao outro.

D | C Pois, como a EF foi tragada paralela a um dos lados,

o BC, do tridngulo ABC, em proporgio, como a BE estd

para a EA, asstm a CF para a FA. De novo, como a FG foi tracada para-
lela a um dos lados, o CD, do tridngulo ACD, em proporgio, como a CF
estd para a FA, assim a DG para a GA. Mas, como a CF para a FA, assim,
foi provado, também a BE para a EA; portanto, também como a BE para
a EA, assim a DG para a GA, portanto, por composigéo, também como a
BA para a AE, assim a DA para a AG, e, alternadamente, como a BA para
a AD, assim a EA para a AG. Portanto, os lados, A volta do Angulo comum,
o sob BAD, dos paralelogramos ABCD, EG estio em proporgao. E, como
a GF ¢ paralela a DC, por certo o dngulo sob AFG ¢é igual ao sob DCA; e
o ﬁngulo sob DAC é comum dos dois triﬁngulos ADC, AGF; portanto, o
tridngulo ADC ¢ equidngulo com o tridngulo AGE Pelas mesmas coisas,
entdo, também o tridingulo ACB é equidngulo com o tridngulo AFE, e o pa-
ralelogramo ABCD todo ¢ equiﬁngulo com o paralelogramo EG. Portanto,
em proporgao, como a AD estd paraa DC, assim a AG para a GE e como a
DC para a CA, assim a GF para a FA, e como a AC para a CB, assim a AF
para a FE, e, ainda, como a CB para a BA, assim a FE para a EA. E, como
foi provado, por um lado, como a DC para a CA, asstm a GF paraa FA, e,
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por outro lado, como a AC para a CB, assim a AF para a FE, portanto, por
igual posto, como a DC esta para a CB, assim a GF para a FE. Portanto,
os lados, A volta dos ﬁngulos iguais dos paralelogramos ABCD, EG, estao
em proporgao; portanto, o paralelogramo ABCD ¢ semelhante ao parale—
logramo EG. Pelas mesmas coisas, entdo, também o paralelogramo ABCD
¢ semelhante ao paralelogramo IH; portanto, cada um dos paralelogramos
EG, HI ¢ semelhante ao [paralelogramo] ABCD. Mas as semelhantes 3
mesma retilinea, também sio semelhantes entre si; portanto, também o
paralelogramo EG ¢ semelhante ao paralelogramo HI.

Portanto, os paralelogramos a volta da diagonal de todo paralelogramo

sao semelhantes tanto ao tOdO quanto entre Si; o que era preciso PI‘OV&I‘.

25.

Construir a mesma semelbante a retilinea dada e igual a outra dada.
Seja, por um lado, a retilinea dada
ABC, s§n1elha11te A qual ¢ preciso .I
construir, e, por outro lado, a D, K |
igual a qual é preciso ser; & preciso, B C

F
~ - G H
entdo, construir a mesma, por um
E L

lado, semelhante 3 ABC, e, por outro J
lado, igual aD.

Fiquem, pois, aplicados, por um lado, 3 BC o paralelogramo BE igual ao
triﬁngulo ABC, e, por outro lado, 3 CE o paralelogramo CL igual aDno
ingulo sob FCE que ¢ igual ao sob CBJ. Portanto, por um lado, a BC estéd
sobre uma reta com a CF e, por outro lado,aJE, coma EL. E ﬁque tomada
a GH, média em proporgio entre as BC, CF, e fique descrito sobre a GH o
IGH semelhante ao ABC, e semelhantemente posto.

E, como a BC estd paraa GH, assima GH paraa CE mas, caso trés retas
estejam em proporgao, como a primeira estd para a terceira, assim a ﬁgura
sobre a primeira para a semelhante e semelhantemente descrita sobre a se-
gunda, portanto, como a BC estd para a CE assim o triﬁngulo ABC para o

triﬁngulo IGH. Mas também como a BC paraa CF, assim o paralelogramo
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BE para o paralelogramo EE Portanto, também como o triﬁngulo ABC
para o tridngulo IGH, assim o paralelogramo BE para o paralelogramo EF;
portanto, alternadamente, como o triﬁngulo ABC parao paralelogramo BE,
assim o tridngulo IGH para o paralelogramo EE Mas o tridangulo ABC ¢
igual ao paralelogramo BE; portanto, também o tridngulo IGH ¢ igual ao
paralelogramo EE Mas o paralelogramo EF ¢ igual aD; portanto, também
o IGH éigual 3 D. Mas também o IGH ¢ semelhante ao ABC.

Portanto, foi construida a mesma, a IGH, semelhante 2 retilinea dada

ABC e igual a outra dada D; o que era preciso fazer.

26.

Caso, de um paralelogramo, seja subtraido um paralelogramo, tanto
semelbante ao todo quanto semelbantemente posto, tendo um dngulo
comum com ele, estd & volta da mesma diagonal com o todo.

Fique, pois, subtraido do paralelogramo
A G D ABCDoparalelogramoAE semelhante a0 ABCD

e semelhantemente posto, tendo o 4ngulo sob

E F DAB comum com ele; digo que o ABCD estd a
! H volta da mesma diagonal com o AE.
B c Pois nio, mas, se possfvel, seja a AHC uma

diagonal [deles], e, tendo sido prolongada a GE
fique tragada através até o H, e fique tragada pelo H a HI paralela a qual-
quer das AD, BC.

Como, de fato, o ABCD estd a volta da mesma diagonal com o IG,
portanto, como a DA estd para a AB, assim a GA para a Al. Mas também
pela semelhanca dos ABCD, EG também como a DA esti para a AB, as-
stim a GA para a AE; portanto, também como a GA para a Al, assim a GA
para a AE. Portanto, a GA tem para cada uma das AI, AE a mesma razio.
Portanto, a AE é igual a Al, a menor, 3 mator; o que é impossfvel. Portanto,
nio é o caso de o ABCD nio estar a volta da mesma diagonal com o AF;
portanto, o paralelogramo ABCD estd a volta da mesma diagonal com o

paralelogramo AE.
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Portanto, caso de um paralelogramo seja subtraido um paralelogramo
tanto semelhante com o todo quanto semelhantemente posto, estd a volta

da mesma diagonal com o tOdO; o que era PI’CCiSO PI‘OV&I‘.

27.

De todos os paralelogramos aplicados a mesma reta, ¢ deficientes por
figuras paralelogramicas semelbantes e também semelbantemente postas a
descrita sobre a metade, o maior ¢ o [paralelogramo | aplicado & metade,
sendo semelbante ao déficit.

Seja a reta AB, e ﬁque cortada em duas no D E

C, e fique aplicado a reta AB o paralelogramo M
AD, deficiente pela figura paralelogrimica DB g H
descrita sobre a metade da AB, isto é, a CB; digo

que de todos os paralelogramos aplicados a AB

e deficientes por figuras [paralelogrimicas] hy e s
semelhantes e também semelhantemente postas

a DB, o maior é o AD. Fique, pois, aplicado a reta AB o paralelogramo AF
deficiente pela ﬁgura paralelogrﬁmica B semelhante e também semelhan-
temente posta 3 DB; digo que 0 AD é maior do que o AE

Pots, como o paralelogramo DB é semelhante ao paralelogramo FB, es-
tio a volta da mesma diagonal. Fique tracada a diagonal DB deles, e fique
completamente descrita a figura.

Como, de fato, o CF ¢ igual ao FE, e o FB é comum, portanto, o todo
CH ¢ igual ao todo IE. Mas, o CH ¢ igual ao CG, porque também a AC, 3
CB. Portanto, também o GC é igual ao EI Fique adicionado o CF comum;
portanto, o todo AF é igual a0 gnémon JLM; desse modo, o paralelogramo
DB, isto ¢, 0 AD é maior do que o paralelogramo AFE

Portanto, de todos os paralelogramos aplicados A mesma reta, e deficien-
tes por figuras paralelogrimicas semelhantes e semelhantemente postas 3
descrita sobre a metade, o maior é o que foi aplicado A metade; o que era

preciso provar.
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28.

A reta dada aplicar, igual a retilinea dada, um paralelogramo deficiente
por uma figura paralelogramica semelbante a dada; mas ¢ preciso a
retilinea dada [igual & qual ¢ preciso aplicar | nao ser maior do que a
descrita sobre a metade, semelbante ao déficit [a tanto sobre a metade
quanto a qual ¢ preciso o déficit ser semelbante .

Sejam, por um

@ lado, a reta dada AB,

e, por outro lado,

a retilinea dada C,

QN E igual 3 qual ¢ preci-

que a descrita sobre a metade da AB, semelhante ao déficit, e a D, a qual é

SO aplicar a AB, nio

A E

[sendo| maior do

preciso ser o déficit semelhante; é preciso, entio, aplicar A reta dada AB um
paralelogramo igual a retilinea dada C, deficiente por uma figura paralelo-
grimica que é semelhante a D.

Fique, pois, cortada a AB em duas no ponto E, e fique descrito sobre a
EBR o EBFG semelhante 3 D e semelhantemente posto, e ﬁque completado
o paralelogramo AG.

Se, entio, de fato, 0 AG éigual 2 C, o que fot prescrito teria acontecido;
pois, foi aplicaclo dretadada AB o paralelogramo AG igual A retilinea dada
C, deficiente pela figura paralelogrimica GB, que ¢ semelhante 3 D. Mas,
se ndo, seja o HE maior do que a C. Mas o HE ¢ igual ao GB; portanto,
também o GB é maior do que a C. Fique, entio, construido o [JLM igual a
€55€ eXCesso, pela qual cotsa o GB é maior do que a C, semelhante e seme-
lhantemente posto a D.MasaD [é} semelhante ao GB; portanto, também
o IL é semelhante ao GB. Sejam, de fato, por um lado, a I] homéloga a GE,
e, por outro lado, a JL, A GE E, como o GB ¢ igual aos C, IL, portanto, o
GB ¢ maior do que o IL; portanto, também, por um lado, a GE é maior do
que aIJ, e, por outro lado, a GE do que a JL.. Fiquem postas, por um lado,
a GN igual 3 IJ, e, por outro lado, a GO igual 4 JL, e fique completado o
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paralelogramo NGOP; portanto, também [0 GP] é igual e semelhante ao
IL [mas o IL é semelhante ao GB]. Portanto, também o GP é semelhante
ao GB; portanto, o GP estd a volta da mesma diagonal com o GB. Seja a
diagonal GPB deles, e ﬁque completamente descrita a ﬁgura.

Como, de fato, o BG ¢ igual aos C, IL, dos quais o GP ¢ igual ao IL,
portanto, o gnémon YXV restante é igual a C restante. E, como o OR ¢
igual a0 NS, fique adicionado o PB comum; portanto, o todo OB ¢ igual
ao todo NB. Mas o NB é igual ao TE, porque também o lado AE ¢é igual ao
lado EB; portanto, também o TE ¢ igual ao OB. Fique adicionado o NS
comum; portanto, o todo TS ¢ igual a0 gnémon VXY todo. Mas o gndmon
VXY foi provado igual aGC; portanto, o TS é igual aC.

Portanto, a reta dada AB foi aplicado o paralelogramo ST igual A retilinea
dada C, deficiente pela ﬁgura paralelogrﬁmica PB que ¢ semelhante 3 D

[visto que o PB é semelhante ao GP]; 0 que era preciso fazer.

29.

A reta dada aplicar, igual i retilinea dada, um paralelogramo excedente
por uma figura paralelogramica semelbante a dada.

Sejam, por um lado, a reta
dada AB, e, por outro lado, a F J L H
retilinea dada C, igual a qual

é preciso aplicar AAB, eaD,

a qual é preciso ser o excesso @‘ E 7 g
semelhante; é preciso, entio, A x 0

a reta AB aplicar um para- / / N
lelogramo igual A retilinea M P N G

C, excedente por uma figura
paralelogrﬁmica semelhante 2 D.

Fique cortada a AB em duas no E, e fique descrito sobre a EB o parale-
logramo BF semelhante 3 D e semelhantemente posto, e fique construido
o mesmo GH, por um lado, igual a ambos BE, C juntos, e, por outro lado,

semelhante 3 D e semelhantemente posto. Sejam, por um lado, a IH homé-
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loga aFJ, e, por outro lado, aIG, A FE. E, como o GH é maior do que o FB,
portanto, também, por um lado, a IH é maior do que a FJ, ¢, por outro lado,
aIG, do que a FE. Fiquem prolongadas as FJ, FE, e sejam, por um lado, a
FJL igual alH, e, por outro lado, a FEM igual alG, e ﬁque completado o
LM; portanto, o LM ¢ tanto igual ao GH quanto semelhante. Mas o GH
¢ semelhante ao EJ; portanto, também o LM ¢é semelhante ao EJ; portanto,
o EJ estd a volta da mesma diagonal com o LM. Fique tragada a diagonal
FN deles, e ﬁque descrita completamente a ﬁgura.

Como o GH ¢ igual aos EJ, C, mas o GH ¢ igual ao LM, portanto,
também o LM ¢ igual aos EJ, C. Fique subtraido o EJ comum; portanto,
o gnémon ZXV restante ¢ igual AC.E, comoaAE¢ igual A EB, também o
AM ¢ igual a0 MB, isto ¢, ao JO. Fique adicionado o EN comum; portan-
to, o todo AN ¢ igual ao gnémon VXZ. Mas o gnémon VXZ ¢ igual aC;
portanto, também o AN é igual aC.

Portanto, A reta dada AB foi aplicado o paralelogramo AN igual Aretilinea
dada C, excedente pela ﬁgura paralelogrﬁmica PO, que ¢ semelhante 3 D,

porque também o OP é semelhante ao EJ; o que era preciso fazer.

30.

Cortar a reta finita dada em extrema e média razdo.

C FH Sejaareta finita dada AB; é preciso, entio, cortar a reta

AB em extrema e média razio.
Fique descrito sobre a AB o quadrado BC, e ﬁque apli—
cado 3 AC o paralelogramo CD igual ao BC, excedente

E B pela ﬁgura AD semelhante ao BC.

Mas o BC é um quadrado; portanto, também a AD é um
D quadrado. E, como o BC ¢ igual a0 CD, ﬁque subtraido o
CE comum; portanto, o BF restante é igual 3 AD restante. Mas também é
equidngulo com ela. Portanto, os lados, a volta dos Angulos iguais, dos BE,
AD s3o inversamente proporcionais; portanto, como a FE esta paraa ED,

assim a AE paraa EB. Mas, por um lado, a FE é igual 3 AB, ¢, por outro lado,
a ED, a AE. Portanto, como a BA estd paraa AE, asstim a AE para a EB. Mas
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a AB é maior do que a AE; portanto, também a AE é maior do que a EB.
Portanto, a reta AB foi cortada em extrema e média razio no E, e o maior

segmento dela é 0 AE; o que era preciso fazer.

31.

Nos tridngulos retdngulos, a figura sobre o lado subtendendo o dngulo reto
¢ igual as figuras semelbantes ¢ também semelbantemente descritas sobre os
lados contendo o dngulo reto.

Seja o triﬁngulo retﬁngulo ABC, tendo o ﬁngulo A
sob BAC reto; digo que a figura sobre a BC ¢ igual
as figuras semelhantes e também semelhantemente B D C

descritas sobre as BA, AC.
Fique tragada a perpendicular AD.

Como, de fato, no triﬁngulo retﬁngulo ABC, foi tracada a perpendicular
AD do Angulo reto junto ao A até a base BC, os tridngulos ABD, ADC
junto a perpendicular sio semelhantes tanto ao todo ABC quanto entre
si. E, como 0 ABC ¢é semelhante ao ABD, portanto, como a CB estd para a
BA, assim a AB para a BD. E, como trés retas estio em proporgao, como a
primeira estd para a terceira, assim a ﬁgura sobre a primeira para a semelhan-
te e semelhantemente descrita sobre a segunda. Portanto, como a CB estd
paraa BD, assim a ﬁgura sobre a CB para a semelhante e semelhantemente
descrita sobre a BA. Pelas mesmas coisas, entio, também como a BC para
a CD, assim a ﬁgura sobre a BC para a sobre a CA. Desse modo, também
como a BC para as BD, DC, assim a ﬁgura sobre a BC para as semelhantes
e semelhantemente descritas sobre as BA, AC. Mas a BC ¢ igual as BD,
DC; portanto, também a figura sobre a BC ¢ igual as figuras semelhantes
e semelhantemente descritas sobre as BA, AC.

Portanto, nos tridngulos retdngulos, a figura sobre o lado subtendendo
o Angulo reto ¢ igual as figuras semelhantes e semelhantemente descritas

sobre (O lados contendo o ﬁngulo reto; o que era PI'ECiSO provar‘
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32.

Caso dois tridngulos, tendo os dois lados em propor¢io com os dois

lados, sejam postos juntos em um dngulo, de modo a serem os lados

homélogos deles também paralelos, os lados restantes dos tridngulos
estardo sobre uma reta.

Sejam os dois triingulos ABC, DCE, tendo os dois
lados BA, AC em proporgao com os dois lados DC, DE,
A por um lado, como a AB para a AC, assim a DC para
aDE, e, por outro lado, a AB paralela 3 DC, enquanto a
g C ¢ AC, a DE; digo que a BC esta sobre uma reta com a CE.
Pois, como a AB ¢ paralela 3 DC, e a reta AC caiu
sobre elas, os ﬁngulos alternos, os sob BAC, ACD, sio iguais entre si. Pe-
las mesmas coisas, entdo, também o sob CDE ¢ igual ao sob ACD. Desse
modo, também o sob BAC ¢é igual ao sob CDE. E, como os ABC, DCE
sio dois triﬁngulos, tendo um ﬁngulo, 0 junto ao A, igual a um ﬁngulo, o
junto ao D, e os lados a volta dos Angulos iguais em proporgio, como a BA
paraa AC, asstm a CD paraa DE, portanto, o triﬁngulo ABC ¢ equiﬁngulo
com o tridngulo DCE; portanto, o 4ngulo sob ABC ¢ igual ao sob DCE.
Mas foi provado também o sob ACD igual ao sob BAC; portanto, o sob
ACE todo é igual aos dois, os sob ABC, BAC. Fique adicionado o sob ACB
comum; portanto, os sob ACE, ACB sio iguais aos sob BAC, ACB, CBA.
Mas os sob BAC, ABC, ACB sio iguais a dois retos; portanto, também os
sob ACE, ACB sio iguais a dois retos. Entdo, as duas retas BC, CE fazem,
com alguma reta, a AC, e no ponto C sobre ela, ndo jazendo Nno mesmo
lado, Angulos adjacentes, os sob ACE, ACB, iguais a dois retos; portanto,
a BC estd sobre uma reta com a CE.
Portanto, caso dois triﬁngulos, tendo os dois lados em proporgio com
os dois lados, sejam postos juntos em um Angulo, de modo a serem os la-
dos homélogos deles também paralelos, os lados restantes dos tridngulos

estarao sobre uma reta; o que era preciso pI‘OVEl[‘.
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33.

Nos circulos iguais, os dngulos tém a mesma razdo que as circunferéncias,
sobre as quais estdo situados, caso estejam situados tanto nos centros
quanto nas circunferéncias.

Sejam os circulos iguats

ABC, DEFE, e estejam os an- A D
gulos sob BGC, EHF nos 8

centros G, H deles, enquanto E

os sob BAC, EDF nas circun- N c f h

feréncias; digo que, como a 0 | LM

circunferéncia BC estd paraa
circunferéncia EE assim tanto o ﬁngulo sob BGC para o sob EHF quanto
o sob BAC para o sob EDE

Fiquem, pois, postas, por um lado, as CI, 1], consecutivas, em quanti-
dade qualquer, iguais a circunferéncia BC, e, por outro lado, as FL, LM,
em quantidade qualquer, iguais a circunferéncia EF, e fiquem ligadas as
Gl, GJ, HL, HM.

Como, de fato, as circunferéncias BC, CI, I] sdo iguais entre si, também
0s ﬁngulos sob BGC, CGI, 1G] sio iguais entre si; pois, quantas vezes a
circunferéncia B] é da circunferéncia BC, tantas vezes também o dngulo
sob BGJ é do sob BGC. Pelas mesmas coisas, entio, também quantas vezes
a circunferéncia ME ¢ da EF tantas vezes também o ﬁngulo sob MHE ¢
do sob EHE Portanto, se a circunferéncia BJ é igual & circunferéncia EM,
também o Angulo sob BGJ ¢ igual ao sob EHM, e se a circunferéncia BJ ¢
maior do que a circunferéncia EM, também o Angulo sob BGJ é maior do
que o sob EHM, e se menor, menor. Existindo, entio, quatro magnitudes,
por um lado, as duas circunferéncias BC, EF e, por outro lado, os dois
ingulos, os sob BGC, EHE foram tomados, por um lado, tanto a circun-
feréncia B] quanto o dngulo sob BGJ o mesmo multiplo da circunferéncia
BC e do Angulo sob BGC, e, por outro lado, tanto a circunferéncia EM
quanto o ﬁngulo sob EHM, da circunferéncia EF e do ﬁngulo sob EHE E

foi provado que se a circunferéncia BJ excede a circunferéncia EM, também
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o ﬁngulo sob BG]J excede o ﬁngulo sob EHM, e se igual, igual, € se menor,
menor. Portanto, como a circunferéncia BC est4 para a EF assim o §ngu10
sob BGC para o sob EHE Mas, como o ﬁngulo sob BGC para o sob EHE
assim o sob BAC para o sob EDF; pois, cada um ¢é o dobro de cada um.
Portanto, também como a circunferéncia BC paraa circunferéncia EE assim
tanto o ﬁngulo sob BGC parao sob EHF quanto o sob BAC parao sob EDE

Portanto, nos circulos iguais os Angulos tém a mesma razio que as cir-
cunferéncias, sobre as quais estdo situados, caso estejam situados tanto nos

centros quanto nas circunferéncias; ) que era pI‘ECiSO provar.
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Livro VII

Defini¢oes

. Unidade ¢ aquilo segundo o qual cada uma das coisas existentes é

dita uma.

E ndmero é a quantidade composta de unidades.

. Um ndmero é uma parte de um ntimero, o menor, do maior, quando

mega exatamente O maior.

4. E partes, quando nao mega exatamente.

E o maior ¢ um mdltiplo do menor, quando seja medido exatamente
pelo menor.

Um ntimero par ¢oqueé dividido em dois.

7. Eum ndmero impar é o que ndo é dividido em dois, ou [o] que difere

I1.

12.
I3,

de um ndmero par por uma unidade.

Um ntimero par, um ndmero par de vezes, ¢ o medido por um niimero
par, segundo um niimero par.

E um ndmero fmpar, um ndmero par de vezes, é o medido por um

namero par, segundo um ndmero fmpar.

. Um par, um nimero fmpar de vezes, é o medido por um nimero fmpar,

segundo um ndmero par. |

E um ntimero fmpar, um ndmero {mpar de vezes, é o medido por um
niimero fmpar, segundo um ndmero fmpar.

Um ndmero primo ¢ o medido por uma unidade sé.

Ndameros primos entre si sdo os medidos por uma unidade sé como

medida comum.
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23.
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Um ntimero composto ¢ o medido por algum namero.

E nimeros compostos entre si sio os medidos por algum ndmero
como medida comum.

Um ndmero é dito multiplicar um ndmero, quando, quantas sdo as
unidades nele tantas vezes o multiplicado seja adicionado, e algum
seja produzido‘

E quando dois ndmeros, tendo sido multiplicados entre si, fagam
algum, o produzido ¢ dito plano, e lados dele, os ndmeros que foram
multiplicados entre si.

E quando trés ndmeros, tendo sido multiplicados entre si, fagam
algum, o produzido ¢ sélido, e lados dele, os ntimeros que foram
multiplicados entre si.

Um ndmero quadrado ¢ o igual o mesmo ndmero de vezes ou [o]
contido por dois nlimeros iguais.

E um cubo é o igual um namero igual de vezes, um ndmero igual de
vezes, ou [0 contido por trés nimeros iguais.

Nimeros estao em proporgio, quando sejam o primeiro do segundo
e o terceiro do quarto o mesmo mdltiplo ou a mesma parte ou as
mesmas partes.

Nameros planos e sélidos semelhantes sio os que tém os lados em
proporgao.

Um ntimero perfeito ¢oqueé igual as suas préprias partes.

I.

Sendo expostos dois niimeros desiguais, e sendo sempre subtraido de novo

0 menor dO mm’or, €aso o que restou nunca mega exatamente o antes dflf

mesmo, até que reste uma unidade, os nitmeros do principio serdo primos

entre si.

Pois, dos dois ndimeros [desiguais | AB, CD, sendo sempre subtraido de

novo 0 menor dO maior, o que restou jamais mega exatamente O antes dele

mesmo, até que reste uma unidade; digo que os AB, CD sio primos entre

s1, 1sto €, que uma unidade sé mede os AB, CD.
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A Pois, se os AB, CD nio siao primos entre si, algum na-
H ., ) .

F C mero os medird. Mega, e sejao E;e o0 CD medindo o BE

G reste dele mesmo o menor FA, enquanto o AE, medindo

o DG, reste dele mesmo o menor GC, e 0 GC, medindo
E o FH, reste a unidade HA.
B D Como, de fato, o E mede o CD, e o CD mede o BE

portanto também o E mede o BF; e mede também o BA

todo; portanto, medird também o AF restante. E o AF mede 0 DG; portan-
to, 0 E também mede 0 DG; e também mede o DC todo; portanto, também
medird o CG restante. E o CG mede o FH; portanto, o E também mede o
FH; e mede também o FA todo; portanto, medird também a unidade AH
restante, sendo um ndmero; o que é impossivel. Portanto, nenhum ndmero
medird os ntmeros AB, CD; portanto, os AB, CD sido primos entre si; o

C[Ll€ era preciso provar.
2.

Sendo dados dois niimeros nao primos entre si, achar a maior medida
comum deles.

A Sejam AB, CD os dois ndmeros dados nio primos

entre st. E preciso, entio, achar a maior medida comum
E dos AB, CD.

Se, por um lado, de fato, o CD mede o AB, mas mede
também a si mesmo, portanto o CD ¢ uma medida comum
dos CD, AB. E ¢ evidente que é também a maior; pois,
nenhum maior do que o CD medird o CD.

Se, por outro lado, o CD nio mede o AB, dos AB, CD, sendo sempre
subtraido de novo o menor do maior terd restado algum ndmero, o qual
medird o antes dele mesmo. Pois, uma unidade nio terd restado; e, se nio,
os AB, CD serio primos entre si; O que nao fot suposto. Portanto, tera
restado algum nidimero, o qual medird o antes dele mesmo. E, por um lado,
o CD, medindo o BE, reste um menor do que ele mesmo, o EA, e, por

outro lado, o EA, medindo o DFE reste um menor do que ele mesmo, o FC,
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e o CF meca o AE. Como, de fato, o CF mede o AE, e o AE mede o DF,
portanto o CF medird o DF; e mede também a si mesmo; portanto, medira
também o CD todo. E o CD mede o BE; portanto, o CF mede também o
BE: ¢ mede também o EA; portanto, medird também o BA todo; e mede
também o CD; portanto, o CF mede os AB, CD. Portanto, o CF ¢ uma
medida comum dos AB, CD. Digo, entdo, que também é a maior. Pois, se
o CF nio ¢ a maior medida comum dos AB, CD, algum niéimero medird os
ntimeros AB, CD, sendo maior do que CE Mega, e seja o G. E como o G
mede 0 CD, e 0 CD mede o BE, portanto também o G mede o BE; e mede
também o BA todo; portanto, medird também o AE restante. Mas o AE
mede o DF; portanto, o G medird também o DF; ¢ mede também o DC
todo; portanto, também medird o CF restante, o maior, o menor; o que ¢
impossfvel; portanto, nenhum ntimero medird os nidmeros AB, CD, sendo
maior do que CF; portanto, o CF é a maior medida comum dos AB, CD;

[0 que era preciso provar .

COROLARIO

Disso, entio, é evidente que, caso um néimero mega dois nimeros, tam-

bém medird a maior medida comum deles; o que era preciso provar.

3.

Dados trés niimeros ndo primos entre si, achar a maior
medida comum deles.

Sejam A, B, C os trés ndmeros dados nio primos entre si; é preciso, en-
tdo, achar a maior medida comum dos A, B, C.
Fique, pois, tomada a maior medida comum
D dos dois A, B; entio o D ou mede o C ou B
nio mede. Primeiramente, mega; e mede tam- C DI I E F
bém os A, B; portanto, o D mede os A, B, C;
portanto, o D ¢ uma medida comum dos A, B,
C. Digo, entio, que também é a maior. Pois, se o D nio é a maior medida
comum dos A, B, C, algum ntmero mediri os ndmeros A, B, C, sendo maior

do que 0 D. Mega, e seja o E. Como, de fato, o E mede os A, B, C, portanto
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também medird os A, B; portanto, também medird a maior medida comum
dos A, B. E a maior medida comum dos A, B é o D; portanto, o E mede o
D, o mator, o menor; o que ¢ impossfvel. Portanto, nenhum ntimero medi-
rd os nameros A, B, C, sendo maior do que o D; portanto, o D é a maior
medida comum dos A, B, C.

O D nio mega, entdo, o C; digo, primeiro, que os C, D ndo sdo primos
entre si. Pois, como os A, B, C nio sio primos entre s, algum némero os
mediri. Entio, o que mede os A, B, C, também medird os A, B, e medird a
maior medida comum D dos A, B; e mede também o C; portanto, algum
ntmero medird os nimeros D, C; portanto, os D, C nio sio primos entre
st. Fique, de fato, tomado o E, a maior medida comum deles. E como o E
mede 0 D, e 0 D mede os A, B, portanto, o E também mede os A, B; e mede
também o C; portanto, o E mede os A, B, C; portanto, o E ¢ uma medida
comum dos A, B, C. Digo, entio, que também é a maior. Pois, se o E nio
¢ a maior medida comum dos A, B, C, algum ndmero medird os A, B, C,
sendo maior do que E. Mega, e sejao E EcomooF mede os A, B, C, tam-
bém mede os A, B; portanto, medird também a maior medida comum dos
A, B. E a maior medida comum dos A, Bé o D; portanto, o FmedeoD;e
mede também o C; portanto, o F mede os D, C; portanto, medird também
a maior medida comum dos D, C. E a maior medida comum dos D, C ¢ E;
portanto, o F mede o E, o maior, o menor; o que é impossfvel. Portanto,
nenhum ndmero medird os A, B, C, sendo maior do que E; portanto, o E é

a maior medida comum dos A, B, C; o que era preciso provar.

4.

Todo nitmero ¢ ou wma parte ou partes de todo niimero, o menor, do maior.

A Sejam A, BC dois ndimeros, e seja menor o BC; digo
que o BC ¢ ou uma parte ou partes do A.
B E F C Pois os A, BC ou sio primos entre si ou nao.
T Primeiramente, sejam os A, BC primos entre si.

Entio, o BC tendo sido dividido nas unidades nele,

cada unidade das no BC sera alguma parte do A; assim, o BC é partes do A.
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Nio sejam, entdo, os A, BC primos entre si; entdo, o BC ou mede o A
ou nio mede. Se, por um lado, de fato, 0 BC mede 0 A, 0 BC é uma parte
do A. Se, por outro lado, nio, ﬁque tomado o D, a maior medida comum
dos A, BC, e ﬁque dividido o BC em iguats ao D, os BE, EF, FC. E como
oD mede oA, 0D éumapartedoA;eoDé igual a cada um dos BE, EF,
FC; portanto, também cada um dos BE, EF, FC é uma parte de A; assim,
o BC é partes de A.

Portanto, todo ndmero é ou parte ou partes de todo ntimero, o menor,

do maior; o que era preciso provar.

5.

Caso um nitmero seja wma parte de wm niimero, e um outro seja a mesma
parte de um outro, também wm ¢ o outro juntos serdo a mesma parte de
um ¢ o outro juntos, a que o um ¢ do um.

Pois, seja o nimero A uma parte do [ndmero] BC, B
e um outro, o D, a mesma parte de um outro, o EF a G E
que o A ¢ do BC; digo que também o A, D, um ¢ o ou- AI ID H

£ro juntos, sio a mesma parte de BC, EF, um e o outro C
juntos, a que o A é do BC.

Pois, como aquela parte que o A é do BC, a mesma parte também o D ¢
do EE portanto, quantos nmeros estao no BC iguais ao A, tantos nlimeros
estio também no EF iguais ao D. Fique, por um lado, dividido o BC nos
iguais ao A, os BG, GC, e, por outro lado, o EE nos iguais ao D, os EH,
HF; a quantidade dos BG, GC serd, entdo, igual a quantidade dos EH, HE
E como, por um lado, 0 BG ¢ igual ao A e, por outro, o EH, ao D, portanto
também os BG, EH sio iguats aos A, D. Pelas mesmas coisas, entio, também
os GC, HE aos A, D. Portanto, quantos ntimeros [estdo]| no BC iguais
a0 A, tantos estio também nos BC, EF iguais aos A, D. Portanto, tantas
vezes o BC é do A quantas vezes também o BC, EF, um e o outro juntos,
siodo A, D, um e o outro juntos. Portanto, aquela parte que o A é do BC,
a mesma parte também o A, D, um e o outro juntos, sao do BC, EE um e

0 outro juntos; o que era preciso provar.
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6.

Caso um nitmero seja partes de wm niimero, e um outro seja as mesmas
partes de wm outro, também wm ¢ o outro juntos serdo as mesmas partes de

um e 0 outro juntos, as que o um ¢ do um.

Seja, pois, o namero AB partes do ntimero C, e um

A outro, o DE, as mesmas partes de um outro, o F, as que
C D PO AB ¢ do C; digo que também AB, DE, um e o outro
H juntos, sio as mesmas partes de C, F, um e o outro juntos,

B E as que 0 AB ¢ do C.

Pois, como aquelas partes que o AB é do C, as mesmas
partes também o DE ¢é de E portanto quantas partes de C estio no AB,
tantas partes de F estdo também no DE. Fique dividido, por um lado, o
AB nas partes do C, as AG, GB, e, por outro lado, o DE, nas partes do F as
DH, HE; a quantidade das AG, GB ser4, entio, igual & quantidade das DH,
HE. E, como aquela parte que 0 AG ¢é do C, amesma parte o DH ¢ também
do F, portanto aquela parte que o AG é do C, a mesma parte também AG,
DH, um e o outro juntos, sdo de C, E um e o outro juntos. Pelas mesmas
coisas, entio, também aquela parte que o GB édo C, amesma parte também
GB, HE, um e o outro juntos, sio de C, F, um e o outro juntos. Portanto,
aquelas partes que o AB ¢é do C, as mesmas partes também AB, DE, um ¢

0 outro juntos, sao de C, E um e o outro juntos; o que era preciso provar.

7.

Caso um niimero seja wma parte de wm niimero, aquela que um subtraido
¢ de wm subtraido, também o resto serd a mesma parte do resto, a que o
todo ¢ do todo.

A E B Seja, pois, o ntimero AB uma parte

do ndmero CD, a que o AE subtraido
¢ do CF subtraido; digo que também

o resto EB é a mesma parte do resto

FD, a que o todo AB é do todo CD.
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Pots, aquela parte que o AE é do CF a mesma parte também sejao EB do
CG. E como aquela parte que o AE é do CFE a mesma parte também o EB é
do CG, portanto aquela parte que o AE ¢ do CF, a mesma parte também o
ABédo GE E aquela parte que o AE édo CF a mesma parte também o AB é
suposto do CD; portanto, aquela parte que o AB é também de GE a mesma
parte ¢ também de CD; portanto, o GF ¢ igual ao CD. Fique subtraido o
CF comum; portanto, o resto GC é igual ao resto FD. E como aquela parte
que o AE ¢ do CF, a mesma parte também o EB [é} do GC,e 0 GC ¢ igual
ao FD, portanto aquela parte que o AE é do CE a mesma parte também o
EB é do FD. Mas aquela parte que o AE é do CE, a mesma parte também o
AB ¢ do CD:; portanto, também o resto EB é a mesma parte do resto FD,

a que o todo AB ¢ do todo CD; o que era preciso provar.

8.

Caso um nitmero seja partes de wm niimero, as que wm subtraido ¢ de um
subtraido, também o resto serd as mesmas partes do resto, as que o todo ¢

dO tOdO.

Seja, pois, o nimero AB partes do ntimero CD, as quats o AE subtraido

¢ do CF subtraido; digo que também o resto EB é as mesmas partes do

resto FD, as quats o todo AB é do todo CD.

Fique, pois, posto o GH igual ao AB. Portanto, ¢ F D
aquelas partes que o GH ¢ do CD, as mesmas partes G LI MH
também o AE é do CE Fique, por um lado, divididoo o J E B

GH nas partes do CD, as GI, IH, ¢, por outro lado, o

AE, nas partes do CF as A, JE; a quantidade, entio, dos GI, IH seri igual
a quantidade dos AJ, JE. E como aquela parte que o GI é de CD, a mesma
parte também o AJ é do CE e o CD é maior do que o CF, portanto também
o GI é maior do que o AJ. Fique posto o GL igual ao AJ. Portanto, aquela
parte que o GI é do CD, a mesma parte também o GL é do CF; portanto,
também o resto LI é a mesma parte do resto FD, a qual o todo GI édo todo
CD. De novo, como aquela parte que o IH ¢ do CD, a mesma parte também

o EJ édo CE e 0 CD é maior do que o CF, portanto também o HI é maior
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do que o EJ. Fique posto o IM igual ao EJ. Portanto, aquela parte que o IH
¢ do CD, a mesma parte também o IM ¢ do CF; portanto, também o resto
MH ¢ a mesma parte do resto FD, a que o todo IH ¢ do todo CD. Mas
o resto LI foi provado também que ¢ a mesma parte do resto FD, a que o
todo GI é do todo CD; portanto, também LI, MH, um e o outro juntos,
sd0 as mesmas partes do DE as que o todo HG ¢é do todo CD. E, por um
lado, LI, MH, um e o outro juntos, sio iguais ao EB e, por outro lado, o
HG, ao BA; portanto, também o resto EB é as mesmas partes do resto FD,

as que o todo AB ¢ do todo CD; o que era preciso provar.

9.

Caso um niimero seja wma parte de wm niimero, e um outro seja a mesma
parte de um outro, também alternadamente, aquela parte ou partes que
o primeiro ¢ do terceiro, a mesma parte ou as mesmas partes também o

segundo serd do quarto.

Seja, pois, o niimero A uma parte do ntimero BC, e

B E o outro D a mesma parte do outro EF, a que o A é do
BC; digo que, também alternadamente, aquela parte ou
G H partes que o A é do D, a mesma parte ou partes também
A D o BC édo EE
C F Pois, como aquela parte que o A ¢ do BC, a mesma

parte também o D é do EFE, portanto quantos niimeros
estdo no BC iguais ao A tantos estdo também no EF iguats ao D. Fique,
por um lado, dividido o BC nos iguais ao A, os BG, GC, e, por outro lado,
o EF, nos iguats ao D, os EH, HF; a quantidade dos BG, GC seri, entio,
igual 3 quantidade dos EH, HE
E como os nimeros BG, GC sdo iguais entre si, e também os ndmeros
EH, HF sdo 1guais entre si, e a quantidade dos BG, GC ¢ igual a quantidade
dos EH, HF, portanto aquela parte ou partes que o BG é do EH, a mesma
parte ou as mesmas partes também o GC ¢ do HF; assim também aquela
parte ou partes que o BG ¢ do EH, a mesma parte ou as mesmas partes

também o BC, um e o outro juntos, ¢ do EE um e o outro juntos. E, por
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um lado, 0 BG é igual ao A, e, por outro, o EH, ao D; portanto, aquela parte
ou partes que o A é do D, a mesma parte ou as mesmas partes também o

BC édo EF; o que era preciso provar.

10.

Caso um niimero seja partes de wm niimero, ¢ um outro seja as mesmas
] ) i)
partes de wm outro, também, alternadamente, aquelas partes ou parte que
o primeiro ¢ do terceiro, as mesmas partes ou a mesma parte também o

segundo serd do quarto.

Sejam, pois, onumero AB partes do ntmero C, e 0 outro DE as mesmas
partes do outro F; digo que também, alternadamente, aquelas partes ou
parte que o AB é do DE, as mesmas partes ou a mesma parte também o C
¢do E

Pois, como aquelas partes que o AB é do C, as
mesmas partes também o DE é do F, portanto quantas D
partes do C estio no AB, tantas partes do F também ,A
estdo no DE. Fique, entio, dividido, por um lado, o C H F
AB nas partes do C, as AG, GB, e, por outro lado, o
DE, nas partes do F as DH, HE; a quantidade dos *B E
AG, GB seri igual a quantidade dos DH, HE. E,

como aquela parte que o AG é do C, a mesma parte também o DH é do

E também, alternadamente, aquela parte ou partes que o AG é do DH, a
mesma parte ou as mesmas partes também o C é do E Pelas mesmas coisas,
entio, também aquela parte ou partes que o GB ¢ do HE, a mesma parte
ou as mesmas partes também o C ¢ do F; assim, também [aquela parte ou
partes que o AG ¢ do DH, a mesma parte ou as mesmas partes também o
GB é do HE; portanto, também aquela parte ou partes que 0 AG ¢ do DH,
a mesma parte ou as mesmas partes também o AB ¢é do DE; mas aquela
parte ou partes que o AG é do DH, a mesma parte ou as mesmas partes
também o C foi provado do E el, [portanto,} aquelas partes ou parte que
o AB ¢é do DE, as mesmas partes ou a mesma parte também o Cédo F; o

que era preciso provar.
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II.

Caso como um todo esteja para um todo, assim wm subtraido para um
subtraido, também o resto estard para o resto, como o todo para o todo.

A O todo AB esteja para o todo CD, assim como o subtraido
AE para o subtraido CF; digo que também o resto EB estd para

E o resto FD, como o todo AB para o todo CD.
E Como o AB estd para o CD, assim o AE para o CF, portanto

aquela parte ou partes que o AB é do CD, a mesma parte ou as
q P P q P

B D4 mesmas partes também o AE ¢ do CE Portanto, também o resto
EB é a mesma parte ou partes do resto FD, as que o AB ¢ do
CD. Portanto, como o EB estd para o FD, asstm o AB para o CD; o que

era preciso provar.

12.

Caso niimeros, quantos quer que sejam, estejam em propor¢do, como
um dos antecedentes estard para wm dos consequentes, assim todos os
antecedentes para todos os consequentes.

Estejam os nameros A, B, C, D, quantos quer que se-
jam, em proporgao, como o A para o B, assim o C para o
D D; digo que, como o A esta para o B, asstm os A, C para

alB|C os B, D.
Pois, como o A esta para o B, assim o C para o D, por-
tanto aquela parte ou partes que 0 A ¢ do B, a mesma parte
ou partes também o C é do D. Portanto, também A, C, um e o outro juntos,
$30 a mesma parte, ou as mesmas partes, de B, D, um e o outro juntos, as
que A é do B. Portanto, como o A esti para o B, asstm os A, C para os B,

D; o que era preciso provar.
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I3.

Caso quatro nilmeros estejam em propor¢do, também estardo
alternadamente em propordo.

Estejam os quatro ndmeros A, B, C, D em proporgao,
como o A para o B, assim o C para o D; digo que também
estardo alternadamente em proporgio, como o A para o C,
assim o B para o D.

Pois, como o A estd para o B, assim o C para o D, B . D

portanto aquela parte ou ‘PEII‘EES que oA¢é dO B, a mesma

parte ou as mesmas partes, também o C é do D. Portanto,
alternadamente, aquela parte ou partes que o A é do C, a
mesma parte ou as mesmas partes também o B é do D. Portanto, como o

A estd para o C, assim o B para o D; o que era preciso provar.

14.

Caso nitmeros, quantos quer que sejam, e outros, iguais a eles em
quantidaa’e, sejam tomados dois a dois ¢ na mesma razao, também, por

igual posto, estardo na mesma razdo.

Sejam os ndmeros A, B, C, quantos

A D
quer que sejam, e os outros D, E, F 1guats
-—
a eles em quantidade, tomados dois a dois B E
~ 7 -— -—a
na mesma razio, como o A esta para o B, C F

assim o D para o E, ao passo que, como
o B esta para o C,assimo E para o F; digo que também, por igual posto,
como o A estd para o C,asstmo D para o E

Potis, como o A est3 para o B, assim o D para o E, portanto, alternada-
mente, como o A esta parao D, assimo B parao E. De novo, como o B estd
para o C,assimo E parao E portanto, alternadamente, como o B estd para
oE,assimo CparaoE EcomooB parao E,assimo A parao D; portanto,
também como o A parao D, assim o C parao F; portanto, alternadamente,

como o A estd para o C,assstmo D para o F; o que era preciso provar.
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I5.

Caso wuma unidade mega algum nitmero, e um outro niimero mega, o
mesmo niimero de vezes, aloum outro niimero, também, alternadamente,
a unidade medird o terceiro niimero o mesmo niimero de vezes que

o segundo, o quarto.

Mega, pois, a unidade A algum ndmero, o

A B G H C BC, e um outro ndmero, o D, meca, o mesmo

D néimero de vezes, algum outro ndimero, o EF;

digo que também, alternadamente, a unidade

A mede o nimero D o mesmo ndmero de
vezes que o BC, o EE

Pois, como a unidade A mede o nimero BC, tantas vezes quantas o D, o
EE portanto quantas unidades estio no BC, também tantos ndimeros iguais
ao D estdo no EE Fiquem divididos, por um lado, o BC nas unidades em
st mesmo, as BG, GH, HC, e, por outro lado, o EF nos iguats a D, os EI,
IJ, JE A quantidade das BG, GH, HC ser4, entdo, igual a quantidade dos
EL 1], JE E como as unidades BG, GH, HC sio iguais entre si, e também
os ntimeros EI, 1], JF sdo iguais entre si, e a quantidade das unidades BG,
GH, HC ¢ igual a quantidade dos ntmeros EI, 1], JE portanto como a
unidade BG estard para o ndmero EI, assim a unidade GH para o ntimero
I], e a unidade HC para o ndmero JE Portanto, como um dos antecedentes
estard para um dos consequentes, assim todos os antecedentes para todos
0s consequentes; portanto, como a unidade BG estd para o namero EI,
assim o BC parao EE Ea unidade BG ¢ igual 3 unidade A, e o ndmero EI,
ao ntmero D. Portanto, como a unidade A esti para o ndmero D, assim o
BC para o EE Portanto, a unidade A mede o ndimero D o mesmo néimero

de vezes que o BC, o EF; o que era preciso provar.
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16.

Caso dois niimeros, depois de multiplicados um pelo outro, facam alguns,
0s proa]u(idos deles serdo iguais entre si.

Sejam os dois ndmeros A, B, e, por um lado o A, depois de multiplicado
pelo B, faga o C, e, por outro lado, o B, depois de multiplicado pelo A, faca

o D; digo que o C é igual ao D.
A

Pois, como o A, depois de multiplicado pelo B,
B

fez o C, portanto o B mede o C segundo as unida-

des no A. E também a unidade E mede o ntmero ¢

A segundo as unidades nele. Portanto, a unidade D

E mede o ndmero A, tantas vezes quantas o B, o .
C. Portanto, alternadamente, a unidade E mede o

ntmero B tantas vezes quantas o A, o C. De novo, como o B, depois de
multiplicado pelo A, fezo D, portanto o A medeo D segundo as unidades
no B. E também a unidade E mede o B segundo as unidades nele. Portan-
to, a unidade E mede o ndmero B, tantas vezes quantas também o A, o D.
E a unidade E media o ndmero B o mesmo ndmero de vezes queo A, 0 C.
Portanto, o A mede o mesmo ntimero de vezes cada um dos C, D. Portanto,

oCé igual ao D; o que era preciso provar.

17.

Caso um nitmero, depois de multiplicado por dois niimeros, faca alguns, os
produ@'dos deles terdo a mesma razao que os que foram multiplimdos.

Faga, pois, o ntmero A, depois de multiplicado pelos dois ntimeros B,
C,o0s D, E; digo que, como o B estd para o C,asstmo D para o E.
Pois, como o A, depois de mul-

—a A

tiplicado pelo B, fez o D, portanto

o B mede o D segundo as unidades

no A. E também a unidade F mede o

némero A segundo as unidades nele; —-F
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portanto, a unidade F mede o ndmero A o mesmo nimero de vezes que o
B, o D. Portanto, como a unidade F est4 para o nimero A,asstimo B parao
D. Pelas mesmas coisas, entio, também, como a unidade F para o nimero
A, asstm o C para o E; portanto, também como o B para o D, asstim o C
para o E. Portanto, alternadamente, como o B estd para o C,asstmo D para

o E;oqueera Preciso provar.

18.

Caso dois nitmeros, depois de multiplicados por alpum nitmero, facam
alguns, 0s produ@'dos deles terdo a mesma razao que os que multiplicamm.

Facam, pois, os dois ntmeros A, B, depois

c

de multiplicados por algum ndmero, o C, os D,

o W r

para o E.
Pois, como 0 A, depois de multiplicado pelo C,

—_— E; digo que, como o A estd para o B, assim o D
-——
E

fezo D, portanto, também o C, depois de mul-
tiplicado pelo A, fez o D. Pelas mesmas coisas,
entio, também o C, depois de multiplicado pelo B, fez o E. Entio o ndmero
C, depois de multiplicado pelos dois ndmeros A, B, fez os D, E. Portanto,

como o A estd para o B, assim o D para o E; o que era preciso provar.

I9.

Caso quatro nilmeros estejam em propor¢do, o niimero produzido do
primeiro ¢ quarto serd igual ao nimero proa]u@do do segundo e terceiro;
¢ caso o niimero produzido do primeiro ¢ quarto seja igual ao do segundo

e terceiro, 0s quatro niimeros estardo em propor¢ao.

Estejam os quatro ndmeros A, B, C,Dem proporgio, como o A para
o B, assim o C para o D, e, por um lado, o A, depois de multiplicado pelo
D, faga o E, e, por outro lado, o B, depois de multiplicado pelo C, faga o
F; digo que o E é igual ao E
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Faga, pois, oA, depois de multiplicado
pelo C, o G. Como, de fato, o A, depois Bl ¢ D
de multiplicado pelo C,fezo G, e, depois E F
de multiplicado pelo D, fez o E, o ndmero
A, entdo, depois de multiplicado pelos

dois ndmeros C, D, fez os G, E. Portanto,

como o C estd para o D, asstm o G para o G
E. Mas, como o C para o D, assim o A para o B; portanto, também como o
A para o B, assim o G para o E. De novo, como o A, depois de multiplicado
pelo C, fez o G, mas, de fato, também o B, depois de multiplicado pelo C,
fez o E entio os dois ndmeros A, B, depois de multiplicados por algum
ndmero, o C, fizeram os G, E Portanto, como o A estd para o B, assim o
G para o E Mas, de fato, também como o A para o B, assim o G para o E;
portanto, também como o G para o E, asstim o G para o F Portanto o G
tem para cada um dos E, F a mesma razio; portanto, o E ¢ igual ao E

Seja, entdo, de novo, o E igual ao F; digo que como o A estd para o B,
assim o C para o D.

Pois, tendo sido construfdas as mesmas coisas, como o E é igual ao F,
portanto, como o QG estd para o E, assim o G para o E Mas, por um lado,
como o G para o E, asstm o C para o D, e, por outro lado, como o G para
oF asstmo A para o B. Portanto, também como o A para o B, asstim o C

para o D; o que era preciso provar.

20.

Os menores niimeros dos que tém a mesma razdo com eles medem os que
tém a mesma razdo, o mesmo niimero de vezes, tanto o maiot; o maior

quanto 0 menot; 0 1menor.

Sejam, pois, os CD, EF os menores nlimeros que tém a mesma razio
com os A, B; digo que, 0 mesmo namero de vezes que o CD mede o A,
também o EE o B.

Pois o CD nio é partes de A. Pois, se possivel, seja; portanto, também o

EF ¢ as mesmas partes de B, as que o CD éde A. Portanto, quantas partes
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de A estio no CD tantas partes de B estio no EE Fiquem dividi-

B dos, por um lado, o CD nas partes de A, as CG, GD, e, por outro

A lado, o EF nas partes de B, as EH, HF; a quantidade dos CG, GD
serd, entao, igual a quantidade dos EH, HE e como os ntimeros
CG, GD sio iguais entre si, e também os ndmeros EH, HF sio
iguais entre si, e a quantidade dos CG, GD ¢ igual a quantidade
G dos EH, HE portanto como o CGQG estd para o EH, asstm o GD

F para o HE Portanto, também como um dos antecedentes estard

para um dos consequentes, assim todos os antecedentes para todos
0s consequentes. Portanto, como o CG esta para o EH, assim o CD para
o EF; portanto, os CG, EH estio na mesma razio com os CD, EF, sendo
menores do que eles; o que é impossivel; pois, os CD, EF foram supostos
os menores dos que tém a mesma razio com eles. Portanto, o CD nio ¢é
partes do A; portanto, uma parte. E o EF é a mesma parte do B, a que CD
é¢do A; portanto, 0 mesmo néimero de vezes que o CD mede o A, também

o EEF 0 B; o que era preciso provar.

21.

Os niimeros primos entre si sdo os menores dos que tém a mesma razao
com eles.

Sejam os ndmeros primos entre st A, B; digo que os A, B
sio os menores dos que tém a mesma razio com eles.

A Pois, se ndo, existirao alguns néimeros menores do que A, B
que estdo na mesma razao com os A, B. Sejam os C, D.

Como, de fato, os menores nmeros dos que t&m a mes-

ma razio <com eles> medem os que t&ém a mesma razio,

C DI I o mesmo niumero de vezes, tanto o maior, 0 maior quanto o

E' menor, o menor, isto ¢, tanto o antecedente, o antecedente

quanto o consequente, o consequente, portanto, o C mede o

A o mesmo ndmero de vezes que o D, o B. Entdo, 0 C mede o A 0o mesmo

néimero de vezes quantas unidades estejam no E. Portanto, também o D

mede o B segundo as unidades no E. E como o C mede o A segundo as
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unidades no E, portanto também o E mede o A segundo as unidades no C.
Pelas mesmas coisas, entio, o E também mede o B segundo as unidades no
D. Portanto, o E mede os A, B, que sdo primos entre si; 0 que é impossfveL
Portanto, nao existirao alguns niimeros menores do que os A, B, tendo a
mesma razio com os A, B. Portanto, os A, B sio os menores dos que t&m

a mesma razao com 6165; O que era preciso PI”OV’AI'.

22.

Os menores niimeros dos que tém a mesma razdo com eles
sdo primos entre si.

Sejam os A, B os menores ntimeros dos que témames- A
ma razio com eles; digo que os A, B sio primos entrest. B . .
Pois, se nio sio primos entre si, algum ndmero os GC
medird. Mega, e seja o C. E, por um lado, o C mede o Do
E o— =

A o mesmo ntimero de vezes quantas unidades estejam
no D, e, por outro lado, 0 C mede o B o mesmo nimero de vezes quantas
unidades estejam no E.

Como o C mede 0 A segundo as unidades no D, portanto o C, depois
de multiplicado pelo D, fez o A. Pelas mesmas coisas, entdo, também o
C, depois de multiplicado pelo E, fez o B. O ndmero C, entio, depois de
multiplicado pelos dois ndmeros D, E, fez os A, B; portanto, como o D estd
para o E, assim o A para o B; portanto, os D, E estdo na mesma razao com
os A, B, sendo menores do que eles; o que é impossfvel. Portanto, nenhum
ndmero medird os ndmeros A, B. Portanto, os A, B sio primos entre st o

que era preciso provar.

23.

Caso dois niimeros sejam primos entre si, o niimero que mede um deles
serd primo com o restante.

Sejamos A, B dois ndmeros primos entre s, e algum namero, o C, mega

oA; digo que os C, Bsio primos entre si.
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Pots, se os C, B nio sio primos entre si, [algum] ndimero
medird os C, B. Meca, e sejao D. Comoo D medeoC,eo0C
mede 0 A, portanto também o D mede o A. E mede também
o B; portanto, o D mede os A, B, que sdo primos entre si;

o que ¢é impossfvel. Portanto, nenhum ndmero medird os

>
0O —

o —
—a O

ntmeros C, B. Portanto, os C, B sio primos entre si; o que

era preciso provar.

24.

Caso dois niimeros sejam primos com algum niimero, também o produq’do
deles serd primo com o mesmo.

Sejam, pois, os A, B dois nimeros primos com algum ntmero, 0 C, e o

A, depois de multiplicado pelo B, faca o D; digo que os C, D sdo primos

entre si.
Pois, se os C, D nao sdo primos entre si, [algum] nd-
mero medird os C, D. Meca, e seja o E. E, como os C, A
sio primos entre si, e algum ndmero, o E, mede o C, por-
A B E tantoos A, E sio primos entre si. Entio, o Emede o D o
C mesmo ndmero de vezes quantas unidades estejam no I
F I D portanto, também o F mede o D segundo as unidades no

E. Portanto, o E, depois de multiplicado pelo F fezo D;
mas, por certo, também o A, depois de multiplicado pelo B, fez o D; por-
tanto, o dos E, F é igual ao dos A, B. Mas, caso o pelos extremos seja igual
a0 pelos meios, os quatro ndmeros estio em proporgio; portanto, como o
E estd para o A, assim o B para o E Mas os A, E sdo primos, e os primos
sio também os menores, e os menores ndmeros dos que tém a mesma razio
com eles medem os que tém a mesma razio o mesmo ndmero de vezes,
tanto 0 maior, 0 maior quanto o menor, 0 menor, isto ¢, tanto o antecedente,
o antecedente quanto o consequente, o consequente; portanto, o E mede o
B, e mede também o C; portanto, o E mede os B, C, que sdo primos entre
si; 0 que é impossivel. Portanto, nenhum ndmero medird os ntmeros C, D.

Portanto, os C, D sio primos entre si; O que era preciso provar.
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25.

Caso dois niimeros sejam primos entre si, o produzido de wm deles serd
primo com o restante.

Sejam os A, B dois ntimeros primos entre s, e 0 A, depois
de multiplicado por si mesmo, faga o C; digo que os B, C p I
$30 Primos entre si.

Fique, pots, posto o D igual ao A. Como os A, B sdo pri- C

mos entre si, e 0 A é igual ao D, portanto também os D, B

sdo primos entre si. Portanto, cada um dos D, A é primo com
o B; portanto, também o produzido dos D, A serd primo com o B. Mas o
produzido dos D, A é o niimero C. Portanto, os C, B sio primos entre si;

O que era preciso provar.

26.

Caso dois niimeros sejam primos com dois niimeros, ambos com cada um,
também os produzidos deles serdo primos entre si.

Sejam os dois ndmeros A, B primos

com os dois ndmeros C, D, ambos com —_
cada um, e, por um lado, o A, depois Do .

de multiplicado pelo B, faga o E, e, por

M m W >

outro lado, o C, depois de multiplicado
pelo D, faga o F; digo que os E, F sio
primos entre si.

Pois, como cada um dos A, B ¢ primo com o C, portanto também o
produzido dos A, B serd primo com o C. E o produzido dos A, B ¢ o E;
portanto, os E, C sao Primos entre si. Pelas mesmas coisas, entio os D, E
sio primos entre si. Portanto, cada um dos C, D é primo com o E. Portanto,
também o produzido dos C, D serd primo como E. E o produzido dos

C, D é o E Portanto, os E, F sdo primos entre si; o que era preciso provar.
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27.

Caso dois nitmeros sejam primos entre si, e cada um, depois de
multiplicado por si mesmo, faca algum, os produzidos deles serdo primos
entre si, ¢ caso os do principio, depois de multiplicado pelos prodtt(idos,
Sfagam algum, também esses serdo primos entre si [¢ isso sempre acontece
acerca dos extremos .

Sejam os dois ntimeros A, B primos entre si, e, por um lado, 0 A, depois
de multiplicado por si mesmo, faga o C, ao passo que, depois de multipli-

cado pelo C, faga 0 D, e, por outro lado, o B, depois

A de multiplicado por st mesmo, faca o E, ao passo que,
D depois de multiplicado pelo E, faga o F; digo que tanto

os C, E quanto os D, F sio primos entre si.
IB C E = Como os A, B sio primos entre si, e o A, depois de

multiplicado por si mesmo, fez o C, portanto os C,
B siao primos entre si. Como, de fato, os C, B sio primos entre si, e o B,
depois de multiplicado por si mesmo, fez o E, portanto os C, E sdo pri-
mos entre si. De novo, como os A, B sio primos entre si, e o B, depois de
multiplicado por si mesmo, fez o E, portanto os A, E sdo primos entre si.
Como, de fato, os dois ntimeros A, C sio primos com os dois ntiimeros B,
E, ambos com cada um, portanto também o produzido dos A, C é primo
com o dos B, E. E, por um lado, 0 dos A, Cé 0 D, e, por outro lado, o dos

B, E é o E Portanto, os D, F sao primos entre si; 0 que era preciso provar.

28.

Caso dois niimeros sejam primos entre si, também um, conjuntamente com
0 outro, serd primo com cada wm deles; e caso um, conjuntamente com o
outro, seja primo com algum deles, também os niimeros do principio serdo
primos entre si.

Fiquem, pois, compostos os dois ndmeros primos entre st AB, BC; digo

que também um junto com o outro, 0 AC, ¢ primo com cada um dos AB, BC.
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Pois, se os CA, AB nio sio primos entre si, algum A B C

ntimero medird os CA, AB. Mega, ¢ seja o D. Como, de
fato, o D mede os CA, AB, portanto medird também o D

restante BC. Mas mede também o BA; portanto, o D mede os AB, BC, que
sdo primos entre si; o que ¢ impossivel. Portanto, nenhum ndmero medird
os ntimeros CA, AB; portanto, os CA, AB sao primos entre si. Pelas mesmas
coisas, entio, também os AC, CB sio primos entre st. Portanto, o CA ¢é
primo com cada um dos AB, BC.

Sejam, entdo, de novo, os CA, AB primos entre si; digo que também os
AB, BC sio primos entre si.

Pois, se os AB, BC nio sio primos entre si, algum ntimero medird os
AB, BC. Meca, e seja o D. E como o D mede cada um dos AB, BC, também
medird o todo CA. Mas também mede o AB; portanto, o D mede os CA,
AB, que sdo primos entre si; o que ¢ impossfvel. Portanto, nenhum ndme-
ro medird os AB, BC. Portanto, os AB, BC sio primos entre si; 0 que era

preciso provar.

29.

Todo nitmero primo ¢ primo com todo nitmero que ndo mede.

Seja o ndimero primo A e nio mega o B; digo que os

A

B, A sao primos entre si.

Pois, se os B, A nio sio primos entre si, algum némero C
os medird. Mega o C. Como o C mede o B, e 0 A nio T

mede o B, portanto o C ndo é o mesmo que o A. E como o C mede os B,
A, portanto também mede o A, que & primo, nio sendo o mesmo que ele:
o que ¢ impossfveL Portanto, nenhum némero mediri os B, A. Portanto,

os A, B sio primos entre st; O que era preciso provar.
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30.

Caso dois niimeros, sendo multiplicados entre si, facam algum,
e algum niimero primo meca o produzido deles, medird também wm dos

do principio.

A Facam, pois, os dois nimeros A, B, sendo multipli—
cados entre si, o C, e algum néimero primo, o D, mega
o C; digo que o D mede um dos A, B.

Nio mega, pois, oA;eoD¢é primo; portanto, os

A, D sdo primos entre si. E tantas vezes o D mede o

ILHI

C, quantas unidades estejam no E. Como, de fato,
o D mede o Csegundo as unidades no E, portanto o D,
tendo multiplicado o E, fez o C. Mas, certamente, também o A, tendo mul-
tiplicado o B, fez o C; portanto, o dos D, E ¢ igual ao dos A, B. Portanto,
como o D estd para o A, assim o B para o E. E 0os D, A sdo primos, e os
primos sao também os menores, e os menores medem os que tém a mesma
razio, o mesmo ndimero de vezes, tanto o maior, 0 maior quanto o menor, o
menor, isto é, tanto o antecedente, o antecedente quanto o consequente, O
consequente; portanto, o D mede o B. Do mesmo modo, entio, provaremos
que também, caso nio mega o B, medird o A. Portanto, o D mede um dos

A, B; o que era preciso provar.

31.

Todo nitmero composto ¢ medido por algum nitmero primo.

Seja o ndmero composto A; digo que o A é medido por

A algum ndmero primo.
—= B Pois, como o A ¢ composto, algum niimero o medird.
I Mega, e seja o B. E se, por um lado, o B ¢ primo, o pres-

crito aconteceria. Se, por outro lado, ¢ composto, algum
ntimero o medird. Meca, e sejao C. E como o Cmede 0 B, e 0 Bmede 0 A,

portanto também o C mede o A. E se, por um lado,0 Cé primo, o prescrito
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aconteceria. Se, por outro lado é composto, algum nimero o medird. Sendo,
entao, produzida uma investigagao como essa, algum némero primo sera
tomado, que mediri. Pois, se nio for tomado, ilimitados ntimeros medirio
o A, cada um dos quais ¢ menor do que um outro; o que ¢ impossivel nos
néimeros. Portanto, algum niéimero primo serd tomado, que medird o antes
dele mesmo, que também medird o A.

Portanto, todo ndmero composto ¢ medido por algum ndmero primo;

0 que era preciso provar.

32.

Todo nitmero ou é primo ou ¢ medido por algum nitmero primo.

Seja o ntmero A; digo que 0 A ou é primo ou é medido por algum
ndmero primo. A
Se, por um lado, de fato, 0o A ¢ primo, o prescrito aconteceria. Se,
por outro lado, ¢ composto, algum namero primo o medira.
Portanto, todo néimero ou é primo ou ¢ medido por algum néimero

primo; o0 que era preciso provar.

33.

Dados niimeros em wma quantidade qualquer, achar os menores dos que
estdo na mesma razao com eles.

Sejam os nmeros dados A, B, C; ¢é preciso,
entdo, achar os menores dos que estdo na mesma

- A
razio com os A, B, C. B

Pois os A, B, C ou sdo primos entre st ou ndo.
Se, por um lado, de fato, os A, B, C sdo primos
entre si, sio os menores dos que estao na mesma

razio com eles.

I
—_——
—a
My—a
Tl ——a

Se, por outro lado, nio, fique tomada a maior

medida comum D dos A, B, C, e, tantas vezes o
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D mede cada um dos A, B, C, quantas unidades estejam em cada um dos
E, E G. Portanto, também cada um dos E, E G mede cada um dos A, B, C
segundo as unidades no D. Portanto, os E, F, G medem o mesmo ntimero
de vezes os A, B, C; portanto, os E, E G estio na mesma razio com os A,
B, C. Digo, entio, que sdo também os menores. Pois, se os E, F G nio sio
os menores dos que tém a mesma razio com os A, B, C, [alguns| ndmeros,
que sdo menores do que os E, E G, estardo na mesma razio com os A, B,
C. Sejam os H, I, J; portanto, o H mede 0 A o mesmo ndmero de vezes que
cada um dos 1, ], cada um dos B, C. Mas tantas vezes o H mede o A quantas
unidades estejam no L; portanto, também cada um dos I, ] mede cada um
dos B, C, segundo as unidades no L. E como o H mede o A, segundo as
unidades no L, portanto também o L mede 0 A, segundo as unidades no H.
Pelas mesmas coisas, entio, o L mede também cada um dos B, C, segundo
as unidades em cada um dos I, J; portanto, o L mede os A, B, C. E, como o
H mede o A, segundo as unidades no L, portanto o H, tendo multiplicado
oL, fez o A. Pelas mesmas coisas, entio, também o E, tendo multiplicado o
D, fez o A. Portanto, o dos E, D ¢ igual ao dos H, L. Portanto, como o E
estd para o H, assimo L para o D. Mas o E é maior do que o H; portanto,
também o L é maior do que o D. E mede os A, B, C: o que ¢ impossfvel;
pois o D foi suposto a maior medida comum dos A, B, C. Portanto, nio
estardo alguns ntimeros, que sio menores do que E, F, G, na mesma razio
com os A, B, C. Portanto, os E, F, G sio os menores dos que tém a mesma

razao com os A, B, C; o que era preciso provar.

34.

Dados dois niimeros, achar o menor niimero que eles medem.

Sejam A, B os dois ntimeros dados; ¢ pre-

A B . ~ L , 1
ciso, entdo, achar o menor nimero que eles
C medem.
. .D Pois os A, B ou sdo primos entre st ou ndo.
E F Sejam, primeiramente, os A, B primos entre

si, e o A, tendo multiplicado o B, faga o C;
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portanto, o B, tendo multiplicado o A, fez o C. Portanto, os A, B medem o
C. Digo, entao, que é o menor. Pois, se nio, os A, B medem algum namero,
que ¢ menor do que C. Megam o D. E tantas vezes o A mede o D quantas
unidades estejam no E, e tantas vezes o B mede o D quantas unidades
estejam no F; portanto, por um lado, o A, tendo multiplicado o E, fez o
D, e, por outro lado, o B, tendo multiplicado oF fezoD; portanto, o dos
A, E ¢ igual ao dos B, E Portanto, como o A esta para o B, assim o F para
o E. Mas os A, B sdo primos, e os primos sio também os menores, e 0s
menores medem os que tém a mesma razio, o mesmo ndmero de vezes,
tanto o maior, 0 maior quanto o menor, 0 menor; portanto, o B mede o E,
como um consequente, um consequente. E, como o A, tendo multiplicado
os B, E, fez os C, D, portanto como o B estd parao E, assim o C para o D.
E oBmedeoE; portanto, também o C mede o D, o maior, o menor; o que
impossivel. Portanto, os A, B nio medem algum nidmero que é menor do
que o C. Portanto, o C é o menor dos que sdo medidos pelos A, B.

Nio sejam, entdo, os A,B primos entre si, e fi- A B

quem tomados os menores ntimeros F E dos que

tém a mesma razio com os A, B; portanto, o dos =——=F —E

A, E ¢igualao dos B, E E 0 A, tendo multiplicado
o E, faca o C; portanto, o B, tendo multiplicado
o I fez o C; portanto, os A, B medem o C. Digo,
entdo, que é também o menor. Pois, se ndo, os A, G ~—H
B medirio algum ndamero, que ¢ menor do que C. Megam o D. E, por um
lado, tantas vezes o A mede o D quantas unidades estejam no G, e, por outro
lado, tantas vezes o B mede o D quantas unidades estejam no H. Portanto,
por um lado, 0 A, tendo multiplicado o G, fez o D, e, por outro lado, o B,
tendo multiplicado o H, fez o D. Portanto, o dos A, G é igual ao dos B,
H; portanto, como o A estd para o B, assitm o H para o G. Mas, como o A
para o B, asssm o F para o E; portanto, como o F para o E, asstm o H para
0 G. E os F E sio os menores, ¢ os menores medem os que tém a mesma
razio, o mesmo ndmero de vezes, tanto o maior, 0 maior, qUanto o Menor,
0 menor; portanto, o E mede o G. E, como o A, tendo multiplicado os E,
G, fezos C, D, portanto, como o E estd para o G, assim o C para o D. Mas

o E mede o G; portanto, também o C mede o D, o maior, 0 menor; o que é
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impossfvel. Portanto, os A, B nio medirio algum namero que ¢ menor do
que o C. Portanto, o C ¢ o menor dos que sio medidos pelos A, B; o que

era preciso provar.

35.

Caso dois niimeros mecam algum nitmero, também o menor medido por
eles o medird.

Megam, pois, os dois nmeros A, B algum namero, o CD, e sejao Eo
menor; digo que também o E mede o CD.

Pois, se o E nio mede o CD, o E, me-

A0 B

dindo o DF, deixe o resto CE menor do

C D que ele mesmo. E como os A, B medem

F

— - E

o E, ¢ o E mede o DF, portanto também
os A, B medirio o DE E também medem
o CD todo; portanto, também medem o
restante CD, que ¢ menor do que E; o que é impossfveL Portanto, nao é

o caso de o E nio medir o CD:; portanto, mede; o que era preciso provar.

36.

Dados trés niimeros, achar o menor niimero que eles medem.

Sejam os trés nameros dados A, B, C; ¢

— A

preciso, entdo, achar o menor ndmero que eles

B

—C

medem.

Fique, pois, tomado o menor D medido

E pelos dois A, B. O C, entdo, ou mede o D ou
nio mede. Mega, primeiramente. E também os
A, B medem o D; portanto, os A, B, C medem
o D. Digo, entdo, que ¢ também o menor. Pois, se nio, os A, B, C medirio
[algum] namero que ¢ menor do que o D. Mecam o E. Como os A, B, C

medem o E, portanto também os A,B medem o E. Portanto, o menor medi-
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do pelos A, B medira [0 E]. Mas o menor medido —
pelos A,BéoD; portanto, o D medeoE,omaior, B .
o menor; o que ¢ impossfvel. Portanto, os A, B, C - .

nio medirio algum namero que ¢ menor do queo D

D; portanto, os A, B, C medem o menor D.

De novo, o Cniomecao D, e ﬁque tomado o
menor niimero E medido pelos C, D. Como os
A, Bmedem o D, e oD mede o E, portanto tam-
bém os A, B medem o E. Mas também o C mede [0 E]; portanto, [também |
os A, B, Cmedem o E. Digo, entdo, que ¢ também o menor. Pois, se ndo, os
A, B, C medirio algum que é menor do que o E. Megam o E Como os A,
B, C medem o F, portanto também os A, B medem o F; portanto, também
o menor medido pelos A, B mediri o E E o menor medido pelos A, Béo
D; portanto, o D mede o E E também o C mede o F; portanto, os D, C
medem o F; desse modo, também o menor medido pelos D, C medird o
E E o menor medido pelos D, Cé o E; portanto, o E mede o F, o maior,
o menor; o que é impossivel. Portanto, os A, B, C nio medirio algum nd-
mero que ¢ menor do que E. Portanto, o E ¢ o menor dos que sdo medidos

pelos A, B, C;o que era preciso provar.

37.

Caso um niimero seja medido por algum niimero, o medido terd uma parte
homénima com o que mede.

Seja, pois, o niimero A medido por algum néimero, o B;

digo que o A tem uma parte homoénima com o B. A

Pois, tantas vezes o B mede o A quantas unidades este-
jam no C. Como o B mede 0 A, segundo as unidades no C,
e também a unidade D mede o ntimero C, segundo asuni-  e—a
dades nele mesmo, portanto, a unidade D mede o ndmero
C o mesmo néimero de vezes que o B mede o A. Portanto, alternadamente,
a unidade D mede 0 B o mesmo ndmero de vezes que o C mede o A; por-

tanto, aquela parte que a unidade D é do ntimero B, a mesma parte também
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o CédoA. Mas aunidade D é uma parte do ntimero B homénima com ele;
portanto, o C éuma parte do A, homonima com B. Desse modo, o A tem

a parte C que ¢ homénima com B; o que era preciso provar.

38.

Caso um niimero tenba wma parte, qualquer que seja, serd medido por um
niimero homdnimo com a parte.

Tenha, pois, o nimero A uma parte, qualquer que seja, a B, e sejao [nﬁ—
mero} C homénimo com a parte B; digo que o C mede o A.

Pois, como o B é uma parte de A, homénima com

A

C, também a unidade D é uma parte de C, homb-
~— . B nima com ele, portanto aquela parte que a unidade

C D ¢ do ntmero C, a2 mesma parte também o B é
D do A; portanto, tantas vezes quantas a unidade D
mede o ndmero C, também o B mede o A. Portan-
to, alternadamente, tantas vezes quantas a unidade D mede o ndimero B,

também o C mede o A. Portanto, o C mede 0 A; o que era preciso provar.

39.

Ackar um nimero que ¢ 0 menor dOS que terdao as P&H"tES dﬂdﬂS.

Sejam as partes dadas A, B, C; ¢ preciso, entio,
A B C achar um ndmero, que é o menor dos que terdo

D E as partes A, B, C.

Sejam, pois, os ndmeros D, E, F homénimos
com as partes A, B, C,e ﬁque tomado o menor

G ndmero G, medido pelos D,EE

H Portanto, o G tem partes homé&nimas com os

D,E, EEas partes A, B, C sio homoénimas com
osD,E, F; portanto, o G tem as partes A, B, C. Digo, entao, que é o menor.

Pois, se nio, existird algum ndmero menor do que G, que terd as partes A,
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B, C. Seja oH. ComooH temas partes A, B, C, portanto o H serd medido
por néimeros homdnimos com as partes A, B, C. E os nmero D, E, F sio
homénimos com as partes A, B, C; portanto, o H ¢é medido pelos D,E, E
E é menor do que G; o que é impossfvel. Portanto, nio existird algum na-

mero menor do que G, que tera as partes A, B, C;o que era preciso provar.
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I.

Caso niimeros, em uma quantidade qualquer, estejam em propordo
continuadu, ¢ os extremos deles sejam primos entre si, A0 0s menores dos
que tém a mesma razao com eles.

Estejam os ndmeros, em uma

A — E quantidade qualquer, A, B, C, D
B F em proporgio continuada, e sejam
C I os extremos A, D deles primos

entre si; digo que os A, B, C, D sio
D

H 55 menores dos que tém a mesma
razio com eles.

Pois, se ndo, sejam os E, I, G, H, menores do que os A, B, C, D, que
estio na mesma razio com eles. E como os A, B, C, D estio na mesma razio
com os E, E G, H, e a quantidade [dos A, B, C, D] ¢ igual 3 quantidade
[dos E, E G, H], portanto, por igual posto, como o A estd parao D, o E
para o H. Mas os A, D sao primos, e 0s primos sio também os menores, ¢
os menores nimeros medem os que tém a mesma razao, 0 mesmo niimero
de vezes, tanto o maior, o maior quanto o menor, 0 menor, isto ¢, tanto o
antecedente, o antecedente quanto o consequente, o consequente. Portanto,
o A mede o E, o maior, o menor; o que ¢é impossfvel. Portanto, os E, E G,
H, que sdo menores do que os A, B, C, D, nio estio na mesma razio com
eles. Portanto, os A, B, C, D sio os menores dos que tém a mesma razao

com eles; o que era preciso provar.
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2.

Achar os menores nitmeros em propor¢io continuada, tantos quantos
alguém prescreva, na razdo dada.

Seja a razdo dada nos menores nimeros a do A para o B; é preciso, en-
tio, achar os menores nimeros em proporgao continuada, tantos quantos
alguém prescreva, na razio do A para o B.

Fiquem, entio, prescritos quatro,

¢ oA, tendo multiplicado a si mes- A —.C
mo, faga o C, e tendo multiplicado B D
o B, faca 0o D, e ainda o B, tendo

multiplicado a si mesmo, faga o E, E

e ainda o A, tendo multiplicado os F G
C,D,E, facaosF, G,H, e 0B, tendo "

multiplicado o E, faga o I

E comoo A, por um lado, tendo |
multiplicado a si mesmo, fez o C, e,
por outro lado, tendo multiplicado oB, fezo D, portanto como o A estd
para o B, [assim] oC para o D. De novo, como, por um lado, o A, tendo
multiplicado oB, fezo D, e, por outro lado, o B, tendo multiplicado a st
mesmo, fez o E, portanto, cada um dos A, B, tendo multiplicado o B, fez
cada um dos D, E. Portanto, como o A esti para o B, assim o D para o E.
Mas, como o A para o B,oC para o D; portanto, também como o C para
o D, assim o D para o E. E como o A, tendo multiplicado os C, D, fez os
E G, portanto como o C esti para o D, [assim} oF para o G. Mas como
oC parao D, assim estava o A para o B; portanto, também como o A parao
B, o F para o G. De novo, como 0 A, tendo multiplicado os D, E, fez os G,
H, portanto como o D para o E, oG para o H. Mas, como o D para o E,
o AparaoB. Portanto, também como o A para o B, assim o G para o H. E
como os A, B, tendo multiplicado oE, fezos H, 1, portanto como o A estd
para o B, assim o H para o I. Mas como o A para o B, assim tanto o F para
oG quanto o G para o H. Portanto, também como o F para o @G, assim

tanto o G para o H quanto o H para o I; portanto, os C,D,EeosE G,
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H, I estaoem proporgao na razio do A para o B. Digo, entdo, que também
530 os menores. Pois, como os A, B sdo os menores dos que tém a mesma
razio com eles, e 0s menores dos que tém a mesma razio sio primos entre
st, portanto os A, B sio primos entre st. E, por um lado, cada um dos A, B,
tendo multiplicado a si mesmo, fez cada um dos C, E, ¢, por outro lado,
tendo multiplicado cada um dos C, E, fez cada um dos F, I; portanto, os
C, E e os F I'sdo primos entre si. Mas, caso nmeros, em uma quantidade
qualquer, estejam em proporgao continuada, e 0s extremos sejam primos
entre si, sio os menores dos que tém a mesma razio com eles. Portanto, os
C,D,EeosE G, H,Isio os menores dos que tém a mesma razao com os

A, B; o que era preciso provar.

COROLARIO

Disso, entio, é evidente que, caso trés ndmeros em proporgao continuada
sejam os menores dos que tém a mesma razao com eles, os extremos deles

sa0 quadrados, € Caso quatro, cubos.

3.

Caso niimeros, em uma quantidade qualquer, em propor¢do continuada
sejam os menores dos que tém a mesma razdo com eles, os extremos deles

sao primos entre si.

Sejam 0os ndmeros, em uma

— A B C

quantidade qualquer, A, B, C, D, em

PI’OPOI‘giO continuada, OS menores

E F dOS que tém a mesma raziao com

eles; digo que os extremos A, D sio

primos entre si.

Fiquem, pois, tomados, por um

lado, os dois menores nGmeros, E,
N E na razio dos A, B, C, D, e, por

outro lado, os trés G, H, I, e continuadamente por um a mais, até que a

quantidade tomada se torne igual a quantidade dos A, B, C, D. Fiquem
tomados e sejam os J, L, M, N.
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E como os E, F sdo 0s menores dos que tém a mesma razio com eles,
sdo primos entre si. E como cada um dos E, E tendo multiplicado, por
um lado, a si mesmo, fez cada um dos G, 1, e, por outro lado, tendo mul-
tiplicado cada um dos G, I, fez cada um dos J, N, portanto também os
G,leos], Nsio primos entre si. E como os A, B, C, D sio os menores
dos que tém a mesma razao com eles, e também os ], L, M, N sio os menores
que estdo na mesma razao com os A, B,C,D,ea quantidade dos A, B, C,
D¢ igual a quantidade dos ], L, M, N, portanto cadaum dos A, B, C, D ¢
igual a cada um dos J, L, M, N; portanto, por um lado, o A & igual ao J e,
por outro, o D, ao N. E os ], N sio primos entre si. Portanto, também os

A, D sao primos entre si; o que era preciso provar.

4.

Tendo sido dadas razdes, em wm nitmero qualquer, nos menores niimeros,

achar os menores nitmeros em propor¢ao continuada nas razdes dadas.

Sejam as razdes que foram
J q A

B

dadas, nos menores nimeros,

C—r-— D.— .

tanto a do A para o B quanto

ado C para o D quanto, ainda, a E F
do E para o F; & preciso, entdo, M G

achar 0s menores nimeros em H

proporgao continuada tanto na N

razao do A para o B quanto na do L

C parao D quanto, ainda,nado E 0
parao E J

Fique, pots, tomado o menor ndmero G medido pelos B, C. E, por um
lado, tantas vezes quantas o B mede o G tantas também o A meca o H e,
por outro lado, tantas vezes quantas o C mede o G tantas também o D
mega o I. Mas o E ou mede o I ou nio mede. Primeiramente, mega. E tantas
vezes quantas o E mede o I tantas também o F mega o J. E, como 0 A mede

o H o mesmo ntmero de vezes que o B, 0 G, portanto como o A estd para
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o B, asssm o H para o G. Pelas mesmas coisas, entio, também como o C
para o D, asstim o G para o I, e ainda como o E para o E asstm o | para o
J. Portanto, os H, G, I, ] estio em proporgio continuada tanto na razio
do A para o B quanto na do C para o D quanto, ainda, na do E para o E
Digo, entdo, que também sio os menores. Pois, se os H, G, I, ] nio sio os
menores em proporgdo continuada nas razdes do A para o B e do C para o
DenadoE parao E sejam os M, N, L, O. E como o A esta parao B, asstm
o MparaoN, e os A, Bsido os menores, e os menores medem os que estdo
na mesma razio o mesmo nmero de vezes, tanto o maior, o maior quanto
o0 menor, o menor, isto é, tanto o antecedente, o antecedente quanto o
consequente, 0 consequente, portanto o B mede o N. Pelas mesmas coisas,
entio, também o C mede o N; portanto, os B, C medem o N; portanto, o
menor medido pelos B, C medird o N. E o menor medido pelos B,CéoG;
portanto, o G mede o N, o maior, 0 menor; o que ¢é impossfvel. Portanto,
nenhuns ndmeros, menores do que os H, G, 1, ], estario continuadamente

na razio, tanto a do A parao B quanto a do C parao D quanto, ainda, a do

EparaoE
A ¢ E O E, entio, nio mega o
B D F I. E fique tomado o menor
G H ntmero L medido pelos E,

I E, por um lado, tantas

vezes quantas o I mede o L

L R tantas também cada um dos
H, G mega cada um dos M,
N S
Ne, por outro lado, tantas
M T vezes quantas o E mede o L
0 tantas também o F meca o

O. Como o Hmede o M o
mesmo namero de vezes que o G, o N, portanto como o H esta para o G,
assim o M parao N. Mas, como o H parao G, assimo A parao B; portan-
to, também como o A para o B, asstim o M para o N. Pelas mesmas coisas,
entio, também como o C parao D, assim o N parao L. De novo, como o E
mede o L 0 mesmo ntimero de vezes que o E o O, portanto como o E estd

para o I assim o L para o O; portanto, os M, N, L, O estioem proporgao
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continuada nas razdes do A para o BedoC para o D e, ainda, do E para o
E Digo, entdo, que sdo também os menores nas razdes AB, CD, EFE Pois, se
nao, alguns ndmeros, menores do que os M, N, L, O, estardo em proporgﬁo
continuada nas razdes AB, CD, EE Estejam os B R, S, T. E como o P estd
para o R, asstmo A para o B, e os A, Bsio os menores, e os menores medem
os que tém a mesma razio com eles 0 mesmo niimero de vezes, tanto o
antecedente, o antecedente quanto o consequente, 0 consequente, portanto
o B mede o R. Pelas mesmas coisas, entio, também o C mede o R; portanto,
os B, C medem o R. Portanto, também o menor medido pelos B, C medird o
R. Mas o menor medido pelos B, C é o G; portanto, 0 G mede o R. E como
o G estd parao R, assimol parao S; portanto, também o I mede o S. Mas
também o E mede o S; portanto, os E, I medem o S. Portanto, também o
menor medido pelos E, I medird o S. E 0 menor medido pelos E,1éoM;
portanto, o M mede o S, o maior, 0 menor; o que ¢é impossfvel. Portanto,
nenhuns ndmeros menores do que os M, N, L, O estardo em proporgio
continuada nas razdes do A para o BedoC para o D e, ainda, do E para o
F; portanto, os M, N, L, O sio os menores em proporgio continuada nas

razes AB, CD, EF; o que era preciso provar.

5.

Os niimeros planos tém entre si a razdo composta das dos lados.

Sejam os niimeros planos A, B, e sejam os

ntmeros C, D os lados do A, enquanto os E, A

E os de B: digo que o A tem para o B a razdo

composta das dOS lados.

Pois, tendo sido dadas razdes, tanto a que o C D
C tem parao E quanto o D parao E ﬁquem to- =——= E —F
mados os menores nimeros G, H, I continua- =—— 2 G
damente nas razdes CE, DE de modo a estar .. . H
como o C para o E, asssm o G para o H, ao

passo que como o D para o F, assim o H para J

o L. E 0 D, tendo multiplicado o E, faga o J.
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E como o D, tendo multiplicado o C, fez o A, ao passo que, tendo
multiplicado o E, fez o ], portanto como o C estd para o E, assim o A para
o]J. E como o CparaoE, assim o G para o H; portanto, também como o
G para o H, asstm o A para o J. De novo, como o E, tendo multiplicado
oD, fez 0], mas, de fato, também, tendo multiplicado o E, fez o B, portanto
como o D estd para o E assimo ] para o B. Mas, como o D para o F assim
oH parao I; portanto, também como o H parao [, assim o] parao B. Mas
foi também provado como o G para o H, assim o A para o J; portanto, por
igual posto, como o QG estd para o 1, [assim} oA para o B,e o H tem para
o I a razdo composta das dos lados; portanto, o A tem para o B a razio

composta CI’AS ClOS lados; O que era preciso provar‘

6.

Caso niimeros, em uma quantidade qualquer, estejam em proporao
continuada, e o primeiro nao mega o segundo, nenbum outro medird
nenbum,

Estejam os ndmeros A, B, C, D, E, em uma quantidade qualquer, em
proporgio continuada, e 0 A nio mega o B; digo que nenhum outro medird
nenhum.

Por um lado, que, de fato, os A, B, C, D,

E nao medem uns aos outros, consecuti—

I

vamente, ¢ evidente; pois, nem o A mede

o B. Digo, entdo, que nem nenhum outro

medird nenhum. Pois, se possivel, o A

mega o C. E quantos sio os A, B, C, tantos

fiquem tomados os menores nimeros E,
R G, H dos que tém a mesma razao com os
-_— . AB,C,ea quantidade dos A, B, C ¢ igual
a quantidade dos E G, H, portanto, por

T O MM m O O W >

igual posto, como o Aesti parao C,asstmo
F para o H. E como o A est3 para o B, asssmo F para o G, e 0 A nio mede

o B, portanto nem o F mede o G; portanto o F ndo ¢ uma unidade; pois
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a unidade mede todo ntmero. E os E H sio primos entre si [Portanto,

nem o F mede o H]‘ Também como o F esti para o H, asstm o A para o

C; portanto, nem o A mede o C. Do mesmo modo, ent3o, provaremos que

nem nenhum outro mediré nenhum; O que era preciso provar.

7.

Caso nitmeros, em uma quantidade qualquer, estejam em proporgdo
[continuada], e o primeiro meca o 4ltimo, medird também o segundo.

Estejam os nimeros A, B, C, D, em uma quantidade
qualquer, em proporgio continuada, e 0 A mega o D; digo
que também o A mede o B. Pois, se o A nio mede o B,
nem nenhum outro medird nenhum; mas o A mede o D.

Portanto, o A também mede o B; o que era preciso provar.

3.

A-—-

i

Caso ntimeros caiam, segundo a proporg¢ao continuada, entre dois niimeros,
quantos nimeros caem, segundo a proporgao [ontinuada, entre eles, tantos
também cairdo, segundo a propor¢io continuada, entre os que tém
a mesma razao [ com eles].

Catam, pois, 0s niimeros C, D, se-
gundo a proporgio continuada, entre
os dois ndmeros A, B, e fique feito
como o A para o B, assim o E para o
F; digo que quantos ndmeros cafram,
segundo a proporgio continuada,
entre os A, B, tantos também cairio,
segundo a proporgio continuada,
entre os E, E

Pots, quantos sio os A, B, C,Dna

quantidade, ﬁquem tomados tantos

Ae—mr E

I—-D

- <

I
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os menores ndmeros G, H, I, | dos que tém a mesma razdo com os A, C,
D, B; portanto, os extremos G, | deles sio primos entre si. E como os A,
C, D, B estio na mesma razio comos G, H, I, ], e a quantidade dos A, C,
D, B¢ igual a quantidade dos G, H, L, ], portanto, por igual posto, como
o A esti para o B, asstm o G para o J. Mas, como 0o A para o B, asssim o E
parao F; portanto, também como o G para o J,assimo E para o F E os G,
J sdo primos, e os primos sio também os menores, ¢ 0s menores nmeros
medem os que tém a mesma razao 0 mesmo nimero de vezes, tanto o maior,
O maior quanto O Menor, O menor, isto ¢, tanto o antecedente, o antece-
dente quanto o consequente, o consequente. Portanto, o G mede o E o
mesmo ntamero de vezes que o ], o E Tantas vezes, entdo, o G mede o E
quantas também cada um dos H, I mega cada um dos L, M; portanto, os
G, H, I, ] medem os E, L, M, F o mesmo ntimero de vezes. Portanto, os G,
H, I, ] estio na mesma razio com os E, L, M, E Mas os G, H, I, ] estdo na
mesma razdo com os A, C, D, B; portanto, também os A, C, D, B estio
na mesma razao com os E, L, M, E Mas os A, C, D, B estio em proporg¢ao
continuada. Portanto, também os E, L, M, F estio em propor¢io continua-
da. Portanto, quantos nGimeros cafram, segundo a proporgio continuada,
entre os A, B tantos ndmeros cafram, segundo a proporgao continuada, entre

os E, F; o que era preciso provar.
9.

Caso dois nitmeros sejam primos entre si, e nimeros caiam, segundo

a propor¢do continuada, entre eles, quantos niimeros caem, segundo

a proporgao continuada, entre eles, tantos também cairdo, segundo a
propor¢io continuada, entre cada um deles e uma unidade.

Sejam os dois ntimeros A, B primos entre si, e catam os C, D, segundo
a proporgao continuada, entre eles, e ﬁque tomada a unidade E; digo que,
quantos ndmeros cafram, segundo a proporgio continuada, entre os A, B,
tantos também cairdo, segundo a proporgio continuada, entre cada um
dos A, B e a unidade.

Fiquem, pois, tomados, por um lado, os dois menores ntimeros E G que

estio na razio dos A, C, D, B e, por outro lado, os trés H, I, J, e sempre,
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continuadamente, por um a mais,

até que a quantidade deles se torne
igual a quantidade dos A, C, D, B.

Fiquem tomados e sejam os L, M,

N, O. E evidente, entio, que, por

l

o =2

|

um lado, o F tendo multiplicado

—F

a st mesmo, fez o H, e, por outro
lado, tendo multiplicado o H, fez — G

oL, eoG, tendo multiplicado a si

mesmo, fez 0, ao passo que, tendo

multiplicado o], fezo O. E como os L, M, N, O sio os menores dos que
tém a mesma razio com os E G, e também os A, C, D, B sio os menores
dos que tém a mesma razdo com os | G, e a quantidade dos L, M, N, O
¢ igual 3 quantidade dos A, C, D, B, portanto cada um dos L, M, N, O ¢é
igual a cada um dos A, C, D, B; portanto, por um lado, o L é igual ao A,
e, por outro lado, 0 O, ao B. E como o E tendo multiplicado a si mesmo,
fez o H, portanto o F mede o H, segundo as unidades no E Mas também
a unidade E mede o F, segundo as unidades nele; portanto, a unidade E
mede o nimero F o mesmo ndimero de vezes que o E o H. Portanto, como
a unidade E estd para o namero F assim o F para o H. De novo, como
o E tendo multiplicado o H, fez o L, portanto o H mede o L, segundo
as unidades no E Mas também a unidade E mede o ndmero F, segundo as
unidades nele; portanto, a unidade E mede o ndimero F o mesmo nGmero
de vezes que o H, o L. Portanto, como a unidade E est4 para o namero F,
assimo Hparao L. E foi provado também como a unidade E para o nimero
E assimoF parao H; portanto, também como a unidade E para o nmero E
assimo F paraoHeoH parao L. Maso L ¢ igual ao A; portanto, como a
unidade E estd para o nimero E asssmo F para o HeoH para o A. Pelas
mesmas coisas, entdo, também como a unidade E para o ndmero G, assim
oG para o J,eo] para o B. Portanto, quantos ndmeros cafram, segundo
a proporgao continuada, entre os A, B, tantos ntimeros também cafram,
segundo a proporgao continuada, entre cada um dos A, B e a unidade E; o

que era PI‘€CiSO PI‘OVQI‘.
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10.

Caso nitmeros caiam, segundo a propor¢do continuada, entre cada wm de
dois niimeros ¢ uma unidade, quantos niimeros caem, segundo a proporcdo
continuada, entre cada wm deles ¢ wma unidade, tantos também cairao,
segundo a propor¢do continuada, entre eles.

Catam, pois, tantos os ntimeros D, E

- . uantos os I, G, seoundo a proporcio
C A q g proporg
B continuada, entre os dois ndmeros A, B e
D. . uma unidade C; digo que quantos niéimeros
E cafram, segundo a proporgio continuada,
entre cada um dos A, B e a unidade C tan-
F H

tos também cairdo, segundo a proporgao
continuada, entre os A, B.

Pois, o D, tendo multiplicado oF faga o

J H, e cada um dos D, F, tendo multiplicado
o H, faca cada um dos I, J.

E como a unidade C estd para o nimero D, assimo D parao E, portanto,
a unidade C mede o ndmero D 0 mesmo néimero de vezes que o D, o E.
Mas a unidade C mede o ndimero D segundo as unidades no D; portanto,
também o ndmero D mede o E segundo as unidades no D; portanto, o D,
tendo multiplicado a si mesmo, fez o E. De novo, como a [unidade] C
estd para o niimero D, assimo E para o A, portanto, a unidade C mede o
nimero D o mesmo ndmero de vezes que o E, o A.Mas a unidade C mede
o ntmero D segundo as unidades no D; portanto, também o E mede 0 A
segundo as unidades no D; portanto, o D, tendo multiplicado o E, fez 0 A.
Pelas mesmas coisas, entio, também, por um lado, o E tendo multiplicado
a si mesmo, fez o G, e, por outro lado, tendo multiplicado o G, fez o B.
E como o D, por um lado, tendo multiplicado a si mesmo, fez o E, e, por
outro lado, tendo multiplicado oF fezo H, portanto, como o D estd para
oF assitm o E para o H. Pelas mesmas coisas, entio, também como o D
para o I assim o H para o G. Portanto, também como o E para o H, assim

o H para o G. De novo, como o D, tendo multiplicado cada um dos E, H,
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fez cada um dos A, J, portanto, como o E estd parao H, assimo A parao ].
Mas, como o E para o H, asssm o D para o F; portanto, também como o D
para o F asstm o A para o J. De novo, cada um dos D, E tendo multiplicado
o H, fez cada um dos 1, ], portanto, como o D esta para o E assimo para o
J. Mas, como o D para o EF asstmo A para o I; portanto, também como o A
para o I, assimo I para o J. Ainda, como o F tendo multiplicado cada um
dos H, G, fez cada um dos J, B, portanto, como o H estd para o G, assim o
J para o B. Mas, como o H para o G, assim o D para o F; portanto, também
como o D para o F assim o ] para o B. E foi provado também como o D
para o F assim tanto o A para o | quanto o )| para o J; portanto, também
como o A para o I, assstm o 1 para o Jeo] para o B. Portanto, os A, [, ],
B estdo, consecutivamente, segundo a proporgio continuada. Portanto,
quantos néimeros caem, em proporgio continuada, entre cada um dos A,
B ¢ a unidade C tantos também cairdo, segundo a proporgio continuada,

entre os A, B; o que era preciso provar.

I1.

Existe um niimero médio em propor¢do entre dois niimeros quadrados, e o
quadrado tem para o quadrado uma razao dupla da que o lado, para o lado.

Sejam 0s nimeros quadrados A, B, e sejam o A
CumladodoA, ao passo que o D um do B; digo B
que existe um néimero médio em proporgio entre c D

os A, B,eo A tem para o B uma razao dupla da

E

Pois o C, tendo multiplicado oD, faga oE.EcomooAéum quadrado,

que o C para o D.

¢ 0 C éum lado dele, portanto o C, tendo multiplicado a si mesmo, fez o A.
Pelas mesmas coisas, entio, também o D, tendo multiplicado a si mesmo,
fez o B. Como, de fato, o C, tendo multiplicado cada um dos C, D, fez
cada um dos A, E, portanto como o C esti para o D, asstim o A para o E.
Pelas mesmas coisas, entio, também como o C para o D, asssmo E para
o B. Portanto, também como o A para o E, asssmo E para o B. Portanto,

existe um ndmero médio em proporgcio entre os A, B.
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Digo, entdo, que também o A tem para o B uma razao dupla da queo C
parao D. Pois, como os trés niimeros A, E, B estio em proporgao, portanto
o A tem para o B uma razdo dupla da que o A para o E. Mas, como o A para
o E, assimo C para o D. Portanto, o A tem para o B uma razio dupla da

que o lado C para o lado D; o que era preciso provar.

12.

Existem dois niimeros médios em propor¢do entre dois nitmeros cubos, ¢ o
cubo tem para o cubo uma razao tripla da que o lado para o lado.

A B Sejam os nmeros cubos A, B e
'T' sejam o Cum lado de A, enquanto

H o D um de B; digo que existem dois

D 5 néimeros médios em proporgio en-

tre os A, B,e 0 A tem parao B uma

razio tripla da que o C para o D.

Pois o C, tendo multiplicado a st mesmo, fagca o E, ao passo que, tendo
multiplicado o D, faga o E e 0 D, tendo multiplicado a si mesmo, faga o G,
e cada um dos C, D, tendo multiplicado o F, faca cada um dos H, 1.

E, como 0 A ¢ um cubo, e 0 C, um lado dele, e o C, tendo multiplicado
a si mesmo, fez o E, portanto o C, tendo multiplicado a si mesmo, fez o E,
ao passo que, tendo multiplicado o E, fez o A. Pelas mesmas coisas, entio,
também o D, tendo multiplicado a si mesmo, fez o G, ao passo que, tendo
multiplicado o G, fez 0 B. E como o C, tendo multiplicado cada um dos
C, D, fez cada um dos E, F, portanto, como o C estd para o D, assim o E
para o E Pelas mesmas coisas, entio, também como o C para o D, assim
o F para o G. De novo, como o C, tendo multiplicado cada um dos E, F|
fez cada um dos A, H, portanto, como o E para o F asstm o A para o H.
Mas, como o E para o F assim o C para o D; portanto, também como o
C para o D, asstm o A para o H. De novo, como cada um dos C, D, tendo
multiplicado o E fez cada um dos H, I, portanto, como o Cestd para o D,
assim o H para o I. De novo, como o D, tendo multiplicado cada um dos

E G, fez cada um dos 1, B, portanto, como o F estd para o G, assim o [ para
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o B. Mas, como o F para o G, assim o C para o D; portanto, também como o
C para o D, assim tanto o A para o H quanto o H parao e oI para o B.
Portanto, os H, I sio dois médios em proporgdo entre A, B.

Digo, entdo, que também o A tem para o B uma razao tripla da que o
C para o D. Pois como os quatro ndmeros A, H, I, B estio em proporgao,
portanto, o A tem para o B uma razao tripla da que o A para o H. Mas,
como o A para o H, asstm o C parao D; [portanto}, também o A tem para

(0] uma raz§0 '[I‘i 4 da que o ara o ; O que era reciso rovar.
B pla da que o Cparao D;oq p p

I3.

Caso nitmeros, quantos quer que sejam, estejam em propor¢do continuada,
e cada um, tendo multiplifado a si mesmo, faca algum, 0s produq’dos
deles estardo em proporcdo; e, caso os do principio, tendo multiplicado os
produzidos, facam alguns, também eles estardo em propordo [e isso sempre
acontece acerca dos extremos .

Estejam os ndmeros A, B, C, quantos quer que sejam, em proporgao

continuada, como o

A

A para o B, asstm o

B para o C,eo0s A, B,

C, por um lado, ten-

mesmos, fagam os D,

B
C
do multiplicado a si D
E
F

o <

E,Ee, por outro lado,

tendo multiplicado os
D, E, E facam os G,
H, I; digo que, tanto

L

os D, E, F quanto os
G, H, I estio em proporg¢ao continuada.

Pois, por um lado, o A, tendo multiplicado o B, faga o ], e, por outro
lado, cada um dos A, B, tendo multiplicado o] faga cada um dos L, M. E,
de novo, por um lado, o B, tendo multiplicado o C, faga o N, e, por outro

lado, cada um dos B, C, tendo multiplicado o N, faca cada um dos O, P
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Do mesmo modo, entio, que nos acima, provaremos que os D,J,Ee
os G, L, M, H estao em propor¢io continuada na razio do A parao B, e
ainda os E, N, F e os H, O, P I estio em proporgao continuada na razio
do B para o C. E, como o A est3 para o B, assim o B para o C; portanto,
também os D, ], E estio na mesma razio com os E, N, F e ainda os G, L,
M,HcomosH, O, P11 E, por um lado, a quantidade dos D, ], E ¢ igual a
quantidade dos E, N, F e, por outro lado, a dos G, L, M, H, a dos H, O, P,
I; portanto, por igual posto, por um lado, como o D estd para o E, assim
oE para o E e, por outro lado, como o G para o H, asstim o H para o I; 0

que era PI‘CCiSO PI‘OV&I‘.

14.

Caso um quadrado me¢ca wum quadrado, também o lado medird o lado; e
caso o lado meca o lado, também o quadrado medird o quadrado.

Sejam os niimeros quadrados A, B, e sejam

os C, D lados deles, e 0 A mega o B; digo que

também o C mede o D.

Pois, o C, tendo multiplicado o D, faga o

E; portanto, os A, E, B estio em proporgao

m o W >

continuada na razio do C para o D. E como
os A, E, B estio em proporg¢do continuada, e
o A mede o B, portanto também o A mede o E. E como o A estd para o E,
assim o C para o D; portanto, também o C mede o D.

De novo, entdo, o C meca o D; digo que também o A mede o B.

Pois, do mesmo modo, tendo sido construidas as mesmas coisas, prova-
remos que os A, E, B estio em proporgio continuada na razio do C para o
D, e como o C estd para o D, assimo A para o E, mas o C mede o D, por-
tanto também o A mede o E. E 0s A, E, B estdo em proporgio continuada;
portanto, o A mede o B.

Portanto, caso um quadrado mega um quadrado, também o lado medird
o lado; e caso o lado mega o lado, também o quadrado medird o quadrado;

o que era preciso provar.
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I5.

Caso um niimero cubo meca um nitmero cubo, também o lado medird o
lado; ¢, caso o lado meca o lado, também o cubo medird o cubo.

Mega, pois, o ndimero cubo A o ndmero cubo B,

e seja o Cum lado do A, enquanto o D, um do B:

digo que o C mede o D. B H
Pois o C, tendo multiplicado a st mesmo, faga o C - |

E, e o D, tendo multiplicado a si mesmo faga o G,

e ainda o C, tendo multiplicado o D, [faga] o E e E

cada um dos C/, D, tendo multiplicado o F, faca cada G

um dos H, 1. E evidente, entio, que os E, FE Geos "

A, H, I, Bestioem proporgao continuada na razio
do C para o D. E como os A, H, I, B estio em proporgao continuada, e o
A mede o B, portanto também mede o H. E como o A esti para o H, assim
oC para o D; portanto, o C mede o D.

Mas, entio, o C mega o D; digo que também o A medird o B.

Pois, do mesmo modo, entdo, tendo sido construfdas as mesmas coisas,
provaremos que os A, H, I, B estio em proporgao continuada na razio do
CparaoD. Ecomoo C mede o D, e como o C estd para o D, assim o A
para o H, portanto também o A mede o H; de modo que também o A mede

oB;o que era preciso provar.

16.

Caso um nitmero quadrado nao me¢a wm niimero quadrado, nem o lado
medird o lado; e, caso o lado ndo mega o lado, nem o quadrado medird o

quadmdo.

Sejam os nameros quadrados A, Besejamos C, D la-
dos deles, e 0 A ndo mega o B; digo que nem o C mede o D.

Pois, se 0 C mede o D, também o A medird o B; mas

o o W >

N

o A nio mede o B; portanto, nem o C medird o D.
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De novo, [entéo], o C ni3o mega o D; digo que nem o A medird o B.

Pois, se 0 A mede o B, também o C medird o D. Mas o C nio mede o D;

portanto, o A nio mediri o B; o que era preciso provar.

17.

Caso um niimero cubo nao meca wm niimero cubo, nem o lado medird o
lado; ¢, caso o lado nao meca o lado, nem o cubo medird o cubo.

A Pois, o ndmero cubo A nio meca o ndmero cubo B,

B ¢ seja o Cum lado do A, enquanto o D, um do B digo

que o C ndo medird o D.

Pois, se o C mede o D, também o A mediri o B;

D

mas 0 A nio mede o B; portanto, nem o C mede o D.
Mas, entio, o C ni3o mega o D; digo que nem o A medird o B.
Pois, se 0 A mede o B, também o C medird o D. Mas o C nio mede o D;

portanto, nem o A medird o B; o que era preciso provar.

13.

Existe wm nitmero médio em propor¢do entre dois niimeros planos
semelbantes; e o plano tem para o plano wma razao dupla da que o lado
homélogo para o lado homélogo.

Sejam os dois ndmeros pla—

A c nos semelhantes A, B, e sejam
B D os nameros C, D lados do A,
G E enquanto os E, E do B. E como

planos semelhantes sio os que

tém os lados em proporgio, por-
tanto, como o C esti parao D, assimo E paraoE Digo, de fato, que existe
um ntmero médio em proporgao entre os A,B,eoAtem para B uma razio
dupla da que o C para o E ou 0 D para o E isto ¢, da que o lado homélogo
para o [lado] homdlogo.
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E, como o C esta parao D, assim o E parao I portanto, alternadamen-
te, como o C esti para o E,oD para o FE E comoA¢é plano, eos C, D sao
lados dele, portanto, o D, tendo multiplicado o C, fez o A. Pelas mesmas
coisas, entio, também o E, tendo multiplicado o E fez o B. Entio o D,
tendo multiplicado o E, faga o G. E, como o D, tendo multiplicado o C,
fez o A, a0 passo que, tendo multiplicado oE, fezo G, portanto, como o
C esta para o E, assim o A para o G. Mas, como o C para o E, [assim} oD
para o F; portanto, também como o D para o F assim o A para o G. De
novo, como o E, tendo multiplicado o D, fez o G, ao passo que, tendo
multiplicado o FE fez o B, portanto, como o D esti para o E assim o G
para o B. E foi também provado como o D para o E asstm o A para o G;
portanto, também como o A para o G, asstim o G para o B. Portanto, os A,
@G, B estio em proporgao continuada. Portanto, existe um ntmero médio
em proporgao entre os A, B.

Digo, entdo, que também o A tem para o B uma razao dupla da que
o lado homélogo para o lado homélogo, isto é, da que o C, para o E, ouo
D, para o E Pois, como os A, G, B estio em proporgao continuada, o A tem
para o B uma razao dupla da que para o G.E, comooAestd para o G, assim
tanto o C para o E quanto o D para o E Portanto, o A tem para o B uma
razao dupla da que o C, para o E ou o D, para o F; o que era preciso

‘PI‘OVEUT.

19.

Dois niimeros médios em proporcdo caem entre dois niimeros slidos
semelbantes; ¢ o sélido tem para o sélido semelbante wuma razao tripla da
que o lado homélogo para o lado homdslogo.

Sejam, pois, os sdlidos semelhantes A, B, e sejam os C, D, E lados do
A, enquanto os I G, H, do B. E como sélidos semelhantes sio os que tém
os lados em proporgao, portanto, COmo o C estd para o D, asstm o F para
o0 @G, ao passo que, como o D para o E, asstm o G para o H. Digo que dois
ndmeros médios em proporgao caem entre 0s A, B,eoAtem para o B uma

razio tripla da que o C parao F e o D para o G, e ainda o E para o H.
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Pois, o C, tendo multiplicado

oD, facaol, e oF tendo mul-

tiplicado o G, faga o J. E, como

G comos E G,eol édos C, D,
H enquanto o ] é dos E G, [por-

A
B
C F os C, D estio na mesma razio
D
E

tanto} os I, ] sio ntimeros planos

J Semelhantes; portanto, existe um

L ntiimero médio em proporgio en-

tre os I, J. Seja o L. Portanto, o L
¢ 0 dos D, F como foi demonstrado no teorema antes deste. E, como o D,
tendo multiplicado o C, fez o I, a0 passo que, tendo multiplicado o F, fez
oL, portanto, como o C esta para o F assimol para o L. Mas, como o |
parao L, o L parao J. Portanto, os I, L, ] estdio em proporgao continuada
na razio do C para o E E, como o C estd para o D, asstm o F para o QG,
portanto, alternadamente, como o C estd para o E assim o D para o G.
Pelas mesmas coisas, entio, também como o D para o G, assimo E para o
H. Portanto, os I, L, ] estdio em proporgao continuada na razio do C para
oF enadoD parao G, e ainda na do E para o H. Entdo, cada um dos E,
H, tendo multiplicado o L, faca cada um dos M, N. E como o A ¢ sélido,
e os C, D, E lados dele, portanto, o E, tendo multiplicado o dos C, D, fez
o A. E odos C, D ¢ol; portanto, o E, tendo multiplicado o I, fez o A.
Pelas mesmas coisas entdo, também o H, tendo multiplicado o], fezoB.
E, como o E, tendo multiplicado o I, fez o A, mas, de fato, também, tendo
multiplicado oL, fezo M, portanto, como o Testd parao L, assim o A para
oM. E, comool para o L, assim, tanto o C para o F quanto o D para o G
eaindao E para o H; portanto, também como o C para o EeoD para o
G,eoE para o H, asstm o A para o M. De novo, como cada um dos E, H,
tendo multiplicado o L, fez cada um dos M, N, portanto, como o E estd
para o H, assitm o M para o N. Mas, como o E para o H assim, tanto o C
para o E quanto o D para o G; portanto, como o C para o FEeoD para
0G,eo0E para o H, assim tanto o A para o M quanto o M para o N. De
novo, o H, tendo multiplicado o L, fez o N, mas, de fato, também, tendo

multiplicado o], fez o B, portanto, como o L estd para o ], assim o N para
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o B. Mas, como o L para o ], assim tanto o C parao F quantoo D parao G
eokE para o H. Portanto, também como o C para o FeoD para o G,eo0
E para o H, assim, nio somente o N para o B, mas também o A para o M,
eoM para o N. Portanto, os A, M, N, B estao em proporgao continuada
nas razdes ditas dos lados.

Digo que também o A tem para o B uma razio tripla da que o lado ho-
mélogo para o lado homélogo, isto ¢, da que o ndmero C, para o F ou o
D,paraoGe ainda o E, para o H. Pots, como os quatro ndmeros A, M, N,
B estio em proporgao continuada, portanto, o A tem para o B uma razio
tripla da que o A, para o M. Mas, como o A para o M, assim, foi provado,
tanto o C para o F quanto o D para o GeaindaoE para o QG. Portanto,
também o A tem para o B uma razio tripla da que o lado homdlogo, para
o lado homélogo, isto é, da que o namero C, para o EeoD, para o G, e

ainda o E, para o H; o que era preciso provar.
20.

Caso um nitmero médio em propor¢do caia entre dois niimeros, os niimeros
serdo planos semelbantes.

Caia um nimero médio em proporgao, o C, entre os dois ntmeros A, B:
digo que os A, B sio niimeros planos semelhantes.

Fiquem, [pois], tomados os menores

ndmeros D, E dos que t&m a mesma razao A Do
com os A, C; portanto, o DmedecoAo B

mesmo ndmero de vezes que o E, 0 D. C E
Entio, tantas vezes o D mede o A quantas F

unidades estejam no F; portanto, o F, tendo G

multiplicado 0 D, fez 0 A. Desse modo, o A

é Plano, e os D, F lados dele. De novo, como os D, E sio os menores dos
que t&m a mesma razao com os C, B, portanto, o D mede o C o mesmo
ntmero de vezes que o E, o B. Entdo, tantas vezes o E mede o B, quantas
unidades estejam no G. Portanto, o E mede o B segundo as unidades no

G; portanto, o G, tendo multiplicado o E, fez o B. Portanto, o B é plano,
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e os E, G, lados dele. Portanto, os A, B sio ntimeros planos‘ Digo, entao,
que sio também semelhantes. Pois, como o E tendo multiplicado o D,
fez 0o A, ao passo que, tendo multiplicado oE, fezo C, portanto, como o
D estd para o E, asstm o A para o C,1st0 é,0C para o B. De novo, como
o E, tendo multiplicado cada um dos E G, fez os C, B, portanto, como o
F estd para o G, assim o C para o B. Mas, como o C para o B, asstm o D
para o E; portanto, também como o D para o E, assim o I para o G. E,
alternadamente, como o D para o I assim o E para o G. Portanto, os A, B
sdo nimeros planos semelhantes; pois os lados deles estdo em proporgio;

o que era pI‘ECiSO PI‘OV&I‘.

21.

Caso dois nitmeros médios em proporcdo caiam entre dois niimeros, os
niimeros serdo sélidos semelbantes.

Catam, pois, os ntmeros C, D médios em proporg¢do entre os dois nd-
meros A, B; digo que os A, B sdo sélidos semelhantes.

Fiquem, pois, tomados os trés

A B menores numeros E, F G dos que
B F tém a mesma razio comos A, C, D;
C - " portanto, 0s extremos deles, [N E,
D 5 [— G, siao primos entre si. E, como um
M [ némero, o I, médio em proporgio,

N J caiu entre os E, G, portanto, os E,

L G sdo niimeros planos semelhantes.

Sejam, de fato, os H, I lados do E,
enquanto os ], L, do G. Portanto, é evidente do antes deste, que os E, F, G
estdo em proporgio continuada na razio do H para o J e na do I para o L.
E, como os E, E G sio os menores dos que tém a mesma razao com os A,
C,D,eaquantidade dos E, F, G ¢ igual quantidade dos A, C, D, portanto,
por igual posto, como o E esta para o G, assim o A para o D. Mas os E,
G sdo primos, e os primos também sio os menores, e 0s menores medem

(0N que tém a mesma razio com eles, 0 mesmo nimero de vezes, tanto o
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maior, 0 maior quanto o menor, 0 menor, isto é, tanto o antecedente, o
antecedente quanto o consequente, o consequente; portanto, o E mede o
A 0 mesmo ndmero de vezes que o G, o D. Entdo, tantas vezes o E mede
o A quantas unidades estejam no M. Portanto, o M, tendo multiplicado
o E, fez 0o A. Mas o E ¢ o dos H, I; portanto, o M, tendo multiplicado o
dos H, I, fez o A. Portanto, o A é sélido, e os H, I, M, lados dele. De novo,
como os E, E G sio os menores dos que tém a mesma razio com os C, D,
B, portanto, o E mede o C o mesmo ntimero de vezes que o G, o B. Entio,
tantas vezes o E mede o C quantas unidades estejam no N. Portanto, 0 G
mede o B, segundo as unidades no N; portanto, o N, tendo multiplicado
0G, fezoB. Maso Géodos], L; portanto, o N, tendo multiplicado o
dos J, L, fez o B. Portanto, o B é sélido, e os ], L, N, lados dele; portanto,
os A, B sio sélidos.

Digo, [entio], que também sio semelhantes. Pois, como os M, N, tendo
multiplicado o E, fez os A, C, portanto, como o M estd para o N, o0 A para
o C,1stoé, o Epara o E Mas, como o Epara oF o Hpara o]eolpara o
L; portanto, também como o H para o J,assim o | para o L,eoM para
oN. E os H, I, M sio lados do A, enquanto os N, ], L, lados do B. Portan-

to, os A, B sio ndmeros sélidos semelhantes: o que era preciso provar.

22.

Caso trés nitmeros estejam em proporcdo continuada, e o primeiro seja um
] £ ) ]
quadrado, também o terceiro serd um quadrado.

Sejam os trés nameros A, B, C em proporgao conti-

nuada, e seja o primeiro, o A, um quadrado; digo que A
também o terceiro, o C, é um quadrado. B .

Pois, como o nGmero B é médio em propor¢do en-  (

tre os A, C, portanto, os A, C sio planos semelhantes.
Mas o A é um quadrado; portanto, também o C é um quadrado; o que era

preciso provar.
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23.

Caso quatro niimeros estejam em propor¢do continuada, e o primeiro seja
um cubo, também o quarto serd wm cubo.

L

Estejam os quatro nmeros A, B, C,Dem propor¢io

o

continuada, e seja o A um cubo; digo que também o D

C é um cubo.

l

Pois, como os dois ntimeros B, C sio médios em

D

proporgao entre 0s A, D, portanto, os A, D sio ntimeros
sélidos semelhantes. Mas o A é um cubo; portanto, também o B é um cubo;

0 que era preciso provar.

24,

Caso dois nitmeros tenbam wma razao entre si, a qual um niimero
quadrado, para wm nitmero quadrado, ¢ o primeiro seja wm quadrado,
também o segundo serd um quadrado.

Tenham, pois, 0s dois ntimeros A, B uma razio

>

entre si, a qual o ndmero quadrado C, para o ndime-
ro quadrado D, e seja o A um quadrado; digo que

I—IC

também o B é um quadrado.

D Pois, como os C, D sio quadrados, portanto, os

C, D sdo planos semelhantes. Portanto, um ntmero
médio em proporgao catentre os C, D. E, como o C esta parao D,oA para
oB; portanto, um ndmero médio em propor¢io catentre os A, B.EoAéum

quadrado; portanto, também o B é um quadrado; o que era preciso provar.
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25.

Caso dois niimeros tenham uma razao entre si, a qual wm niimero cubo
( ) ‘] )
para wm niimero cubo, ¢ o primeiro seja um cubo, também o segundo serd

um cubo.

E.—.

Tenham, pois, os dois ntmeros A, B A

uma razio entre si, a qual ondmerocubo B ———— F

C, para o ntimero cubo D, e seja o A um

C o — .

cubo; digo, [entdo], que também o B ¢

um cubo.

Pois, como os C, D sido cubos, os C, D sio s6lidos semelhantes; portan-
to, dois ndmeros médios em propor¢do caem entre 0s C, D. Mas quantos
catam entre C, D na proporgao continuada, tantos também entre os que
tém a mesma razio com eles. De modo que, dois ndimeros médios, em
proporgdo, caem também entre os A, B. Caiam os E, E Como, de fato, os
quatro nameros A, E,E Bestioem proporgao continuada, e 0 A é um cubo,

portanto também o B é um cubo; o que era preciso provar.

26.

Os niimeros planos semelbantes tém wma razao entre si, a qual um
niimero quadrado, para wm nitmero quadrado.

Sejam os niéimeros planos semelhan- A B

tes A, B; digo que o A tem para o B uma C

razao, a qual um ndmero quadrado, para

DI—I

um néimero quadrado.

Pois, como os A, B sao planos semelhantes, portanto, um néimero médio
em proporgao cat entre os A, B. Cataesejao C, e ﬁquem tomados os me-
nores numeros D, E, F dos que tém a mesma razao com os A, C, B. Por-
tanto, os extremos deles, os D, F, sio quadrados. E como o D estd para o
E asssmo A para o B, e os D, F sio quadrados, portanto, o A tem para o B
uma razio, a qual um ndimero quadrado, para um niimero quadrado; o que

era preciso provar.
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27.

Os niimeros sélidos semelbantes tém uma razao entre si, a qual um

niimero cubo, para wm niimero cubo.

Sejam os ndameros

A Co . s6lidos semelhantes
D A, B; digo que o A tem
E F G H para o B uma razdo, a

qual um ndmero cubo
para um ndmero cubo.

Pois, como os A, B sio sélidos semelhantes, portanto, dois ndmeros
médios em proporgao caem entre os A, B. Catamos C,D, e ﬁquem tomados
os menores ntmeros E, F G, H dos que t&m a mesma razdo com os A, C,
D, B, iguais a eles em quantidade. Portanto, os extremos deles, os E, H,
sio cubos. E, como o E esti para o H, assim o A para o B; portanto, o A
tem para o B uma razdo, a qual um ndmero cubo, para um ntémero cubo;

o que era pI‘ECiSO PI‘OV&I‘.
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I.

Caso dois niimeros planos semelbantes, tendo um multiplicado o outro,
fagam algum, o produzido serd um quadrado.

Sejam os dois nGimeros planos semelhan-
tes A, B, e 0 A, tendo multiplicado o B, faga
o C; digo que o C éum quadrado.

o o W >

Pois, 0 A, tendo multiplicado a st mesmo,

faga o D. Portanto, o D é um quadrado.
Como, de fato, o A, por um lado, tendo multiplicado a si mesmo, fez o
D, e, por outro lado, tendo multiplicado o B, fez o C, portanto, como
o Aestd para o B, assim o D para o C. E, como os A, B sio ndimeros planos
semelhantes, um ndmero médio em proporgao cat entre os A, B. Mas, caso
néimeros caiam, segundo a proporgio continuada, entre dois ndmeros,
quantos caem entre eles, tantos também entre os que tém a mesma razio;
desse modo, também um némero médio em proporgio cai entre os D, C.
EoD éum quadrado; portanto, também o C é um quadrado; 0 que era

preciso provar.
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2.

Caso dois niimeros, tendo um multiplicado o outro, facam wm quadrado,
sdo niimeros planos semelbantes.

Sejam os dois ndimeros A, B, e 0 A, tendo multiplica—

doo B, fagao quadrado C; digo que os A, B sdo ndmeros

planos semelhantes.
Pois, o A, tendo multiplicado a si mesmo, faga o D; C e — —

portanto, o D é um quadrado. E, como 0 A, por um lado, p

tendo multiplicado a si mesmo, fez o D, e, por outro

lado, tendo multiplicado o B, fezo C, portanto, como o A estd para o B, o
D para o C. E, como o D é um quadrado, mas também o C, portanto, os D,
C sao planos semelhantes. Portanto, um médio em proporgao cal entre os
D, C. E, como o D est3 para o C,asstmo A para o B; portanto, um médio
em proporgio cai entre os A, B. Mas, caso um médio em proporgio caia
entre dois nimeros, [os]| ndmeros sio planos semelhantes; portanto, os

A, B sio planos semelhantes; o que era preciso provar.

3.

Caso um niimero cubo, tendo multiplicado a si mesmo, faca algum, 0
produzido serd um cubo.

Pois, o niimero cubo A, tendo multiplicado a si

mesmo, faga o B; digo que o B é um cubo.

B

Fique, pois, tomado o lado C do A, ¢ o C, tendo
multiplicado a st mesmo, fagao D. E evidente, entio, " " Ce——=D
que o C, tendo multiplicado oD, fez o A. E, como o C, tendo multipli—
cado a si mesmo, fez o D, portanto, o C mede o D, segundo as unidades
nele. Mas, de fato, também a unidade mede o C, segundo as unidades nele;
portanto, como a unidade esti para o C,oC para o D. De novo, como o
C, tendo multiplicado oD, fez 0 A, portanto, o D mede o A, segundo as

unidades no C. Mas também a unidade mede o C, segundo as unidades
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nele; portanto, como a unidade estd para o C,oD para o A. Mas, como a
unidade para o C, o C para o D; portanto, também como a unidade para
o C, asstm o C parao D, e o D para o A. Portanto, os dois ntmeros C, D
médios segundo a proporgio continuada cafram entre a unidade e o A. De
novo, como o A, tendo multiplicado a si mesmo, fez o B, portanto o A mede
o B, segundo as unidades nele. Mas também a unidade mede o A, segundo
as unidades nele; portanto, como a unidade estd para o A, o A para o B.
E dois nimeros médios em proporgio cafram entre a unidade e o A; por-
tanto, dois niimeros médios em proporgio cairio entre os A, B. Mas, caso
dois médios em proporgio caiam entre dois niimeros, e o primeiro seja um
cubo, também o segundo serd um cubo. E 0 A é um cubo; portanto, também

o B é um cubo; o que era preciso provar.

4.

Caso um nitmero cubo, tendo multiplicado um nitmero cubo, faca algum,
o produzido serd um cubo.

Pois, o niimero cubo A, tendo multiplicado o ntimero

L

B cubo B, faga o C; digo que o C é um cubo.

Pois, o A, tendo multiplicado a s1 mesmo, faga o D;

I—IC

D

portanto, o D é um cubo. E, como o A, por um lado,

tendo multiplicado a si mesmo, fez o D, e, por outro
lado, tendo multiplicado oB, fezo C, portanto, como o A estd para o B,
asstimo D parao C.E, como os A, B sio cubos, os A, B sio sélidos similares.
Portanto, dois ndmeros médios em proporgio caem entre os A, B; desse
modo, também dois niimeros médios em proporgio cairdo entre os D, C. E

o D ¢ um cubo; portanto, também o C é um cubo; o que era preciso provar.
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5.

Caso um niimero cubo, tendo multiplicado algum niimero, faca wm cubo,

também o que foi multiplicado serd um cubo.

Pois, o ntimero cubo A, tendo multiplicado algum

ndmero B, faga o cubo C; digo que o B éum cubo. A

Pois, o A, tendo multiplicado a si mesmo, faga o B
D; portanto, o D é um cubo. E, como o A, por um C
lado, tendo multiplicado a si mesmo, fez 0 D, e, por D

outro lado, tendo multiplicado o B, fez o C, portan-

to, como o A estd para o B,oD para o C. E, como os D, C sio cubos, sio
sélidos semelhantes. Portanto, dois ntiimeros médios em proporgio caem
entre os C, D. E como o D estd para o C, assim o A para o B; portanto,
dois ndmeros médios em proporgao caem entre 0s A, B.E o A é um cubo;

portanto, também o B é um cubo; o que era preciso provar.

6.

Caso um nitmero, tendo multiplicado a si mesmo, faca um cubo, também
ele serd um cubo.

Pois, o niimero A, tendo multiplicado a s1 mesmo, faga A

o cubo B; digo que também o A é um cubo.

Pois, 0 A, tendo multiplicado o B, faga o C. Como, de c

fato, o A, por um lado, tendo multiplicado a st mesmo,
fez o B, e, por outro lado, tendo multiplicado o B, fez o C, portanto, o C é
um cubo. E, como o A, tendo multiplicado a si mesmo, fez o B, portanto,
o Amede o B, segundo as unidades nele. Mas também a unidade mede o A,
segundo as unidades nele. Portanto, como a unidade estd para o A, assim
oA para o B. E, como o A, tendo multiplicado oB, fezo C, portanto, o B
mede o C, segundo as unidades no A. Mas também a unidade mede o A,
segundo as unidades nele. Portanto, como a unidade estd para o A, assim

oB para o C. Mas, como a unidade para o A, assim o A para o B; portanto,
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como o A para o B,oB para o C. E, como os B, C sio cubos, sio sélidos
semelhantes. Portanto, existem dois niimeros médios em proporgio entre
os B, C. E, como o B estd para o C, o A para o B. Portanto, existem tam-
bém dois niimeros médios em proporgio entre os A, B. E o B é um cubo;

portanto, também o A é um cubo; o que era preciso provar.

7.

Caso um niimero composto, tendo multiplicado algum niimero, faca
algum, o produzido serd um sélido.

Pois, 0 ntimero composto A, tendo multiplicado

algum ndmero B, faga o C; digo queo C¢ sélido.

Pots, como o A ¢ composto, serd medido por

] :

algum ntmero. Seja medido pelo D, e quantas ve-

zes 0 D mede o A, tantas unidades estejam no E.

D

|

Como, de fato, o D mede o A, segundo as unidades
no E, portanto, o E, tendo multiplicado oD, fezo A. E como o A, tendo
multiplicado 0 B, fez o C, e 0 A¢ 0 dos D, E, portanto, o dos D, E, tendo mul-
tiplicado o B, fez o C. Portanto, o C é sélido, e os D, E, B sio lados dele;

o que era preciso provar‘

8.

Caso niimeros, quantos quer que sejam, a partir da unidade, estejam em
propor¢ao continuada, por um lado, o terceiro a partir da unidade serd
um quadrado, ¢ os que deixam um no intervalo entre, ¢, por outro lado, o
quarto, um cubo, e todos os que deixam dois no intervalo entre, enquanto
o sétimo, ao mesmo tempo, um cubo ¢ um quadrado, ¢ todos os que deixam

cinco no intervalo entre.

Estejam os nameros A, B, C, D, E, F, quantos quer que sejam, a partir
da unidade, em propor¢io continuada; digo que, por um lado, o terceiro,

B, a partir da unidade, é um quadrado e todos os que deixam um no inter-
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valo entre, e, por outro lado, o quarto Céum

cubo, e todos os que deixam dois no intervalo
entre, enquanto que o sétimo F ¢, ao mesmo
tempo, um cubo e um quadrado, e todos os

que deixam cinco no intervalo entre.

Pois, como a unidade estd para o A, assim

o A para o B, portanto, a unidade mede 0 A o
mesmo ndmero de vezes que o A, o B. Mas a F

unidade mede o ndmero A segundo as unidades nele; portanto, o A mede
o B, segundo as unidades no A. Portanto, o A, tendo multiplicado a si
mesmo, fez o B; portanto, o B é um quadrado‘ E, como os B, C, D estao
em proporgio continuada, ¢ o B é um quadrado, portanto, também o D ¢é
um quadrado. Pelas mesmas coisas, entio, também o F é um quadrado‘ Do
mesmo modo, entdo, provaremos que todos os que deixam um no intervalo
entre sao quadrados. Digo, entao, que também o quarto C,a partir da uni-
dade, é um cubo e todos os que deixam dois no intervalo entre. Pois, como
a unidade estd para o A, assim o B para o C, portanto, a unidade mede o A
o mesmo numero de vezes que o B, o C. Mas a unidade mede o ndmero A,
segundo as unidades no A; portanto, o B mede o C, segundo as unidades
no A; portanto o A, tendo multiplicado o B, fez o C. Como, de fato, o A,
por um lado, tendo multiplicado a si mesmo, fez o B, e, por outro lado,
tendo multiplicado o B, fez o C, portanto o C é um cubo. E, como os C, D,
E, F estao em proporgao continuada, e o C é um cubo, também o F é um
cubo. E foi também provado um quadrado; portanto, o sétimo, a partir da
unidade, é tanto um cubo quanto um quadrado. Do mesmo modo, entio,
provaremos que também todos os que deixam cinco no intervalo entre sio

tanto cubos quanto quadrados; O que era preciso PI‘OV&IZ
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Caso nitmeros, quantos quer que sejam, a partir da unidade, estejam,
sucessivamente, em propor¢ao continuada, ¢ o depois da unidade seja um
quadrado, também todos os restantes serdo quadrados. E, caso o depois da

unidade seja um cubo, também todos os restantes serdo cubos.

A Estejam os nameros A, B,
— C, D, E, F, quantos quer que

C o . sejam, a partir da unidade,
D em proporgio continuada, e
E o depois da unidade, o A, seja

. um quadrado; digo que todos

os restantes serdo quadrados.

Que, de fato, o terceiro B, a partir da unidade, ¢ um quadrado, e todos
0s que deixem um no intervalo entre, foi provado; digo, [entéo}, que
também todos os restantes sio quadrados. Pois, como os A, B, C estdo em
proporgio continuada, também o A é um quadrado, [portanto], também
o Céum quadrado. De novo, como [também] os B, C, D estio em pro-
porgiao continuada, também o B é um quadrado, [portanto], também o D
¢ um quadrado. Do mesmo modo, entio, provaremos que também todos
os restantes sio quadrados.

Mas, entdo, seja 0 A um cubo; digo que também todos os restantes sio
cubos.

Que, de fato, o quarto C, a partir da unidade ¢ um cubo e todos os que
deixam dois no intervalo entre, fot provado; digo, [entio}, que também
todos os restantes sio cubos. Pois, como a unidade est4 paraoA, assim o A
para o B, portanto, a unidade mede o A 0 mesmo ndmero de vezes que o A,
o B. Mas a unidade mede o A, segundo as unidades nele; portanto, também
o A mede o B, segundo as unidades nele. Portanto, o A, tendo multiplicado
a si mesmo, fez o B. E 0 A é um cubo. Mas, caso um ntimero cubo, tendo
multiplicado a si mesmo, faga algum, o produzido é um cubo; portanto,
também o B é um cubo. E, como os quatro nameros A, B, C, D estdo em

proporgio continuada, e 0 A é um cubo, portanto, também o D é um cubo.
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Pelas mesmas coisas, entdo, também o E é um cubo, ¢, do mesmo modo,

tOClOS 0s restantes sao CubOS; O que era preciso p]fOV&IZ

10.

Caso nitmeros, quantos quer que sejam, a partir da unidade, estejam em
proporgdo [continuada], ¢ o depois da unidade nao seja wm quadrado, nem
nenbum outro serd um quadrado, exceto o terceiro a partir da unidade e
todos os que deixam wm no intervalo entre. E, caso o depois da unidade
ndo seja um cubo, nem nenbum outro serd um cubo, exceto o quarto a
partir da unidade ¢ todos os que deixam dois no intervalo entre.

Estejam os nameros A, B, C, D, E, | A

quantos quer que sejam, a partir da unida- B

-—
de em proporgio continuada, e o depois da C
unidade, o A, nio seja um quadrado; digo
-———

que nem nenhum outro serd um quadrado,

exceto o terceiro a partir da unidade [e os

que deixam um no intervalo entre].

Pois, se possfvel, sejao Cum quadrado. Mas também o B é um quadra—
do; portanto, os B, C tém, um para o outro, uma razio, a qual um néimero
quadrado, para um ndmero quadrado‘ E, como o B esta para o C,0A para
o B; portanto, os A, B tém, um para o outro, uma razao, a qual um namero
quadrado, para um ndmero quadrado; desse modo, os A, B sio planos se-
melhantes. Eo B é um quadrado; portanto, também o A é um quadrado; o
que ndo era suposto. Portanto, o C nio é um quadrado. Do mesmo modo,
entdo, provaremos que nem nenhum outro é um quadrado, exceto o terceiro
a partir da unidade e os que deixam um no intervalo entre.

Mas, entido, o A ndo seja um cubo. Digo que nem nenhum outro serd
um cubo, exceto o quarto a partir da unidade e os que deixam dois no
intervalo entre.

Pois, se possfvel, sejao D um cubo. Mas também o C é um cubo; pois,
¢ o quarto a partir da unidade. E, como o C esti para o D, o B para o C;

portanto, o B tem para o C uma razdo, a qual um cubo, para um cubo. E
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o C é um cubo; portanto, também o B é um cubo. E, como a unidade estd
para o A, o A para o B, e a unidade mede o A, segundo as unidades nele,
portanto, também o A mede o B, segundo as unidades nele; portanto, o
A, tendo multiplicado a si mesmo, fez o cubo B. Mas, caso um ntmero,
tendo multiplicado a si mesmo, faga um cubo, também ele serd um cubo.
Portanto, também o A é um cubo; o que ndo foi suposto. Portanto, o D
nio ¢ um cubo. Do mesmo modo, entdo provaremos que nem nenhum
outro é um cubo, exceto o quarto a partir da unidade e os que deixam dois

no intervalo entre; o que era preciso pI‘OVQ]ﬁ
II.

Caso niimeros, quantos quer que sejam, a partir da unidade, estejam em
propor¢do continuada, o menor mede o maior, segundo algum dos existentes
realmente nos niimeros em proporio.

Estejam os nameros B, C,D,E, quantos quer que

— A sejam, a partir da unidade, em proporgao continuada;

B digo que o menor B dos B, C, D, E mede o maior E,
. C segundo algum dos C, D.

- D Pois, como a unidade A estd para o B, assim o D

E para o E, portanto, a unidade A mede o néimero B

o mesmo niimero de vezes que o D, o E; portanto,
alternadamente, a unidade A mede o D 0 mesmo ndmero de vezes que o
B, o E. Mas a unidade A mede o D, segundo as unidades nele; portanto,
também o B mede o E, segundo as unidades no D; desse modo, o menor
B mede o maior E, segundo algum namero dos existentes realmente nos

ndmeros em proporgao.

COROLARIO

E ¢ evidente que o que mede tem, a partir da unidade, um posto que
¢ 0 mesmo que tem também o segundo o qual mede a partir do medido

até o antes dele; o que era preciso provar.
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12.
Caso niimeros, quantos quer que sejam, a partir da unidade, estejam em

propor¢do continuada, por quantos niimeros primos o #ltimo seja medido,
pelos mesmos também o proximo a unidade serd medido.

Estejam os niimeros A, B, C, D, quan- A F
tos quer que sejam, a partir da unidade, B G
em proporgao continuada; digo que, ¢ H
por quantos némeros primos o D seja D
medido, pelos mesmos também o A seri
E — .

medido.

Seja, pois, medido o D por algum ndmero primo, o E; digo que o E
mede o A. Pois, nio; e 0o E ¢ primo, e todo primo ¢ primo com todo que
nio mede; portanto, os E, A sio primos entre si. E, como o E mede o D,
mega-o Segundo o F; portanto, o E, tendo multiplicado o E fez o D. De
novo, como o A mede o D, segundo as unidades no C, portanto, o A, tendo
multiplicado o C, fez o D. Mas, de fato, também o E, tendo multiplicado
oF fezo D; portanto, o dos A, C é igual ao dos E, E Portanto, como o A
esta parao E, o F para o C. Mas os A, E sio primos, e os primos sio tam-
bém os menores, e 0s menores medem os que tém a mesma razio o mesmo
niimero de vezes, tanto o antecedente, o antecedente quanto o consequente,
o consequente; portanto, o E mede o C. Mega-o, segundo o G; portanto, o
E, tendo multiplicado 0 G, fez o C. Mas, de fato, pelo antes deste, também
o A, tendo multiplicado o B, fez o C. Portanto, o dos A, B é igual ao dos E,
@G. Portanto, como o A esta parao E, oG parao B.Mas os A, E sao primos,
¢ 0s primos sio também os menores, e 0s nlimeros menores medem os que
tém a mesma razio com eles o mesmo ntimero de vezes, tanto o antecedente,
o antecedente quanto o consequente, o consequente; portanto, o E mede o
B. Mega-o, segundo o H; portanto, o E, tendo multiplicado o H, fez o B.
Mas, de fato, também o A, tendo multiplicado a si mesmo, fez o B; portanto,
odosE, Hé igual aoa partir de A. Portanto, como o E esti parao A, 0 A
para o H. Mas os A, E sdo primos, e os primos sio também os menores, e

OS menores medem (ON) que tém a mesma razio 0 mesmo nimero de vezes,
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tanto o antecedente, o antecedente quanto o consequente, 0 consequente;
portanto, o E mede 0 A, como um antecedente, um antecedente. Mas, de
fato, também nio mede; o que ¢ impossfveL Portanto, os A, E nio sao
primos entre st. Portanto, sio compostos. Mas os COmpostos sio medidos
por algum niimero [primo] E, como o E foi suposto primo, e o primo
nio é medido por outro ndmero senao por s mesmo, portanto, o E mede
os A, E; desse modo, o E mede o A. Mas mede também o D; portanto, o
E mede os A, D. Do mesmo modo, entio, provaremos que, por quantos
néimeros primos o D seja medido, pelos mesmos também o A serd medido;

o que era pI‘ECiSO PI‘OV&I‘.

I3.

Caso nilmeros, quantos quer que sejam, a partir da unidade, estejam
em propor¢ao continuada, ¢ o depois da unidade seja primo, o maior por
nenhum [ outro] serd medido, além dos existentes realmente nos niimeros

em propor¢ao.

Estejam os nimeros A, B, C, D, quan-

— A Eo—x tos quer que sejam, a partir da unidade,
B ——=F em proporgio continuada, ¢ o depois
— . C — . G daunidade, o A, seja primo; digo que o
D H maior deles, o D, por nenhum outro serd

medido além dos A, B, C.

Pois, se possfvel, seja medido pelo E, e o E ndo seja o mesmo que algum
dos A, B, C. E evidente, entio, que o E ndo ¢ primo. Pois, se o E ¢ primo e
mede o D, também medird o A, que ¢ primo, nao sendo o mesmo que ele;
o que é impossfvel. Portanto, o E nao é primo. Portanto, é composto. Mas
todo ndmero composto é medido por algum ndimero primo; portanto, o
E é medido por algum namero primo; digo, entdo, que serd medido por
nenhum outro primo, exceto o A. Pois, se o E é medido por um outro, ¢ o
E mede o D, portanto, também aquele medird o D; desse modo, também
medird o A, que é primo, nio sendo 0 mesmo que ele; o que ¢ impossivel.

Portanto, 0 A mede o E. E, como o E mede o D, meca-o, Segundo o E Digo
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que o F ndo é o mesmo que algum dos A, B, C. Pois, se o F é o mesmo que
um dos A, B, C, e mede o D, segundo o E, portanto, também um dos A, B,
Cmede oD, segundo o E. Mas um dos A, B, C mede 0o D, segundo algum
dos A, B, C; portanto, o E ¢ o mesmo que um dos A, B, C: o que ndo foi
suposto. Portanto, o F nio é o mesmo que um dos A, B, C. Do mesmo
modo, entio, provaremos que o F ¢ medido pelo A, mostrando de novo
que o F nio ¢ primo. Pois, se também mede o D, também medird o A, que
¢ primo, nio sendo o mesmo que ele; o que é impossivel; portanto, o F nio
¢ primo; portanto, ¢ composto. Mas todo ndimero composto ¢ medido por
algum ndmero primo; portanto, o F é medido por algum ndmero primo.
Digo, entdo, que ndo sera medido por um outro primo, exceto o A. Pors,
se algum outro primo mede o F ¢ o F mede o D, portanto, também aquele
medird o D; desse modo, também medird o A, que ¢ primo, nio sendo o
mesmo que ele; o que é impossivel. Portanto, o A mede o F, ¢ como o E
mede o D, segundo o F portanto, o E, tendo multiplicado oF fez o D.
Mas, de fato, também o A, tendo multiplicado o C, fez o D; portanto, o
dos A, C é igual aodos E, F; portanto, em proporgio, como o A esti parao
E,asssmoF parao C. Mas o A mede o E; portanto, também o F mede o C.
Meca-o, segundo o G. Do mesmo modo, entio, provaremos que o G nio
¢ 0o mesmo que algum dos A, B, e que é medido pelo A. E, como o F mede
o C, segundo o G, portanto, o EF tendo multiplicado o G, fez o C. Mas, de
fato, também o A, tendo multiplicado o B, fez o C; portanto, o dos A, B é
igual ao dos E G. Portanto, em proporgdo, como o A para o FoG para o
B. Mas o A mede o F; portanto, também o G mede o B. Mega-o, segundo
o H. Do mesmo modo, entio, provaremos que o H ndo é o mesmo que o A.
E, como 0 G mede o B, segundo o H, portanto, o G, tendo multiplicado o
H, fez o B. Mas, de fato, também o A, tendo multiplicado a si mesmo, fez
o B; portanto, o por H,G¢ igual a0 quadrado sobre o A. Portanto, como
o H esta para o A, o A para o G. Mas 0 A mede o G; portanto, também o
H mede o A, que ¢ primo, nio sendo o mesmo que ele; o que ¢ absurdo.
Portanto, o maior, D, nio serd medido por um outro ndmero além dos A,

B, C; o que era preciso provar.
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14.

Caso um niimero seja o menor medido por nitmeros primos, serd medido

por nenbum outro niimero primo além dos que medem no principio.

A B Seja, pois, 0 A o menor nimero medido pelos
nimeros primos B, C, D; digo que o A ndo serd
—a E —a C . , . ,
medido por nenhum outro niimero primo além
-— F -—

dos B, C, D.

Pois, se possivel, seja medido pelo primo E, ¢ o E nio seja 0 mesmo que
algum dos B, C, D. E, como o E mede o A, meca-o segundo oF; portanto,
o E, tendo multiplicado oF fezoA.E o A émedido pelos nimeros primos
B, C, D. Mas, caso dois ndmeros, tendo um multiplicado o outro, fagam
algum, e algum némero primo mega o produzido deles, também medird
um dos do principio; portanto, os B, C, D medirio um dos E, E Entio, de
fato, nio medirio o E; pois, o E é primo e ndo é o mesmo que algum dos
B, C, D. Portanto, medem o F que é menor do que 0 A; o que é impossivel.
Pois, o A foi suposto o menor medido pelos B, C, D. Portanto, nio medird

o A um nGiimero primo além dos B, C, D: o que era preciso provar.

I5.

Caso trés niimeros, em propor¢do continuada, sejam os menores dos
que tém a mesma razdo com eles, dois, quaisquer que sejam, tendo sido

compostos, sao primos com o restante.

Sejam os A, B, C trés nameros em

proporgio continuada, os menores dos

que tém a mesma razio com eles; digo

D E F que dots, quaisquer que sejam, dos A,

B, C, tendo sido compostos, sdo pri-

mos com o restante, por um lado, os A, B com o C; por outro lado, os B,
C como A, e ainda os A, C com o B.

Fiquem, pois, tomados os menores nimeros DE, EF dos que tém a

mesma razio com os A, B, C. E evidente, entio, que, por um lado, o DE,
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tendo multiplicado a si mesmo, fez 0 A, e, por outro lado, tendo multipli—
cado o EF, fez o B, e ainda o EE tendo multiplicado a si mesmo, fez o C.
E, como os DE, EF sdo os menores, sdo primos entre si. Mas, caso dois
nameros sejam primos entre si, também um, junto com o outro, é primo
com cada um; portanto, também o DF ¢ primo com cada um dos DE,
EE Mas, de fato, também o DE ¢ primo com o EF; portanto, os DE DE
sio primos com o EE Mas, caso dois nmeros sejam primos com algum
néimero, também o produzido deles é primo com o restante; desse modo,
o dos FD, DE ¢ primo com o EF; desse modo, também o dos FD, DE ¢
primo com o sobre o EE [Pois, caso dois niimeros sejam primos entre s,
o produzido de um deles é primo com o restante.} Mas o dos FD, DE é o
sobre o DE junto com o dos DE, EF; portanto, o sobre o DE junto com o
dos DE, EF ¢ primo com o sobre o EE E, por um lado, 0 A é o sobre 0o DE,
e, por outro lado, o B é o dos DE, EE e 0 C é 0 sobre o EF; portanto, os A,
B, tendo sido compostos, sio primos com o C. Do mesmo modo, entio,
provaremos que os B, C sao primos com o A. Digo, entdo, que também os
A, C sio primos com o B. Pois, como o DF ¢ primo com cada um dos DE,
EF, também o sobre o DF é primo com o dos DE, EE. Mas os sobre os DE,
EF junto com duas vezes o dos DE, EF sio iguais ao sobre DF; portanto,
também os sobre os DE, EF junto com duas vezes o dos DE, EF [sﬁo}
primos com o pelos DE, EE Por separagao, os sobre os DE, EF junto com
uma vez somente do dos DE, EF, sido primos com o dos DE, EE Portanto,
ainda por separagdo, os sobre os DE, EF sio primos como dos DE, EE E,
por um lado, 0 A é 0 sobre 0 DE, ¢, por outro lado, o B é o dos DE, EE, e
o C é o sobre o EE Portanto, os A, C, tendo sido compostos, sao primos

como B; o que era preciso provar.

I16.

Caso dois nitmeros sejam primos entre si, cOMo 0 primeiro para o segundo,
assim o segundo ndo estard para algum outro.

Sejam, pois, os dois ndmeros A, B primos entre si; digo que como o A

para o B, assim o B nio estd para algum outro.
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A Pois, se possfvel, como o Aparao B, o Bestejaparao

B C. Os A, Bsao primos entre si, e 0s primos também sio

C OS menores, ¢ 0s menores medem (ON) que tém a mesma

razio o mesmo numero de vezes, tanto o antecedente,
o antecedente quanto o consequente, o consequente; portanto, o A mede
o B, como o antecedente, o antecedente. E também mede a si mesmo; por-
tanto, o A mede os A, B que sdo primos entre si; o que é absurdo. Portanto,

como o A para o B assim o B ndo estard para o C; o que era preciso provar.

17.

Caso nitmeros, quantos quer que sejam, estejam em propor¢do continuada,
¢ os extremos deles sejam primos entre si, cOMo o primeiro para o segundo,
assim o #ltimo ndo estard para algum outro.

L

B Estejam os nameros A, B, C, D, quantos

C quer que sejam, em propor¢io continuada, e

os extremos A, D deles sejam primos entre si;

|

digo que, como o A para o B, asstm o D nio

E

estd para algum outro.

Pois, se possfvel, comoo A parao B, assim o D esteja parao E; portanto,
alternadamente, como o A parao D, o Bparao E. Mas os A, D sdo primos,
e 0s Primos sio também os menores, ¢ 0s menores nimeros medem os
que tém a mesma razio o mesmo ndimero de vezes, tanto o antecedente, o
antecedente quanto o consequente, o consequente. Portanto, o A mede o B.
E, como o A esti para o B,oB para o C. Portanto, também o B mede o C;
desse modo, também o A mede o C. E, como o B estd parao C, 0 Cparao
D, e 0 B mede o C, portanto, também o C mede o D. Mas o A media o C;
desse modo, também o A mede o D. E também mede a st mesmo. Portanto,
o A mede os A, D que sdo primos entre si; o que ¢é impossfveL Portanto,
como o A para o B, asstm o D nio estard para algum outro; o que era

preciso provar.
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18.

Dados dois nitmeros, examinar se ¢ possivel achar a mais um terceiro em

propor¢do com eles.

Sejam os dois ndmeros dados A, B,

A

e seja preciso examinar se é possfvel

B

achar a mais um terceiro em proporgio

C

com eles.

Entio, os A, B ou sio primos entre si, ou nio. E, se sdo primos entre si, fot
mostrado que é impossivel achar a mais um terceiro em proporgio com eles.

Mas, entdo, no sejam os A, B primos entre si, e o B, tendo multiplicado
a si mesmo, faga o C; entdo, o A ou mede o C ou nio mede. Primeiramente
meca, segundo oD; portanto, o A, tendo multiplicado oD, fez o C. Mas,
de fato, também o B, tendo multiplicado a si mesmo, fez o C; portanto,
odos A, Dé igual ao sobre o B. Portanto, como o A estd para o B, assim
oB para o D; portanto, foi achado a mais um terceiro ndmero, o D, em
proporgdo com os A, B.

Mas, entdo, o A nio mega o C; digo que ¢ impossfvel achar a mais um
terceiro ndmero em proporgao com os A, B. Pots, se possivel, ﬁque achado
a mais o D. Portanto, o dos A, D ¢ igual a0 sobre o B. Mas o C é o sobre o
B; portanto, o dos A, D éigual ao C. Desse modo, o A, tendo multiplicado
oD, fez o C; portanto, o A mede o C, segundo o D. Mas foi suposto, de
fato, também que ndo mede; o que ¢ absurdo. Portanto, nio é possfvel
achar a mais um terceiro ndmero em proporgio com os A, B, quando o A

nao mega o C; o que era preciso provar.

I9.

Dados trés niimeros, examinar quando épossfvel achar a mais um quarto
em propor¢do com eles.

Sejam os trés ntmeros dados A, B, C, e seja preciso examinar quando é

possivel achar a mais um quarto em proporgio com eles.
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Ou, de fato, nio estio em proporg§0 continuada,

A

¢ os extremos deles sdo primos entre si, ou estio em
B-~————= proporgio continuada, e 0s extremos nio sio primos

C .. entresi,ounem estio em propor¢io continuada nem

D os extremos deles sio primos entre si, ou também

E estao em PI‘OPOI‘gﬁO continuada, € OS extremos deles

30 primos entre si.

Se, de fato, os A, B, C estio em proporgao continuada, e 0s extremos A,
C deles sio primos entre si, foi mostrado que é impossivel achar a mais um
quarto nimero em proporgao com eles. Nio estejam, entdo, os A, B, Cem
proporg¢ao continuada, sendo os extremos, de novo, primos entre st. Digo
que também assim ¢ impossivel achar a mais um quarto em proporgio com
eles. Pois, se possfvel, ﬁque achado a mais o D, de modo a estar como o
A para 0 B, o C para o D, e fique produzido, como o B para o C, o D para
o E. E, por um lado, como o A estd para o B, o C para o D, e, por outro
lado, como o B para o C,oD para o E, portanto, por igual posto, como
o A parao C,oC para o E. Mas os A, C sio primos, e os primos também
30 0s menores, ¢ 0s menores medem os que tém a mesma razio, tanto o
antecedente, 0 antecedente quanto o consequente, o consequente. Portanto,
o A mede o C, como um antecedente, um antecedente. E também mede
a s1 mesmo; portanto, o A mede os A, C, que sdo primos entre st; o que ¢é
impossivel. Portanto, ndo ¢ possivel achar a mais um quarto em proporgio
com os A, B, C.

Mas, entio, estejam de novo os A, B, C em propor¢io continuada, e os
A, Cnido sejam primos entre si. Digo que ¢ possfvel achar a mais um quarto
em proporgio com eles. Pois, o B, tendo multiplicado o C, faga o D; por-
tanto, o A ou mede o D ou nio mede. Primeiramente, mega-o, segundo o
E; portanto, o A, tendo multiplicado o E, fez o D. Mas, de fato, também
o B, tendo multiplicado o C, fez o D; portanto, o dos A, E é igual ao dos
B, C. Portanto, em proporgao, como o A [esté} para o B, o C para o E;
portanto, fot achado a mais um quarto, o E, em proporgio com os A, B, C.

Mas, entdo, o A ndo mega o D. Digo que ¢ impossfvel achar a mais
um quarto ndmero em pProporgiao com os A, B, C. Pois, se possfvel, ﬁque

achado a mais o E; portanto, o dos A, E ¢ igual ao dos B, C. Mas o dos B,
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CéoD; portanto, também o dos A, E é igual ao D. Portanto, o A, tendo
multiplicado o E, fez o D; portanto, o A mede o D, segundo o E; desse
modo, o A mede o D. Mas também nio mede; o que & absurdo. Portanto,
nio é possivel achar a mais um quarto ndmero em proporgio com os A,
B, C, quando o A n3o mega o D. Mas, entdo, os A, B, C nem estejam em
proporgio continuada nem os extremos sejam primos entre si. E o B, tendo
multiplicado o C, faga 0 D. Do mesmo modo, entio, serd provado que, se o
A mede o D, é possivel achar a mais em proporgio com eles, ao passo que,

se nio mede, é impossfvel; 0 que era preciso provar.
20.

Os niimeros primos sdo mais numerosos do que toda quantidade
que tenba sido proposta de niimeros primos.

Sejam os nmeros primos que tenham

sido propostos A, B, C; digo que os na-

meros Primos sao mais NUMerosos do que
os A, B, C.

Fique, pois, tomado o menor medido E D F

|

pelos A, B, C e sejao DE, e fique acrescida

a unidade DF ao DE. Entio, o EF ou é primo ou nio. Primeiramente, seja
primo; portanto, os nimeros primos A, B, C, EF achados sio mais nume-
rosos do que os A, B, C.

Mas, entdo, ndo seja primo o EF; portanto, ¢ medido por algum nimero
primo. Seja medido pelo primo G; digo que 0 G nio é o mesmo que algum
dos A, B, C. Pois, se possfvel, seja. Mas os A, B, C medem o DE; portanto,
o G também medird o DE. E também mede o EF; e 0 G, sendo um ntéime-
ro, medird a unidade DF restante; o que é absurdo. Portanto, o G nio é o
mesmo que algum dos A, B, C. E fot suposto primo. Portanto, os niimeros
primos achados, A, B, C, G sio mais numerosos do que a quantidade que

tenha sido proposta dos A, B, C; o que era preciso provar.
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21.
Caso niimeros pares, quantos quer que sejam, sejam compostos, o todo ¢ par.

A B C D E Fiquem, pois, COMpostos 0s nimeros

pares AB, BC, CD, DE, quantos quer que
sejam; digo que o todo AE é par.

Pois, como cada um dos AB, BC, CD, DE ¢ par, tem uma meia parte;
desse modo, também o todo AE tem uma meia parte. Mas um ndmero par

¢ o dividido em dois; portanto, o AE é par; o que era preciso provar.

22.

Caso nitmeros impares, quantos quer que sejam, sejam compostos, ¢ a
quantidade deles seja par, o todo serd par.

A B C D E Fiquem, pois, compostos os némeros

fmpares AB, BC, CD, DE, quantos quer

que sejam, pares em quantidade; digo que o todo AE ¢ par.

Pois, como cada um dos AB, BC, CD, DE ¢ impar, tendo sido subtrai-
da uma unidade de cada um, cada um dos restantes é par; desse modo, o
composto deles serd par. Mas também a quantidade das unidades é par.

Portanto, também o todo AE é par; o que era preciso provar.

23.

Caso niimeros impares, quantos quer que sejam, sejam compostos, ¢ a
quantidade deles seja impar, também o todo serd impar.

Fiquem, pois, compostos os ntimeros {mpares

A B C ED AB, BC, CD, quantos quer que sejam, a quantidade

dos quais seja fmpar; digo que também o todo AD ¢é fmpar.
Fique subtraida do CD a unidade DE; portanto, o CE restante é par.
Mas também o CA é par; portanto, também o todo AE é par. EaDE é uma

unidade. Portanto, o AD é impar; o que era preciso provar.
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24.
Caso de um nitmero par wum par seja subtraido, o restante serd par.

Fique, pois, subtraido o par BC do par AB; digo que A C B
o restante CA ¢ par.

Pois, como o AB ¢ par, tem uma meia parte. Pelas mesmas coisas, entio,
também o BC tem uma meia parte; desse modo, também o restante [0 CA

tem uma meia parte|, [portanto|, o AC é par; o que era preciso provar.

25.

Caso de um niimero par um impar seja subtraido, o restante serd impar.

Fique, pois, subtraido o fmpar BC do par AB; A t D B
digo que o restante CA é fmpar.
Fique, pois, subtraida do BC a unidade CD; portanto, o DB ¢ par. Mas

também o AB é par; portanto, também o restante AD é par. Ea CD é uma

unidade; portanto, o CA ¢ fmpar; o que era preciso provar.

26.

Caso de um niimero impar wm impar seja subtraido, o restante serd par.

| Fique, pois, subtraido do fmpar AB o fmpar BC; A ¢ DB
d1go que o restante CA ¢ par.

Pois, como o AB ¢ fmpar, ﬁque subtraida a unidade BD; portanto, o

restante AD ¢ par. Pelas mesmas coisas, entio, também o DC é par; desse

modo, também o restante CA é par; o que era preciso provar.

27.

Caso de um niimero impar wm par seja subtraido, o restante serd impar.

Fique, pois, subtraido do impar AB o par BC;
que, p P P A D C B

digo que o restante CA ¢ fmpar.
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Fique, [pois], subtraida a unidade AD; portanto, o DB ¢é par. Mas tam-
bém o BC é par; portanto, o restante CD ¢ par. Portanto, o CA ¢ impar; o

que era preciso provar.

28.

Caso um nitmero impar, tendo multiplicado um par, faca algum, o
produzido serd par.

— . A Potis, o nmero {mpar A, tendo multiplicado o par B, faga

B o C;digoqueoCépar

C Pois, como o A, tendo multiplicado o B, fez o C, por-

tanto o C é composto de tantos iguais ao B quantas sdo as
unidades no A. Eo B é par; portanto, o C¢é composto de pares. Mas, caso
ndimeros pares, quantos quer que sejam, sejam compostos, o todo é par.

Portanto, o C ¢ par; o que era preciso provar.
29.

Caso um niimero impar, tendo multiplicado um nitmero impar, faca
algum, o produzido serd impar.

Pois, o nmero fmpar A, tendo multiplicado o nu-

B mero fmpar B, faga o C; digo que o C é fmpar.

C Pois, como o A, tendo multiplicado o B, fez o

C, portanto, o C¢ composto de tantos iguais ao B
quantas sao as unidades no A. E, cada um dos A, B ¢ impar; portanto, o C
¢ composto de ndmeros impares, a quantidade dos quais é fmpar. Desse

modo, o C é fmpar; 0 que era preciso provar.
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30.

Caso wm niimero impar me¢a wm niimero par, também medird
a metade dele.

Pois, o ntimero fmpar A mega o ndmero par B; digo A
-—

que também mediri a metade dele. B

Pois, como 0 A mede o B, mega-o segundo o C; digo C

que o C ndo ¢ fmpar. Pos, se possfvel, seja. E, como

o A mede o B, segundo o C, portanto, o A, tendo multiplicado o C, fez o
B. Portanto, o B é composto de ndmeros impares, a quantidade dos quais
¢ fmpar. Portanto, o B é fmpar; o que ¢ absurdo; pois, foi suposto par.
Portanto, o C nio é {mpar; portanto, o C¢é par. Desse modo, o A mede o
B um ndmero par de vezes. Por isso, entio, também mediri a metade dele;

o que era preciso provar.

31.

Caso um niimero impar seja primo com algum niimero, também serd
primo com o dobro dele.

Pois, o ntimero impar A seja primo com algum nime- =—=A

B

ro,0B,esejaoCo dobro do B: digo que o A [também]

é primo com o C.

Pois, se [os A, C] nio sio primos, algum ndmero «— D
os medird. Mega, e sejaoD.EoA¢ {mpar; portanto,
também o D ¢ fmpar. E, como o D, sendo impar, mede 0 C,e o0 Cé par,
portanto, [0 D] medird também a metade do C. Mas a metade do C é 0 B;
portanto, o D mede o B. Mas também mede o A. Portanto, o D mede os
A, B que sdo primos entre st; o que ¢é impossfvel. Portanto, nio é o caso de
o A nao ser primo com o C. Portanto, os A, C sio primos entre si; o que

era preciso PFOVQF.
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32.

Cada um dos nitmeros que sio dobrados a partir de wuma diade ¢ um

niimero par de vezes par somente.

A Fiquem, pois, dobrados, a partir da dfade A,

. .B os nameros B, C, D, quantos quer que sejam;

. .C digo que os B, C, D sio um néimero par de
D vezes pares somente.

Que, entio, de fato, cada um [dos B, C, D]

¢ um ndmero par de vezes par, ¢ evidente; pois que foi dobrado a partir de

uma dfade. Digo que também somente. Fique, pois, exposta uma unidade.
Como, de fato, a partir da unidade, ndmeros, quantos quer que sejam, estao
em proporgao continuada, e o depois daunidade, 0 A, é primo, o maior dos
A, B, C, D, 0D, serd medido por nenhum outro, além dos A, B, C. E cada
um dos A, B, Cé par; portanto, o D é um ntmero par de vezes par somente.
Do mesmo modo, entio, provaremos que [também] cada um dos B, C ¢

um namero par de vezes par somente; O que era preciso PI‘OV&I‘.

33.

Caso um nitmero tenba a metade impar, é wm niimero par de vezes impar
somente.

A Tenha, pois, o ndmero A a metade fmpar; digo que o A
¢ um nGmero par de vezes fmpar somente.

Que, entio, de fato, é um ndmero par de vezes impar, ¢ evidente; pois

a metade dele, sendo fmpar, mede-o um ndmero par de vezes. Digo que
também somente. Pois, se o A for também um ndmero par de vezes par,
serd medido por um par, segundo um ndmero par; desse modo, também a
metade dele serd medida por um ntmero par, sendo flnpar; oqueé absurdo.
Portanto, o A é um nGmero par de vezes fmpar somente; o que era preciso

provar.
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34.

Caso um nitmero nem seja dos que siao dobrados a partir de wuma diade
nem tenba a metade impar, ¢ tanto wm niimero par de vezes par quanto
um niimero par de vezes impar.

Pots, o nimero A nem seja dos que sdo dobrados a partir

A

de uma dfade nem tenha a metade fmpar; digo que o A é
tanto um ndmero par de vezes par quanto um ndmero par de vezes fmpar.

Que, entio, de fato, 0 A é um ndmero par de vezes par, ¢ evidente; pois
nio tem a metade fmpar. Digo, entdo, que também é um némero par de
vezes fmpar. Pois, caso cortemos o A em dois, e a metade dele em duas, e
facamos isso sempre, chegaremos a algum niimero fmpar que medird o A,
segundo um ndmero par. Pois, se ndo, chegaremos na dfade, e o A serd dos
que sio dobrados a partir da dfade; o que nio foi suposto. Desse modo, o
A é um némero par de vezes fmpar. Mas foi provado também um ndmero
par de vezes par. Portanto, o A é tanto um ndmero par de vezes par quanto

um namero par de vezes impar; o que era pI‘ECiSO PI‘OV&I‘.

35.

Caso nilmeros, quantos quer que sejam, estejam em propor¢do continuada,
e sejam subtraidos tanto do segundo quanto do diltimo iguais ao primeiro,
como o excesso do segundo estard para o primeiro, assim o excesso do

/ .
itltimo para todos os antes dele mesmo.

Estejam os nameros A, BC, D, EFL,

quantos quer que sejam, em propor- A

¢do continuada, comegando a partir
do menor A, e ﬁque subtraido do BC
e do EF cada um dos BG, FH igual
ao A; digo que como o GC estd para E J | H F
o A, assim o EH para os A, BC, D.
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Fique, pois, posto, por um lado, o FI igual ao BC, e, por outro lado, o
FJ igual ao D. E, como o FI ¢ igual ao BC, dos quais o FH ¢ igual ao BG,
portanto, o HI restante é igual ao GC restante. E, como o EF estd para o
D, assim o D para o BC, e 0 BC para o A, mas, por um lado, 0 D ¢ igual
ao I, e, por outro lado, 0 BC, ao FI, e 0 A, ao FH, portanto, como o EF
estd para o FJ, assim o JF para o FI, e o FI para o FH. Por separagio, como
o EJ para o JE assim o JI para o FI e o IH para o FH. Portanto, também
como um dos antecedentes estd para um dos consequentes, assim todos os
antecedentes para todos os consequentes; portanto, como o IH estd para o
FH, assim os EJ, JI, IH para os JE, FI, HE Mas, por um lado, o IH ¢ igual ao
CGQG,e, por outro lado, 0 FH, a0 A, e os JE FI, HE aos D, BC, A; portanto,
como o CQG esti para o A, asstim o EH para os D, BC, A. Portanto, como
o excesso do segundo estd para o primeiro, assim o excesso do tltimo para

todos os antes dele mesmo; o que era preciso provar.

36.

Caso nilmeros, quantos quer que sejam, a partir da unidade, sejam
expostos, continuadamente, na propor¢ao duplicada, até que o que foi
composto todo junto se torne primo, e o todo junto, tendo sido multiplicado
pelo dltimo, faca algum, o produzido serd perfeito.

—= A —=B Fiquem, pois, eXpostos 0s nimeros A, B, C, D, quan-

C tos quer que sejam, a partir da unidade, na proporgio

duplicada, até que o que foi composto todo junto se

D torne primo, e o E seja igual ao todo junto, e o E, tendo

multiplicado o D, faga o FG. Digo que o FG ¢ perfeito.

Pois, quantos sio os A, B, C, D, em quantidade, tantos fiquem tomados,

os E, HI, J, L, a partir do E, na proporgio duplicada; portanto, por igual
posto, como o A esti para o D, asssmo E para o L. Portanto, o dos E, D ¢é
igualao dos A, L. Eodos E, D é 0 FG; portanto, também o dos A, L é o FG.
Portanto, o A, tendo multiplicado oL, fez o FG; portanto, o L mede o FG,
segundo as unidades no A. E o A ¢ uma dfade; portanto, o FG é o dobro do

L. Mas também os L, ], HI, E sdo, continuadamente, o dobro, um do outro;
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portanto, os E, HL, ], L, J
FG estdo em proporgio | E
continuada, na propor-
cao duplicada. Fique, S
g 1 F N H M

entio, subtraido, do se-

0 P

gundo HI e do dltimo

FG, cada um dos HM, FN, igual a0 primeiro E; portanto, como o excesso
do segundo estd para o primeiro, assim o excesso do dltimo para todos os
antes dele mesmo. Portanto, como o MI esti para o E, asstim o NG para
os L, ], IH, E. E o MI é igual ao E; portanto, também o NG ¢ igual aos L,
], HL, E. E, também o FN ¢ igual a0 E,e 0 E, a0s A, B, C, D, e a unidade.
Portanto, o todo FG é igual tanto aos E, HI, ], L quanto aos A, B, C,D,e
3 unidade; e é medido por eles. Digo que também o FG nio serd medido
por nenhum outro, além dos A, B, C, D, E, HI, ], L, e da unidade. Pois,
se possivel, algum, 0 O, mega 0 FG, e 0 O nio seja 0 mesmo que algum
dos A, B, C, D, E, HI, ], L. E, 0 O mede o FG 0 mesmo ntéimero de vezes
quantas unidades estejam no P; portanto, o P, tendo multiplicado 0O, fez
o FG. Mas, de fato, também o E, tendo multiplicado oD, fez o FG; por-
tanto, como o E estd para o PoO para o D. E, como os A, B, C, D estio,
a partir da unidade, em proporgao continuada, portanto, o D serd medido
por nenhum outro néimero, além dos A, B, C. E o O foi suposto o mesmo
que nenhum dos A, B, C; portanto, o O nio medird o D. Mas, como 0 O
para o D,oE para o P; portanto, nem o EmedeoPEoE¢ primo; e todo
néimero primo [é] primo com todos que ndo mede. Portanto, os E, P sio
primos entre si. E os primos sdo também os menores, e os menores medem
os que tém a mesma razio o mesmo ndmero de vezes, tanto o anteceden-
te, o antecedente quanto o consequente, o consequente; e, como o E estd
para o PoO parao D; portanto, o E mede 0 O 0 mesmo ndmero de vezes
que o B o D. Mas o D é medido por nenhum outro, além dos A, B, C; por-
tanto, o P ¢ o mesmo que um dos A, B, C. Seja o mesmo que B. E quantos
sioos B, C,Dem quantidade tantos ﬁquem tomados, os E, HI, J, a partir
do E. E os E, HI estio na mesma razio com os B, C, D; portanto, por igual
posto, como o B estd para o D,oE para o J. Portanto, o dos B, ] ¢ igual a0

dos D, E; mas o dos D, E ¢ igual ao dos P O; portanto, também o dos P,

350



Os elementos

O ¢ igual ao dos B, J. Portanto, como o P estd para o B,o] para o O.Eo
P é 0 mesmo que o B; portanto, também o | é 0 mesmo que o O; o que ¢
impossivel; pois 0 O foi suposto nio 0 mesmo que algum dos expostos.
Portanto, nenhum ntémero medird o FG, além dos A, B, C, D, E, HI, J,
L, e da unidade. E foi provado o FG igual aos A, B, C, D, E, HI, ], L, e &
unidade. Mas um ntimero perfeito ¢oqueé igual as partes de st mesmo;

portanto, o FG ¢ perfeito; o que era preciso provar.
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Livro X

Defini¢oes

1. Magnitudes sio ditas comensurdveis as que sdo medidas pela mesma
medida, e incomensuriveis, aquelas das quais nenhuma medida comum
¢ possivel produzir-se.

2. Retas sdo comensurdveis em poténcia, quando os quadrados sobre elas
sejam medidos pela mesma drea, e incomensurdveis, quando para os
quadrados sobre elas nenhuma drea comum seja possivel produzir-se.

3. Sendo supostas essas coisas, é provado que existem realmente retas,
ilimitadas em quantidade, tanto comensurdveis quanto também in-
comensurdveis com a reta proposta, umas somente em comprimento,
outras também em poténcia. Seja chamada, de fato, por um lado, a reta
proposta racional, e as comensurdveis com essa, quer em comprimento
e em poténcia quer em poténcia somente, racionais, e, por outro lado,
as Incomensuraveis com essa sejam chamadas irracionais.

4. E, por um lado, o quadrado sobre a reta proposta, racional, e os comen-
surdvels com esse, ractonats, e, por outro lado, os incomensuriveis com
esse sejam chamados irracionais, e as que servem para produzi—los, irra-
cionais, se forem quadrados, os préprios lados, ao passo que se alguma

outra retilinea, as que descrevem quadrados iguais a elas.
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I.

Sendo expostas duas magnitudes desiguais, caso da maior seja subtraida
uma maior do que a metade ¢, da que ¢ deixada, uma maior do que a
metade, ¢ isso aconteca sempre, alpuma magnitude serd deixada, a qual
serd menor do que a menor magnitude exposta.

Sejam as duas magnitudes AB,C desi-

guais, das quats a AB ¢ maior; digo que,

caso da AB seja subtraida uma maior do

que a metade e, da que é deixada, uma
maior do que a metade, e isso acontega sempre, serd deixada alguma mag-
nitude que serd menor do que a magnitude C.

Pois, a C, sendo multiplicada, sera, alguma vez, maior do que a AB. Fique
multiplicada, e seja a DE, por um lado, um mdltiplo de C, e, por outro
lado, maior do que a AB, e ﬁque dividida a DE nas DF, FG, GE iguais a C,
e ﬁque subtraida, por um lado, da AB a BH, maior do que a metade, e, por
outro lado, da AH, a HI, maior do que a metade, e isso acontega sempre, até
que as divisdes no AB se tornem iguais em quantidade as divisdes no DE.

Sejam, de fato, as Al, IH, HB divisGes que sdo iguais em quantidade as
DE FG, GE; e, como a DE ¢é mator que a AB, e foi subtraida da DE a EG,
menor do que a metade, ao passo que da AB, a BH, maior do que a metade,
portanto, a GD restante é maior que a HA restante. E, como a GD é maior
do que a HA, e foi subtraida da GD a metade GF ao passo que da HA, a
HI, maior do que a metade, portanto, a DF restante é maior do que a Al
restante. Mas a DF é igual aGC; portanto, também a C é maior do que a Al
Portanto, a Al é menor do que a C.

Portanto, foi deixada da magnitude AB a magnitude Al que ¢ menor do
que a menor magnitude exposta C; o que era preciso provar. E do mesmo

modo, serd provado também, caso as coisas subtraidas sejam a metade.
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2.

Caso sendo subtraida, de duas magnitudes [expostas | desiguais, sempre
por sua vez a menor da maior, a que ¢ deixada nunca mega exatamente a

antes de si mesma, as magnimdes serdo incomensuraveis.

Pois, sendo as duas magnitudes desi-
B guais AB, CD, e AB a menor, sendo sub-

F D tfal/d'd sempre, POI‘ sua vez, a menor d'&

C

maior, a restante nunca mega exatamente
aantes de si mesma; digo que as magnitudes AB, CD sio incomensurdveis.
Pois, se sio comensurivets, aiguma magnitude as medird. Mega, se pos-
sivel, e sejaa E. E a AB, medindo exatamente a FD, reste a CE, menor do
que aquela mesma, a0 passo que a CF, medindo exatamente a BG, reste a
AG, menor do que aquela mesma, e isso sempre acontega, até que alguma
magnitude seja deixada, a qual ¢ menor do que E. Acontega, e ﬁque deixada
a AG menor do que a E. Como, de fato, a E mede a AB, mas a AB mede a
DF, portanto, também a E medird a FD. Mas também mede a CD toda;
portanto, também mediri a CF restante. Mas a CF mede a BG; portanto,
também a E mede a BG. Mas também mede a AB toda; portanto, também
medird a AG restante, a maior, a menor; o que ¢é impossfvel. Portanto, ne-
nhuma magnitude medird as magnitudes AB, CD; portanto, as magnitudes
AB, CD sio incomensuriveis.

Portanto, caso de duas magnitudes desiguais, e as coisas seguintes.

3.

Dadas duas magnitudes comensurdveis, achar a maior medida comum delas.

Sejam as duas magnitudes

G F comensuriveis dadas AB,
M 7/
CD, das quais a AB é amenor;
E , - - -
C D ¢preciso,entdo, achar a maior

medida comum das AB, CD.
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Pois, a magnitude AB ou mede a CD ou nio. Se, de fato, mede, e mede
também a si mesma, portanto, a AB é uma medida comum das AB, CD; e
¢ evidente que é também a maior. Pois, uma maior do que a magnitude AB
nio medird a AB.

A AB nio mega, entdo, a CD. E, sendo subtraida sempre por sua vez a
menor da maior, a restante medird, alguma vez, a antes de si mesma pelo
nio serem incomensurdveis as AB, CD; e, por um lado, a AB, medindo exa-
tamente a ED, reste a EC, menor do que aquela mesma, e, por outro lado,
a EC, medindo exatamente a FB, reste a AF, menor do que aquela mesma,
e a AF meca a CE.

Como, de fato, a AF mede a CE, mas a CE mede a FB, portanto, também
a AF medird a FB. Mas também mede a si mesma; portanto, a AF também
medird a AB toda. Mas a AB mede a DE; portanto, também a AF medird a
ED. Mas também mede a CE; portanto, também mede a CD toda; portanto,
a AF é uma medida comum das AB, CD. Digo, entao, que é também a maior.
Pois se nao, existird alguma magnitude maior do que a AF que medird as
AB, CD. Seja a G. Como, de fato, a G mede a AB, mas a AB mede a ED,
portanto, também a G medird a ED. E também mede a CD toda; portanto,
a G também medird a CE restante. Mas a CE mede a FB; portanto, também
a G medird a FB. Mas mede também a AB toda, e mediri a restante AF a
maior, a menor; o que & impossfveli Portanto, nenhuma magnitude maior
do que a AF medird as AB, CD; portanto, a AF é a maior medida comum
das AB, CD.

Portanto, dadas as duas magnitudes comensurdveis AB, CD, foi achada

a maior medida comum: o que era preciso provar.

COROLARIO

Disso, entio, é evidente que, caso uma magnitude mega duas magnitudes,

também mediri a maior medida comum delas.
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4.

Dadas trés magnitudes comensurdveis, achar a maior
medida comum delas.

Sejam as trés magnitudes comensurdveis dadas A,

B B, C; ¢ preciso, entio, achar a maior medida comum
C das A, B, C.
D E F Fique, pots, tomada a maior medida comum das A,
-—u -—a

B, e sejaa D;aD, entio, ou mede a C ou ndo [mede].
Primeiramente, mega. Como, de fato, a D mede a C, e mede também as A,
B, portanto, a D mede as A, B, C; portanto, a D é uma medida comum das
A, B, C. E ¢ evidente que também é a maior; pois, uma maior do que a D
nio mede as magnitudes A, B.

A D ndo mega, entdo, a C. Digo, em primeiro Iugar, que as C, D sio co-
mensuraveis. Pois, como as A, B, C sio comensurivets, alguma magnitude
as medird, a qual, claramente, também medird as A, B; desse modo, também
medird a maior medida comum D das A, B. Mas também mede a C; desse
modo, a dita magnitude medird as C, D; portanto, as C, D sio comensura-
veis. Fique tomada, de fato, a maior medida comum delas, e sejaa E. Como,
de fato, a E mede a D, mas a D mede as A, B, portanto, também a E medird
as A, B. E mede também a C. Portanto, a E mede as A, B, C: portanto, a
E ¢ uma medida comum das A, B, C. Digo, entio, que é também a maior.
Pois, se possivel, sejaa b alguma magnitude maior do que a E, e mega as
A, B, C.E, como a F mede as A, B, C, portanto, também medird as A, Be
medird a maior medida comum das A, B. Mas a maior medida comum das A,
B éa D; portanto, a F mede a D. E também mede a C: portanto, a F mede
as C, D; portanto, a F também medird a maior medida comum das C, D.
Mas éaE; portanto, a F medird a E, a maior, a menor; o que é impossiveL
Portanto, nenhuma [magnitude] maior do que a E mede as magnitudes
A, B, C; portanto, a E é a maior medida comum das A, B, C, caso a D nio
mega a C, e, caso mecga, a prépria D.

Portanto, dadas as trés magnitudes comensuraveis, foi achada a maior

medida comum [o que era preciso provar].
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COROLARIO

Disso, entio, é evidente que, caso uma magnitude mega trés magnitudes,
também medird a maior medida comum delas.
Do mesmo modo, entio, também nas mais numerosas a maior medida

comum serd tomada, e o corolirio terd lugar‘ @) que era preciso provar.

5.

As magnitudes comensurdveis tém entre si uma razao que wm nimero,
para um niimero.

Sejam as magnitudes comensuraveis A, B;

A B C

digo que a A tem para B uma razio que um

ntmero, para um ntmero.

— D

Pois, como as A, B sio comensurivets, algu— E
—

ma magnitude as medird. Mega, e sejaa C. E

tantas vezes a C mede a A quantas unidades existam no D, e, tantas vezes

quantas a C mede a B tantas unidades existam no E.

Como, de fato,a Cmede a A, segundo as unidades no D, e também a uni-
dade mede 0 D, segundo as unidades nele mesmo, portanto, a unidade mede
o ntimero D o mesmo néimero de vezes que a magnitude C, a A; portanto,
como a C estd paraa A, assim a unidade para o D; portanto, inversamente,
como a A para a C,asstmo D para a unidade. De novo, como a C mede a
B, segundo as unidades no E, e também a unidade mede o E, segundo as
unidades nele mesmo, portanto, tantas vezes a unidade mede o E quantas
a C, aB; portanto, como a C esta para a B, assim a unidade para o E. Mas
fot provado também como a A paraa C, o D para a unidade; portanto, por
igual posto, como a A estd para a B, assim o ndmero D para o E.

Portanto, as magnitudes comensurivets A, B tém entre st uma razio que

o ntmero D, para o namero E; o que era preciso provar.
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6.

Caso duas magnitudes tenbam entre si wma razao que wm niimero, para
um niimero, as magnitudes serdo comensurdveis.

A B

Tenham, pois, as duas magnitudes

C

G . ~ ,
A, B entre st uma razio que o ndme-
-—a D

ro D, para o ntmero E; digo que as

—E F

magnitudes A, B sio comensuravets.

Pois, quantas sdo as unidades no D, em tantas iguais fique dividida a
A, e sejaa Cigual a uma delas; e quantas sdo as unidades no E, de tantas
magnitudes iguais a C ﬁque composta a .

Como, de fato, quantas sio as unidades no D tantas sio também as
magnitudes iguais a C na A, portanto, aquela parte que a unidade é do D,
a mesma parte também a C é da A; portanto, como a C esti para a A, assim a
unidade para o D. E a unidade mede o ntimero D: portanto, também a C
mede a A. E, como a C estd para a A, assim a unidade para o [nﬁmero]
D, portanto, mversamente, como a A para a C, assim o nimero D para a
unidade. De novo, como quantas sao as unidades no E tantas sio também
iguais a C na | portanto, como a C esta para a E assim a unidade para o
[nﬁmero} E. Mas foi provado também como a A paraa C,asstmo D paraa
unidade; portanto, por igual posto, como a A estd para a F assim o D para
o E. Mas, como o D para o E, assitma A para a B; portanto, também como
aA para a B, assim também para a E Portanto, a A tem para cada uma das
B, F a mesma razio; portanto, a B¢ igual AF MasaCmedeaF; portanto,
também mede a B. Mas, de fato, também a A; portanto, a C mede as A, B.
Portanto, a A é comensuravel com a B.

Portanto, caso duas magnitudes entre si, e as coisas seguintes.

COROLARIO

Disso, entio, é evidente que, caso existam dois ntimeros, como os D, E,
e uma reta, como a A, é possfvel fazer como o ndmero D para o niimero
E, assim a reta para uma reta. E caso também seja tomada uma média em

proporgao entre as A, E como a B, como a A estard para a F, assim o sobre
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aAparao sobre a B, isto é, como a primeira para a terceira, assim o sobre a
primeira para o sobre a segunda, o semelhante e semelhantemente descrito.
Mas, comoa A paraa F assim o ndmero D esta para o ndmero E; portanto,
produziu—se também como o ndimero D para o ndmero E, assim o sobre a

reta A para o sobre a reta B; o que era preciso provar.

7.

As magnitudes incomensurdveis ndo tém entre si wma razdo que wm
niimero, para wm nimero.

Sejam as magnitudes incomensurdveis A, B; digo que a A nio A
tem para a B uma razio que um ndmero, para um ndmero. B
-—u

Pois, se a A tem para a B uma razio que um ndmero, para um
ndmero, a A serd comensurivel com a B. E nio é; portanto, a A ndo tem
paraa B uma razio que um ndamero, para um nimero.

Portanto, as magnitudes incomensurdveis nio tém entre st uma razao,

e as coisas seguintes.

8.

Caso duas magnitudes ndo tenbam entre si wma razdao que um niimero

para um niimero, as magnitudes serdo incomensuraveis.

Nio tenham, pois, as duas magnitudes A, B entre st uma razao A
que um némero, para um ndmero; digo que as magnitudes A B B
~ . s - —a
s30 tncomensuraveis.
Pois, se forem comensuraveis, a A terd para a B uma razio que um
namero, para um namero. E ndo tem. Portanto, as magnitudes A, B sao
incomensuravets.

Portanto, caso duas magnitudes entre si, e as coisas seguintes.
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9.

Os quadrados sobre as retas comensurdveis em comprimento tém entre si
uma razdo que um niimero quadrado, para wm niimero quadrado; ¢ os
quadrados que tém entre si uma razao que wm nitmero quadrado, para um
nitmero quadrado, também terdo os lados comensuraveis em comprimento.
E os quadmdos sobre as retas incomensurdveis em comprimento ndo tem
entre si wma razdo que wm niimero quadrado, para wm niimero quadrado;
¢ os quadrados que ndo tém entre si uma razao que wm niimero
quadrado, para wm niimero quadrado, nem terdo os

lados comensurdveis em comprimento.

A B Sejam, pois, as A, B comensurdveis em compri-

C mento; digo que o quadrado sobre a A tem para

_ o quadrado sobre a B uma razio que um ndimero
D quadrado, para um némero quadrado.

Pois, como a A é comensurivel com a B em comprimento, portanto, a
A tem para a B uma razio que um ndmero, para um némero. Tenha a que
o C, para o D. Como, de fato, a A esti para a B, assim o C para o D, mas
a do quadrado sobre a A para o quadrado sobre a B ¢ o dobro da razio da
A para a B; pots as ﬁguras semelhantes estio na razio dupla da dos lados
homélogos; enquanto a do quadrado sobre o C para o quadrado sobre o
D ¢ o dobro da razio do [ndmero| C para o [ntimero] D; pois, existe um
néimero médio, em proporgio, entre dois ndmeros quadrados, e o quadrado
para o [nimero] quadrado tem uma razio dupla da que o lado para o lado;
portanto, também como o quadrado sobre a A estd para o quadrado sobre a
B, assim o [niimero| quadrado sobre o C para o [néimero |quadrado sobre
o [ndmero] D.

Mas, entao, como o quadrado sobre a A esteja para o sobre a B, assim o
quadrado sobre o C para o [quadrado] sobre o D; digo que a A é comen-
surdvel com a B em comprimento.

Pois, como o quadrado sobre a A estd para o [quadrado] sobre a B, assim
o quadrado sobre o C para o quadrado sobre o D, mas a razio do quadrado

sobre a A para o [quadrado] sobre a B é o dobro da razio da A para a B,
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a0 passo que a razio do [néimero] quadrado sobre o [ntimero] C para o
[ndmero] quadrado sobre o [ndmero]| D ¢ o dobro da razio do [ndmero |
C para o [nﬁmero] D, portanto, também como a A esti para a B, assim
o [ndmero] C para o [ndmero] D. Portanto, a A tem para a B uma razio
que o nGimero C, para o nimero D; portanto, a A é comensurivel com a B
em comprimento.

Mas, entdo, sejaa A incomensurivel com a Bem comprimento; digo que
o quadrado sobre a A para o [quadrado] sobre a B nio tem uma razio que
o ntimero quadrado, para o niimero quadrado.

Pois, se o quadrado sobre a A tem para o [quadrado] sobre a B uma
razio que um ndamero quadrado, para um niimero quadrado, a A serd
comensuravel com a B. E nio é; portanto, o quadrado sobre a A nio tem
para o quadrado sobre a B uma razio que um niéimero quadrado, para um
néimero quadrado.

De novo, entio, o quadrado sobre a A nio tenha para o [quadrado] sobre
a B uma razio que um niéimero quadrado, para um ndmero quadrado; digo
queaAé incomensuravel com a B em comprimento.

Pois se, se a A é comensurivel com a B, o sobre a A terd para o sobre a
B uma razio que um niimero quadrado, para um ndmero quadrado. E nio
tem; portanto, a A nio é comensuravel com a B em comprimento

Portanto, os sobre as comensuriveis em comprimento, e as coisas se-

guintes.

COROLARIO

E, das coisas provadas, serd evidente que as comensurdveis em compri—
mento também sio, em todos os casos, em poténcia, mas as em poténcia
nio sio também, em todos os casos, em comprimento. [Se realmente os
quadrados sobre as retas comensurdveis em comprimento tém uma razao
que um ndmero quadrado, para um némero quadrado, e 0s que tém uma
razao que um ndmero, para um ndmero, sio comensuravets. Desse modo,
as retas comensurdveis em comprimento nio [s30| somente comensurdvels
em comprimento, mas também em poténcia.

De novo, como quantos quadrados tém entre si uma razdo que um

namero quadrado, para um ndmero quadrado, foram provados comensu-
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raveis em comprimento, sendo também comensuriveis em poténcia, pelo
terem os quadrados uma razao que um nimero, para um ndmero, portanto,
quantos quadrados ndo tém uma razao que um ndmero quadrado, para um
ndmero quadrado, mas simplesmente que um ndmero, para um nmero, os
mesmos quadrados serdo, por um lado, comensuriveis em poténcia e, por
outro lado, nio mais também em comprimento; desse modo, por um lado,
0s comensuravels em comprimento sao também, em todos os casos, em
poténcia, e, por outro lado, os em poténcia ndo sdo também, em todos os
€asos, em comprimento, se ndo tiverem também uma razio que os ntimeros
quadrados, para os ntimeros quadrados.

Digo, entdo, que [também} as incomensuriveis em comprimento nio
sio, em todos os casos, também em poténcia, porque as comensuraveis
em poténcia ndo podem ter uma razao que um namero quadrado, para
um ndmero quadrado, e por 1sso, sendo comensuriveis em poténcia, sdo
incomensurdveis em comprimento. Desse modo, as incomensuriveis em
comprimento nao sao, em todos os casos, também em poténcia, mas po-
dem, sendo incomensuraveis em comprimento, ser tanto incomensuriveis
quanto comensuraveis em poténcia.

E as incomensurdveis em poténcia sio, em todos os casos, também
Incomensurdveis em comprimento; pois, se [550} comensurivels em com-
primento, serdo também comensuriveis em poténcia. E foram supostas
também incomensurdveis; o que ¢ absurdo. Portanto, as incomensurdveis

em poténcia sio, em todos os casos, também em comprimento.]

LEMA

Foi provado nos relativos 2 aritmética, que os ndmeros planos seme-
lhantes tém entre si uma razio que um niéimero quadrado, para um ndmero
quadrado, e que, caso dois ndimeros tenham entre si uma razio que um
nimero quadrado, para um néimero quadrado, sio planos semelhantes. E
disso é manifesto que os ndimeros planos nio semelhantes, isto é, os que
nio tém os lados em proporgao, nio tém entre st uma razao que um nimero
quadrado, para um ndmero quadrado. Pois, se tiverem, serdo planos seme-
lhantes; o que nio foi suposto. Portanto, os planos nio semelhantes nio tém

entre si uma razao que um niimero quadrado, para um namero quadrado.
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10.

Achar duas retas incomensurdveis com a reta proposta, uma somente em
comprimento, a outra também em poténcia.

Seja a reta proposta A; é preciso, entdo, achar duas

retas incomensuriveis com a A, uma somente em D

comprimento, a outra também em poténcia. E

-—eeeeeeeeeill.
Fiquem, pois, expostos os dois nimeros B, C, nio
. _ , D ——— B
tendo entre si uma razio que um ndmero quadrado,

C

para um nmero quadrado, isto ¢, nio planos seme-
lhantes, e fique produzido como o B para o C assim o quadrado sobre a
A para o quadrado sobre a D; pois aprendemos; portanto, o sobre a A ¢
comensurivel com o sobre a D. E como o B nio tem para o C uma razio
que um ndmero quadrado, para um nimero quadrado, portanto, nem o
sobre a A tem para o sobre a D uma razio que um ndmero quadrado, para
um ndmero quadrado; portanto, a A ¢ incomensurdvel em comprimento
coma D. Fique tomada a E, média em proporgdo, entre as A, D; portanto,
como a A estd para a D, assim o quadrado sobre a A para o sobre a E. Mas
a A é incomensurivel em comprimento comaD; portanto, também o qua-
drado sobre a A é incomensurivel com o quadrado sobre a E; portanto, a
A é incomensurivel em poténcia com a E.

Portanto, foram achadas as duas retas D, E incomensuraveis com a reta
proposta A, a D somente em comprimento, enquanto a E claramente em

poténcia e também em comprimento [o que era preciso provar].
I1.

Caso quatro magnitudes estejam em proporcdo, ¢ a primeira seja
comensurdvel com a segunda, também a terceira serd comensurdvel com a
quarta; e, caso a primeira seja incomensurdvel com a segunda,

também a terceira serd incomensurdvel com a quarta.

A

Sejam as quatro magnitudes em

B-—-

proporgao A, B, C, D, comoaA para

CI—. D
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aB,assima CparaaD,eaAseja comensurivel com a B; digo que também
a C serd comensurivel com a D.

Pois, como a A é comensuravel com a B, portanto, a A tem para a B uma
razdo que um ndmero, para um namero. E, como a A esta paraa B, assim a
C paraa D; portanto, também a C tem paraa D uma razao que um ntimero,
para um niimero; portanto, a C é comensuravel com a D.

Mas, entdo, seja a A incomensurivel com a B: digo que também a C
serd incomensuravel com a D. Pois, como a A é incomensurivel com a B,
portanto, a A ndo tem para a B uma razio que um némero, para um nd-
mero. E, como a A estd para a B, assim a C para a D; portanto, nem a C
tem para a D uma razio que um ndmero, para um némero; portanto, a
C é incomensurivel com a D.

Portanto, caso quatro magnitudes, e as coisas seguintes.

12.

As comensurdveis com uma mesma magnimde também sao

comensurdaveis entre si.

C B Seja, pois, cada uma das A,

B comensurivel com a C. Digo

-—-D

E H que também a A é comensurivel
— -—a
com a B.
— . F —al )
g J Pois, como a A é comensu-
Wl

rivel com a C, portanto, a A
tem para a C uma razdo que um ndmero, para um ndmero. Tenha a que o
D, para o E. De novo, como a C é comensurivel com a B, portanto, a C
tem para a B uma razio que um niéimero, para um ndmero. Tenhaa que o I
para o G. E, tendo sido dadas razaes, quantas quer que sejam, tanto a que
oD tem para o E quanto a que o E para o G, ﬁquem tomados os ndmeros
H, I, ], em sequéncia, nas razdes dadas; de modo a, por um lado, como
o D estar para o E, asstm o H para o I, e, por outro lado, como o F para o

G, assimo I para o J.
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Como, de fato, a A esti para a C,assimo D para o E, mas, como o D
para o E, asssm o H para o 1, portanto, também como a A para a C, assim
o H para o I. De novo, como a C estd para a B, assim o F para o G, mas
comoo F para o G, [assim} ol para o ], portanto, também como a C para
aB,assimol para o J. Mas também como a A est4 paraa C,asstimo H para
ol; portanto, por igual posto, como a A esti para a B, assim o H para o ].
Portanto, a A tem para a B uma razio que o ndmero H, para o namero J;
portanto, a A é comensuravel com a B.

Portanto, as comensurdveis com a mesma magnitude também sio co-

mensurdvels entre si; O que era preciso provar.

13.

Caso duas magnitudes sejam comensurdveis, e uma delas seja
incomensurdvel com alguma magnitude, também a restante serd

incomensurdvel com a mesma.

Sejam as duas magnitudes comensuriveis A, B, A

e uma delas, a A, seja incomensurdvel com alguma

C-—-

outra, a C; digo que também a restante B é incomen-

suravel com a C.

Pois, se a B é comensurivel com a C, mas também a A é comensuravel
com a B, portanto, também a A é comensurivel com a C. Mas também é
incomensurivel; o que é impossfvel. Portanto, a B nio é comensurivel com
a C; portanto, é incomensuravel.

Portanto, caso duas magnitudes sejam comensuraveis, e as Coisas seguintes.
LEma

Tendo sido dadas duas retas desiguais, achar por qual a maior ¢ maior em
poténcia do que a menor.

Sejam as duas retas desiguais dadas AB, C D
das quaits a AB é a mator; é preciso, entio, achar C

por qual a AB é maior em poténcia do quea C. A B
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Fique descrito o semicirculo ADC na AB, ¢ ﬁque ajustada nele a AD
igual a C, e fique ligada a DB. E evidente, entio, que o dngulo sob ADB
¢ reto, e que a AB ¢ maior em poténcia do que a AD, 1sto é,a C pela DB.

E do mesmo modo, também, tendo sido dadas duas retas, a capaz de
produzi-las ¢ achada assim.

Sejam as duas retas dadas AD, DB, e seja preciso achar a capaz de
produzi-las. Fiquem, pois, postas de modo a conterem o dngulo sob AD,
DB, reto, ¢ ﬁque Iigada a AB; de novo, é evidente que a capaz de produzir
as AD, DB, é a AB; o que era preciso provar.

14.

Caso quatro retas estejam em proporcdo, e a primeira seja maior em
poténcia do que a segunda pelo sobre uma comensurdvel com aquela
mesma [em comprimento |, também a terceira serd maior em poténcia
do que a quarta pelo sobre wuma comensurdvel com aquela mesma [em
comprimento]. E, caso a primeira seja maior em poténcia do que a segunda
pelo sobre wuma incomensurdvel com aquela mesma [em comprimento],
também a terceira serd maior em poténcia do que a quarta pelo sobre uma
incomensurdvel com aquela mesma [em comprimento .

Estejam as quatro retas A, B, C,Dem propor-
¢io, como a A paraa B, assima C paraa D, e seja,
por um lado, a A maior em poténcia do que a B
pelo sobre a E, e seja, por outro lado, a C maior

E em poténcia do que a D pelo sobre a F; digo que
tanto se a A é comensuravel com a E, também a C
A B C D ¢ comensurdvel com a F quanto se a A é incomen-
surdvel com a E, também a C é incomensurivel
comaE

Pots, como a A estd paraaB, assima C paraa D, portanto, também como
o sobre a A esti para o sobre a B, assim o sobre a C para o sobre a D. Mas,
por um lado, os sobre as E, B sio iguais ao sobre a A, e, por outro lado,

os sobre as D, F sio iguais ao sobre a C. Portanto, como os sobre as E, B
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estdo para o sobre a B, assim os sobre as D, F para o sobre a D; portanto,
por separagio, como o sobre a E esti para o sobre a B, assim o sobre a F
para o sobre a D; portanto, também como a E esti para a B, assim a F para
aD; portanto, inversamente, como a B est3 para a E, asssma D para a E
Mas também como a A esti para a B, assim a C para a D; portanto, por
igual posto, como a A esta para a E, assitma C para a E Se, por um lado,
de fato, a A é comensurivel com a E, também a C é comensurivel com a
E e, por outro lado, se a A é incomensurivel com a E, também a C é inco-
mensurivel com a E

Portanto, caso, e coisas seguintes.

I5.

Caso duas magnitudes comensurdveis sejam compostas, também a toda
serd comensurdvel com cada wma delas; e, caso a toda seja comensurdvel
com uwma delas, também as magnitudes do principio serdo comensurdveis.

Fiquem, pois, compostas as duas mag- C

nitudes comensurdveis AB, BC; digo que B
também a toda AC é comensurivel com
cada uma das AB, BC. — D

Potis, como as AB, BC sio comensuravets, alguma magnitude as medird.
Mega, e seja a D. Como, de fato, a D mede as AB, BC, também mediri a
toda AC. Mas, também mede as AB, BC. Portanto, a D mede as AB, BC,
AC; portanto, a AC ¢ comensuriavel com cada uma das AB, BC.

Mas, entdo, sejaa AC comensurivel com a AB; digo, entdo, que também
as AB, BC sio comensurdveis.

Pois, como as AC, AB sio comensuravets, alguma magnitude as medira.
Meca, e seja a D. Como, de fato, a D mede as CA, AB, também medird a
restante BC. Mas também mede a AB; portanto, a D medird as AB, BC;
portanto, as AB, BC sio comensurdveis.

Portanto, caso duas magnitudes, e as coisas seguintes.
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16.

Caso duas magnitudes incomensurdveis sejam compostas, também
a toda serd incomensurdvel com cada wma delas; e, caso a toda seja
incomensuravel com uma delas, também as magnitudes do principio serdo
incomensuraveis.

Fiquem, pois, compostas as duas magnitudes

A B C 1incomensurdveis AB, BC; digo que a toda AC é inco-
mensurivel com cada uma das AB, BC.
D Pois, se as CA, AB nio sio incomensurivets, algu—

ma magnitude [as] medird. Meca, se possfvel, esejaa
D. Como, de fato, D mede as CA, AB, portanto, também medird a restante
BC. Mas também mede a AB; portanto, a D mede as AB, BC. Portanto, as
AB, BC sio comensuraveis: e também eram supostas ncomensuraveis; o que
nao é possfvel. Portanto, nenhuma magnitude medird as CA, AB; portanto,
as CA, AB sio incomensuriveis. Do mesmo modo, entio, provaremos que
também as AC, CB sio incomensuraveis. Portanto, a AC é incomensuravel
com cada uma das AB, BC.

Mas, entdo, sejaa AC incomensurivel com uma das AB, BC. Seja, entio,
primeiramente, com a AB; digo que também as AB, BC sio incomensuriveis.
Pois, se forem comensurdveis, alguma magnitude as medird. Mega, ¢ seja a
D. Como, de fato, a D mede as AB, BC, portanto, medird a toda AC. Mas
também mede a AB; portanto, a D mede as CA, AB. Portanto, as CA, AB
sio comensurdveis; Mas eram supostas também incomensuraveis; o que é
impossfvel. Portanto, nenhuma magnitude medird as AB, BC; portanto, as
AB, BC sio incomensuravets.

Portanto, caso duas magnitudes, e as coisas seguintes.
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LEMA

Caso um paralelogramo seja aplicado a alguma reta, deficiente por uma
figura quadrada, o aplicado ¢ igual ao pelos segmentos da reta produzidos
pela aplicagao.

Fique, pois, aplicado a reta AB o paralelogramo AD,

deficiente pela ﬁgura quadrada DB; digo que o AD ¢ D
igual ao pelas AC, CB.

E é evidente por st mesmo. Pots, como o DB é um
quadrado, a DC éigual a CB, e 0 AD ¢é o pelas AC, CD,
1sto é, o pelas AC, CB.

Portanto, caso alguma reta, e as coisas seguintes.

A C B

17.

Caso duas retas sejam desiguais, e a maior seja aplimdo um igual a
quarta parte do sobre a menor, deficiente por uma figura quadrada, ¢
divida-a em comensurdveis em comprimento, a maior serd maior em
poténcia do que a menor pelo sobre uma comensurdvel com aquela mesma
[em comprimento]. E, caso a maior seja maior em poténcia do que a menor
pelo sobre uma comensurdvel com aquela mesma [em comprimento] e a
maior seja aplicado um igual a quarta parte do sobre a menor, deficiente
por uma figura quadmda, divide-a em comensurdveis em comprimento.

Sejam as retas desiguais A, BC, das quais a BC éa

. A
maior, e fique aplicado & BC um igual 3 quarta parte do
sobre amenor A, isto é, a0 sobre ametade da A, deficiente .
por uma ﬁgura quadrada, esejao pelas BD, DC, e sejaa BF © E) o

BD comensurivel com a DC em comprimento; digo que
a BC é maior em poténcia do que a A pelo sobre uma
comensurdvel com aquela mesma.
Fique, pors, cortada a BC em duas, no ponto E, e ﬁque postaa EF igual a
DE. Portanto, a restante DC é igual ABE E, como areta BC foi cortada, por
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um lado, em iguais, no E, e, por outro lado, em desiguais, no D, portanto, o
retingulo contido pelas BD, DC, junto com o quadrado sobre a ED, ¢ igual
ao quadrado sobre a EC; também os quddruplos; portanto, quatro vezes
o contido pelas BD, DC, junto com o quédruplo do sobre a DE, ¢ igual a
quatro vezes o quadrado sobre a EC. Mas, por um lado, o quadrado sobre
aAé igual ao qua’druplo do pelas BD, DC, e, por outro lado, o quadrado
sobre a DF ¢ igual ao quddruplo do sobre a DE; pois, a DF é o dobro da
DE. Mas o quadrado sobre a BC ¢ igual ao quédruplo do sobre a EC; pois,
de novo, a BC ¢ o dobro da CE. Portanto, os quadrados sobre as A, DF sio
iguais ao quadrado sobre a BC; desse modo, o sobre a BC é maior do que
o sobre a A pelo sobre a DF; portanto, a BC é mator em poténcia do que a
A pela DE Deve-se provar que também a BC ¢é comensurivel com a DE
Pois, como a BD é comensurivel com a DC em comprimento, portanto,
também a BC ¢ comensurivel com a CD em comprimento. Mas a CD ¢
comensuravel com as CD, BF em comprimento; pois, a CD ¢ igual a BE
Portanto, também a BC é comensurivel com as BE CD em comprimento;
desse modo, também a BC é comensuravel com a restante FD em com-
primento; portanto, a BC é mator em poténcia do que a A pelo sobre uma
comensurdvel com aquela mesma.

Mas, entio, Seja a BC mator em poténcia do que a A pelo sobre uma
comensurdvel com aquela mesma, e fique aplicado 2 BC um igual a um
quarto do sobre a A, deficiente por uma figura quadrada, e seja o pelas BD,
DC. Deve-se provar que a BD ¢ comensurivel coma DC em comprimento.

Pois, tendo sido construidas as mesmas coisas, do mesmo modo pro-
varemos que a BC é maior em poténcia do que a A pelo sobre a FD. Mas
a BC ¢ maior em poténcia do que a A pelo sobre uma comensurdvel com
aquela mesma. Portanto, a BC é comensurivel com a FD em comprimento;
desse modo, também a BC é comensurivel com a restante a BF junto com
aDC, em comprimento. Mas a BF junto com a DC é comensurivel com a
DC, [em comprimento] Desse modo, também a BC é comensuravel com
a CD em comprimento. Portanto, por separagao, também a BD é comen-
surdvel com a DC em comprimento.

Portanto, caso duas retas sejam desiguais, e as colsas seguintes.
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18.

Caso duas retas sejam desiguais, e seja aplicado a maior um igual a
quarta parte do sobre a menor, deficiente por uma figura quadrada, ¢
divida-a em incomensurdveis [em comprimento], a maior serd maior
em poténcia do que a menor pelo sobre uma incomensuravel com aquela
mesma. E, caso a maior seja maior em poténcia do que a menor pelo sobre
uma incomensurdvel com aquela mesma, e seja aplicado a maior um igual
a quarta parte do sobre a menor, deficiente por uma figura quadrada,
divide-a em incomensurdveis [ em fomprimento].

Sejam as duas retas desiguais A, BC, das quaisa BC ¢

amaior, e fique aplicado 3 BC um igual a quarta [parte] =—=

do sobre a A, deficiente por uma ﬁgura quadrada, e seja
o pelas BDC, e sejaa BD incomensuravel coma DC em BF E DC
comprimento; digo que a BC ¢ maior em poténcia do que a A pelo sobre
uma incomensurdvel com aquela mesma.

Pois, tendo sido construidas as mesmas coisas que antes, do mesmo
modo provaremos que a BC é mator em poténcia do queaA pelo sobre a FD.
Deve-se provar, [de fato], que a BC ¢ incomensurdvel com a DF em com-
primento. Pois, como a BD é incomensurivel com a DC em comprimento,
portanto, também a BC ¢ incomensuravel coma CD em comprimento. Mas
a DC ¢ comensurdvel com as duas conjuntas BE, DC; portanto, também
a BC é incomensurivel com as duas conjuntas BE, DC. Desse modo, tam-
bém a BC ¢ incomensurivel com a restante FD em comprimento. Ea BC ¢
maior em poténcia do quea A pelo sobre a FD; portanto, a BC é maior em
poténcia do que a A pelo sobre uma incomensurivel com aquela mesma.

Seja, entio, de novo, a BC maior em poténcia do que a A pelo sobre
uma incomensurivel com aquela mesma, e ﬁque aplicado a BC um igual
a quarta parte do sobre a A, deficiente por uma figura quadrada, e seja o
pelas BD, DC. Deve-se provar que a BD ¢ incomensurivel com a DC em
comprimento.

Pois, tendo sido construidas as mesmas coisas, do mesmo modo pro-

varemos que a BC é mator em poténcia do que a A pelo sobre a FD. Mas a
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BC é maior em poténcia do que a A pelo sobre uma incomensuriavel com
aquela mesma. Portanto, a BC é incomensurivel com a FD em comprimen—
to; portanto, também a BC é incomensurivel com a DC em comprimento;
desse modo, também a BC é incomensurivel com a restante, a BF junto
com a DC. Mas a BF junto coma DC ¢ comensurivel com a DC em com-
primento; desse modo, por separagao, também a BC é incomensurivel com
a DC em comprimento.

Portanto, caso duas retas sejam, e as coisas seguintes.

LEMA

Como foi provado que as comensurdveis em comprimento, também,
em todos os casos, [sﬁo comensuréveis] em poténcia, mas as em poténcia
nio sio, em todos os casos, também em comprimento, mas, entao, podem
ser comensurdveis ou incomensuraveis em comprimento, ¢ evidente que,
caso alguma seja comensurdvel em comprimento com a racional exposta, ¢
dita racional e comensurével com ela nio somente em comprimento, mas
também em poténcia, Visto que as comensuraiveis em comprimento sio, em
todos os casos, também em poténcia. E, caso alguma seja comensurédvel em
poténcia com a racional exposta, se, por um lado, também em comprimento,
¢ dita, também assim, racional e comensurivel com ela em comprimento e
em poténcia; e se, por um lado, alguma sendo, de novo, comensurdvel em
poténcia com a racional exposta, seja incomensuravel com ela em compri-

mento, ¢ dita também assim racional comensurivel somente em poténcia.

19.

O retﬁngulo contido por retas racionais comensurdveis em comprimento,
segundo algum dos modos preditos, ¢ racional.

Seja, pois, o retﬁmgulo AC contido pelas retas racionats

comensurdveis em comprimento AB, BC; digo que o AC

é racional.

A B Fique, pois, descrito o quadrado AD sobre a AB; por-

tanto, o AD é racional. E, como a AB é comensurivel com
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aBCem comprimento, eaABé igual aBD, portanto, a BD é comensurivel
comaBCem comprimento‘ E, comoa BD estd paraa BC, assim o DA para
o AC. Portanto, o DA é comensuriavel com o AC. Mas o DA é racional;
portanto, também o AC é racional.

Portanto, o pelas racionais comensuravets em comprimento, e as co1sas

seguintes.

20.

Caso um racional seja aplicado a wma racional, faz como lmfgum uma
racional ¢ comensurdvel em comprimento com aquela a que foi aplicado.

Fique, pois, aplicado o racional AC A racional AB, segun- D

do, de novo, algum dos modos preditos, fazendo a BC como

Iargura; digo quea BC ¢ racional e comensurivel coma BA B A

em comprimento.

Fique, pois, descrito o quadrado AD sobre a AB; portan- C
to, 0 AD ¢é racional. Mas também o AC ¢ racional; portanto,

o DA é comensurivel com o AC. E, como o DA esti para o AC, assim
aDB para a BC. Portanto, também a DB é comensurivel com a BC; Mas a
DB ¢ igual a BA; portanto, também a AB é comensurivel com a BC. Mas
a AB ¢é racional; portanto, também a BC ¢é racional e comensuravel com a
AB em comprimento.

Portanto, caso um racional seja aplicado a uma racional, e as coisas seguintes.
21.

O retﬁngulo contido por retas racionais, comensurdveis somente em
poténcia, ¢ irracional, ¢ a que serve para produ<i~lo ¢ irracional e seja
chamada medial.

Seja, pois, contido o retﬁngulo AC pelas retas AB, BC racionais, comen-
surivets somente em poténcia; digo que o AC é irracional, e a que serve

para produzi—lo ¢ irracional, e seja chamada medial.
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D Fique, pois, descrito o quadrado AD sobre a AB; portanto,
0 AD é racional. E, como a AB é incomensurivel com a BC em
B A comprimento; pots, foram supostas comensurdveis somente
em poténcia; mas aAB é igual aBD, portanto, também a DB
c ¢ incomensuravel com a BC em comprimento. E, como a

DB estd paraa BC, assim o AD para o AC; portanto, o DA [¢]
incomensurivel com o AC. Mas o DA é racional; portanto,
o AC é irracional: desse modo, também a que serve para produzir o AC
[isto ¢, a que serve para produzir um quadrado igual a ele] & irracional, e

seja chamada medial; o que era preciso provar.
LEMA

Caso existam duas retas, como a primeira estd para a segundu, assim o
sobre a primeira para o pelas duas retas.

Sejam as duas retas FE, EG. Digo que como a FE

F E estd paraa EG,assimo sobre a FE parao pelas FE, EG.
Fique, pois, descrito o quadrado DF sobre a FE, e
D ﬁque completado 0 GD. Como, de fato, a FE estd para

a EG, asstm o FD para o DG, e, por um lado, o FD ¢
o sobre a FE, ¢, por outro lado, 0 DG ¢ o pelas DE, EG, isto é, o pelas FE,
EG, portanto, como a FE esta para a EQG, assim o sobre a FE para o pelas
FE, EG. E do mesmo modo, também como o pelas GE, EF para o sobre
a EF 1sto é, como o GD para o FD, asstm a GE para a EF; o que era pre-

c1so provar.
22,

O sobre uma medial, aplicado a uma racional, faz como largura uma
racional ¢ incomensurdvel com aquela a que foi aplicado, em comprimento.

Sejam, por um lado, a medial A, e, por outro lado, a racional CB, e fi-
que aplicada a BC a drea retangular BD igual ao sobre a A, fazendo a CD
como comprimento; digo quea CD é racional e incomensurivel com a CB,

em comprimento.
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Pois, como a A é medial, serve para produzir

uma irea contida por racionals comensurivets

somente em poténcia. Sirva para produzir o GE

Mas serve para produzir também o BD; portanto, A

o BD ¢ igual ao GE Mas é também equiﬁngulo C D E F

com ele; mas, dos paralelogramos tanto iguais quanto equidngulos, os lados
ao redor dos Angulos iguais sdo reciprocamente proporcionais; portanto,
em proporgao, como a BC esta paraa EG, asstm a EF paraa CD. Portanto,
também como o sobre a BC estd para o sobre a EG, assim o sobre a EF para
o sobre a CD. Mas o sobre a CB é comensurivel com o sobre a EG; pos,
cada um deles é racional; portanto, também o sobre a EF é comensurivel
com o sobre a CD. Mas o sobre a EF é racional; portanto, também o sobre
a CD é racional; portanto, a CD é racional. E, como a EF é incomensuravel
comaEGem comprimento; pois sio comensurdveis somente em poténcia;
e,como a EF paraa EG, assim o sobre a EF para o pelas FE, EG, portanto,
o sobre a EF [é] incomensurivel com o pelas FE, EG. Mas o sobre a CD
é comensuravel, por um lado, com o sobre a EF; pois sA0 racionats em
poténcia; e, por outro lado, o pelas AC, CB é comensurivel com o pelas
FE, EG; pois sdo iguais ao sobre a A; portanto, também o sobre a CD ¢
incomensurivel com o pelas DC, CB. E, como o sobre a CD para o pelas
DC, CB, asstm a DC esta paraa CB; portanto, a DC é incomensuravel com
a CB em comprimento. Portanto, a CD ¢ racional e incomensuravel com a

CB em comprimento; o que era preciso provar.
23.

A comensurdvel com a medial ¢ wma medial.

Sejaamedial A, e sejaa B comensurdvel com a A; digo A B

que também a B é medial. C

Fique, pois, exposta a racional CD, e fique aplicada,

por um lado, 3 CD a drea retangular CE igual ao sobre

a A, fazendo a ED como largura; portanto, a ED ¢ ra-

cional e incomensurivel com a CD, em comprimento. E D F
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E ﬁque, por outro lado, aplicada a CD a drea retangular CF igual ao sobre
a B, fazendo a DF como largura. Como, de fato, a A é comensurivel com
a B, também o sobre a A é comensurivel com o sobre a B. Mas, por um
lado, 0o EC ¢ igual ao sobre a A, e, por outro lado, o CF ¢ igual ao sobre
a B; portanto, o EC é comensurivel com o CE E, como o EC estd para o
CE assim a ED para a DF; portanto, a ED é comensurivel com a DF em
comprimento. Mas a ED ¢ racional e incomensurivel com a DC em compri-
mento; portanto, também a DF é racional e incomensurivel com a DC em
comprimento; portanto, as CD, DF sio racionats, comensurivets somente
em poténcia. Mas a que serve para produzir o pelas racionais comensuraveis
somente em poténcia ¢ uma medial. Portanto, a que serve para produzir
o pelas CD, DF ¢ uma medial; e a B serve para produzir o pelas CD, DF;

portanto, a B ¢ uma medial.

COROLARIO

Disso, entdo, é evidente, que o comensurivel com a drea medial é medial.
[Pois, as retas que servem para produzi—los sd0 as comensurdveis em po-
téncia, das quais uma & medial; desse modo, também a restante é medial. |

E do mesmo modo que nas coisas ditas sobre as racionais e sobre as
mediais, segue a comensuravel com a medial em comprimento ser dita me-
dial e comensurédvel com ela nio somente em comprimento, mas também
em poténcia, porque, em geral, as comensurdveis em comprimento sio, em
todos os casos, também em poténcia. E, caso alguma seja comensurdvel com
amedial em poténcia, se, por um lado, também em comprimento, sio ditas
também assim mediais e comensuriveis em comprimento e em poténcia, e
se, por outro lado, somente em poténcia, sio ditas mediais comensuriveis

somente em poténcia.

24,

O retangulo contido por retas mediais comensuraveis em comprimento,
segundo algum dos modos ditos, ¢ medial.

Seja, pois, contido o retingulo AC pelas retas mediais comensurdveis

em comprimento AB, BC; digo que o AC é medial.
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Fique, pors, descrito o quadrado AD sobre a AB; portanto, C

o AD é medial. E, como a AB é comensurivel com a BC, mas

aAB é igual a BD, portanto, também a DB é comensuravel

com a BC em comprimento; desse modo, também o DA ¢ A B

comensurdvel com o AC. Mas o DA é medial; portanto, tam-

bém o AC é medial; o que era preciso provar. D
25.

O retangulo contido por retas mediais comensurdveis somente em poténcia
¢ ou racional ou medial.

Seja, pois, contido o retfmgulo AC pelas

retas mediais AB, BC, comensuriveis somente A F G

em poténcia; digo que o AC ¢ ou racional ou

medial. D B C H L
Fiquem, pois, descritos os quadrados AD, N . LM

BE sobre as AB, BC; portanto, cada um dos J

AD, BE ¢ medial. E fique exposta a FG racio-

nal, e, por um lado, ﬁque aplicado aFGo paralelogramo retangular GH,
igual ao AD, fazendo a FH como largura, e, por outro lado, fique aplicado &
HLo paralelogramo retangular LI, igual 20 AC, fazendo a HI como largura,
e ainda, similarmente, ﬁque aplicado aIM o MJ, igual ao BE, fazendo a IJ
como Iargura; portanto, as FH, HI, IJ estdo sobre uma reta. Como, de fato,
cada um dos AD, BE ¢é medial, e, por um lado, 0 AD é igual ao GH, e, por
outro lado, o BE, a0 MJ, portanto, também cada um dos GH, MJ é medial.
E foi aplicado A racional FG; portanto, cada uma das FH, IJ é racional e
incomensurivel com a FG em comprimento‘ E, como o AD é comensurivel
com o BE, portanto, também o GH é comensurivel com o MJ. E, como o
GH est3 para o MJ, assim a FH para a IJ; portanto, a FH ¢é comensurivel
comal]em comprimento. Portanto, as FH, I] sdo racionais, comensurdveis
em comprimento; portanto, o pelas FH, IJ é racional. E, como a DB ¢ igual
A BA, enquanto NB, a BC, portanto, como a DB estd paraa BC, asstm a AB
paraa BN. Mas, por um lado, como a DB paraa BC, assim o DA para o AC;
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e, por outro lado, como a AB para a BN, asstim o AC para o CN; portanto,
como o DA estd para o AC, asstm o AC para o CN. Mas o AD ¢ igual a0
GH, ao passo que o AC, a0 LI, e 0 CN, a0 MJ; portanto, como o GH estd
para o LI, asstm o LI para o MJ; portanto, também como a FH esta para
a HI, asstm a HI para a IJ; portanto, o pelas FH, 1] é igual ao sobre a HI.
Mas o pelas FH, IJ é racional; portanto, também o sobre a HI é racional;
portanto, a HI é racional. E, por um lado, se é comensurdvel com a FG em
comprimento, o HM é racional; e, por outro lado, se é incomensuravel com
a FG em comprimento, as IH, HL s3o racionais, comensuraveis somente
em poténcia; portanto, o HM é medial. Portanto, o HM ¢ ou racional ou
medial. Mas o HM ¢ igual ao AC; portanto, o AC ¢é ou racional ou medial.

Portanto, o por mediais comensuriveis somente em poténcia, e as coisas

seguintes.

26.

Um medial nao excede um medial por um racional.

Pois, se possivel, o medial AB exceda o medial AC pelo

racional DB, e ﬁque exposta a EF racional, e ﬁque aplicado

D c A EF o paralelogramo retangular FH, igual ao AB, fazendo

B aEH como Iargura, e ﬁque subtraido o FG igual a0 AC;
portanto, o restante BD ¢ igual ao restante IH. Mas o DB

F E ¢ racional: portanto, também o IH ¢ racional. Como, de
fato, cada um dos AB, AC é medial, e 0 AB é igual ao FH,
enquanto o AC, ao FG, portanto, também cada um dos

| G FH, FG é medial. E foi aplicado 3 racional EF; portanto,

cada uma das HE, EG é racional e incomensurivel com a

H

EF em comprimento. E como o DB é racional e é igual ao
1H, portanto, também o IH é racional. E foi aplicado A racional EF; por-
tanto, a GH ¢é racional e comensurivel com a EF em comprimento. Mas
também a EG é racional e incomensurivel com a EF em comprimento;
portanto, a EG ¢ incomensurivel com a GH em comprimento‘ E, como a

EG esta para a GH, assim o sobre a EG para o pelas EG, GH; portanto, o
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sobre a EG ¢ incomensurivel com o pelas EG, GH. Mas, por um lado, os
quadrados sobre as EG, GH sio comensuriveis com o sobre a EG; pois
ambos s3o racionais: e, por outro lado, duas vezes o pelas EG, GH ¢ co-
mensurivel com o pelas EG, GH; pois ¢ o dobro dele: portanto, os sobre as
EG, GH ¢ incomensurdvel com duas vezes o pelas EG, GH; portanto, um
junto com o outro, tanto os sobre as EG, GH quanto duas vezes o Pelas
EG,GH,oqueéo sobre a EH, é incomensurivel com os sobre as EG, GH.
Mas os sobre as EG, GH sio racionais; portanto, o sobre a EH é irracional.
Portanto, a EH ¢ irracional. Mas também ¢ racional; o que ¢ impossivel.
Portanto, um medial ndo excede um medial por um racional; o que era

preciso provar.

27.
Achar mediais comensurdveis somente em pot@n[ia contendo um racional.

Fiquem expostas as duas racionais A, B, comensuraveis
somente em poténcia, e ﬁque tomada a C, média em pro-

porgio entre as A, B, e fique produzido como a A para a B,

(gp]
ws)

asstm a C para a D.

E, como as A, B sio ractonats comensuriveis somente em
poténcia, portanto, o pelas A, B, isto é, o sobre a C, é medial. A B
Portanto, a C é medial. E, como a A esta paraa B, [assim] aC paraa D, eas
A, B [sio} comensurdveis somente em poténcia, portanto, também as C, D
s30 comensurivels somente em poténcia. E a C é medial; portanto, também
a D é medial. Portanto, as C, D sio mediais comensuriveis somente em
poténcia. Digo que também contém um racional. Pois, como a A est4 paraa
B, asstma C para a D, portanto, alternadamente, como a A est4 para a C,a
B para a D. Mas, como a A para a C,aC paraa B; portanto, também como
aC para a B, assim a B para a D; portanto, o pelas C, D¢ igual ao sobre a
B. Mas o sobre a B é racional; portanto, também o pelas C, D [¢] racional.

Portanto, foram achadas mediais comensuriveis somente em poténcia

contendo um racional; o que era preciso provar.
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28.

Achar mediais comensurdveis somente em poténcia contendo um medial.

Fiquem expostas as [trés| racionais A, B, C,

comensurivels somente em poténcia, e ﬁque

D.— .
tomada a D, média em proporgao entre as A,

E-—-

o W

B, e fique produzido como a B paraa C,a D

paraaE.

Como as A, B sdo racionais comensurdveis somente em poténcia, por-
tanto, o pelas A, B, isto é, o sobre a D, é medial. Portanto, a D é medial. E,
como as B, C sio comensuridveis somente em poténcia, e como a B estd para
aC,aD para a E, portanto, também as D, E sio comensuriveis somente
em poténcia‘ Mas a D é medial; portanto, também a E é medial; portanto,
as D, E sio mediais comensuriveis somente em poténcia. Digo, entdo, que
também contém um medial. Pois, como a B esti paraa C,a D paraa E,
portanto, alternadamente, como a B para a D,aC paraa E. Mas, comoa B
para a D,aD para a A; portanto, também como a D para a A,aC para a
E; portanto, o pelas A, Cé igual ao pelas D, E. Mas o pelas A, C é medial;
portanto, também o pelas D, E é medial.

Portanto, foram achadas mediais comensuriveis somente em poténcia

contendo um medial; o que era preciso provar.

LEMA

Achar dois nitmeros quadrados, de modo a também o composto
deles ser um quadrado.

Fiquem exXpostos 0s dois ndmeros AB, BC, e sejam ou pares ou
fmpares. E como, tanto caso um par seja subtraido de um par quanto
caso tanto um fmpar, de um impar, oresto é par, portanto, o resto AC

¢ par. Fique cortado o AC em dois no D. E sejam também os AB, BC

o o >

ou planos semelhantes ou quadrados, que sa0 também, €1€S mesmaos,

planos semelhantes; portanto, o dos AB, BC, com o quadrado sobre
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[0] CD, ¢ igual ao quadrado sobre o BD. E o dos AB, BC é um quadrado,
porque foi provado que, caso dois planos semelhantes, tendo sido multipli-
cados entre si, fagam algum, o produzido é um quadrado. Portanto, foram
achados dois ntmeros quadrados, tanto o dos AB, BC quanto o sobre o
CD, que tendo sido compostos, fazem o quadrado sobre o BD.

E é evidente que foram achados de novo dois quadrados, tanto o sobre o
BD quanto o sobre o CD, de modo que o excesso deles, o pelos AB, BC, ser
um quadrado, quando os AB, BC sejam planos semelhantes. Mas, quando
nio sejam planos semelhantes, foram achados dois quadrados, tanto o sobre
o BD quanto o sobre o DC, dos quais 0 excesso, O pelos AB, BC, nio é um

quadrado; o que era preciso provar.

LEMA

Achar dois nitmeros quadrados, de modo a nao ser
o composto deles um quadrado.

Sejam, pois, o dos AB, BC, como dizfamos, um quadrado, e o CA par,
e fique cortado o CA em dois no D. Entio, é evidente que o quadrado do
dos AB, BC, com o quadrado sobre [o] CD é igual ao quadrado sobre [o]
BD. Fique subtraida a unidade DE; portanto, o dos AB, BC, junto com o
sobre [o] CE émenor do que o quadrado sobre [o] BD. Digo, de fato, que
o quadrado do dos AB, BC, com o sobre [0] CE nao serd um quadrado.

Pois, se for um quadrado, ou bem ¢é igual ao sobre [o] BE ou é

menor do que o sobre [0] BE, mas também nunca é maior, a fim de A
que a unidade nio seja cortada. Seja, se possfvel, primeiramente, o H G
dos AB, BC, junto com o sobre CE igual ao sobre BE, e sejao GA  E E
o dobro da unidade DE. Como, de fato, o todo AC é o dobro do C
todo CD, dos quais 0 AG ¢ o dobro do DE, portanto, o restante

GC ¢ o dobro do restante EC; portanto, o GC foi cortado em dois B

no E. Portanto, o dos GB, BC, com o sobre CE, é igual ao quadrado

sobre BE. Mas também o dos AB, BC, com o sobre CE, foi suposto igual
ao quadrado sobre [o] BE; portanto, o dos GB, BC, com o sobre CE, ¢
igual a0 dos AB, BC, com o sobre CE. E, tendo sido subtraido o sobre CE
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comum, segue que o AB é igual ao GB; o que ¢ absurdo. Portanto, o dos AB,
BC, com o sobre [o} CE nio ¢ igual ao sobre o BE. Digo, entio, que nem
menor do que o sobre BE. Pois, se possfvel, seja igual ao sobre BE, e 0 HA,
o dobro do DE E, de novo, seguird que o HC é o dobro do CF; de modo
a, também o CH ser cortado em dois no F ¢ por isso o dos HB, BC, com
o sobre FC, tornar-se igual ao sobre BE Mas também o dos AB, BC, com o
sobre CE, foi suposto igual ao sobre BE Desse modo, também o dos HB,
BC, com o sobre CF sera igual ao dos AB, BC, com o sobre CE; o que ¢
absurdo. Portanto, o dos AB, BC, com o sobre CE nio ¢ igual [ao] menor
do que o sobre BE. Mas foi provado que nem a ele mesmo, o sobre BE.
Portanto, o dos AB, BC, com o sobre CE nio é um quadrado.

[Mas, sendo possivel, também exibir, segundo os numerosos modos, os
ditos ndmeros, sejam-nos suficientes os ditos, a fim de que ndo prolongue—

mos mais, sendo mais Iongo o assunto.} @) que era preciso provar.
29.

Achar duas racionais comensurdveis somente em poténcia, de modo a ser a
maior maior em poténcia do que a menor pelo sobre uma comensurdvel em

comprimento com aguela mesma.

Fiquem, pois, expostos alguma racional, a
F AB, e os dois nimeros quadrados CD, DE, de
modo a o excesso CE deles nio ser um quadra-

do, e ﬁque descrito o semicirculo AFB sobre a

AB, e fique feito como o DC para o CE, assim

o quadrado sobre a BA para o quadrado sobre
aAF e ﬁque ligada a FB.
Como, [de fato] o sobre a BA estd para o sobre a A, assim o DC para o

C E D

CE, portanto, o sobre a BA tem parao sobre a AF uma razio, que o ndimero
DC, para o ndmero CE; portanto, o sobre a BA é comensurivel com o sobre
a AE Mas o sobre a AB é racional; portanto, também o sobre a AF é racional;
portanto, também a AF é racional. E, como o DC nio tem para o CE uma

razao que um nimero quadrado, paraum nimero quadrado, portanto, nem
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o sobre a BA tem para o sobre a AF uma razio que um ndmero quadrado,
para um ndmero quadrado; portanto, a AB é incomensurivel com a AF em
comprimento; portanto, as BA, AF sdo racionats comensurdveis somente
em poténcia. E, como o DC [esté] para o CE, assim o sobre a BA para o
sobre a AF, portanto, por conversio, COmo o CD parao DE, assim o sobre a
AB para o sobre a BE Mas o CD tem para o DE uma razdo que um ndmero
quadrado, para um ndmero quadrado; portanto, também o sobre a AB tem
para o sobre a BF uma razio que um néimero quadrado, para um némero
quadrado; portanto, a AB ¢ comensurdvel com a BF em comprimento. E o
sobre a AB ¢ igual aos sobre as AE, FB; portanto, a AB é maior em poténcia
do que a AF pela BE comensurivel com aquela mesma.

Portanto, foram achadas as duas racionais BA, AE comensuriveis somen-
te em poténcia, de modo a ser a maior AB maior em poténcia do que a menor
AF pelo sobre a BE comensurivel com aquela mesma em comprimento; o

que era preciso provar.

30.

Achar duas racionais comensurdveis somente em poténcia, de modo a ser a
maior maior em poténcia do que a menor pelo sobre uma incomensurdvel
com aquela mesma em comprimento.

Fiquem expostos a racional AB e os dois ndimeros
quadrados CE, ED, de modo a nio ser o composto
CD deles um quadrado, e ﬁque descrito o semicir- A @ B
culo AFB sobre a AB, e fique feito como o DC para
o CE, assim o sobre a BA para o sobre a AF e ﬁque C E D
ligada a FB.

Do mesmo modo, entio, provaremos, pelo antes deste, que as BA, AF

s30 racionals comensurivels somente em poténcia. E, como o DC est3
para o CE, assim o sobre a BA para o sobre a AE, portanto, por conversao,
como o CD para o DE, assim o sobre a AB para o sobre a BE Mas o CD
nao tem para o DE uma razio que um ndmero quadrado, para um ndamero

quadrado; portanto, nem o sobre a AB tem para o sobre a BF uma razio
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que um ndamero quadrado, para um namero quadrado; portanto, a AB ¢
incomensurivel com a BF em comprimento. E a AB é maior em poténcia
do que a AF pelo sobre a FB, incomensuravel com aquela mesma.
Portanto, as AB, AF sio racionais comensurdvels somente em poténcia,
e a AB é mator em poténcia do que a AF pelo sobre a FB, incomensurivel

com aquela mesma em comprimento; O que era preciso provar.

31.

Achar duas mediais comensurdveis somente em poténcia, contendo um
mcional, de modo a ser a maior maior em pot@na’a do que a menor pelo
sobre uma comensurdvel com aquela mesma em comprimento.

Fiquem expostas as duas racionais A, B, comensuraveis

somente em poténcia, de modo a ser a A, que ¢ a maior,
[ mensurdvel com aquela mesma em comprimento. E seja o
C

|

a C é medial. E seja o pelas C, D igual 2o sobre a B. Mas o sobre a B é ra-

[ maior em poténcia do que a menor B pelo sobre uma co-
A D sobreaC igual ao pelas A, B. Mas o pelas A, B é medial;

portanto, também o sobre a C ¢ medial; portanto, também

cional; portanto, também o pelas C, D ¢ racional. E, como a A estd para a
B, asstm o pelas A, Bparao sobre a B, mas, por um lado, o sobrea C é igual
a0 pelas A, B, e, por outro lado, o pelas C, D¢ igual ao sobre a B, portan-
to, como a A para a B, assim o sobre a C para o pelas C, D. Mas, como o
sobre a C para o pelas C, D, asstma C para a D; portanto, também como
aAparaaB, assimaCparaaD.MasaA¢ comensurivel com a B somente
em poténcia; portanto, também a C é comensurivel com a D somente em
poténcia. E a C é medial; portanto, também a D ¢é medial. E, como a A estd
para a B,aC para a D, e a A é mator em poténcia do que a B pelo sobre
uma comensurdvel com aquela mesma, portanto, também a C é maior em
poténcia do que a D pelo sobre uma comensurdvel com aquela mesma.
Portanto, foram achadas as duas mediais C, D, comensuriveis somente
em poténcia, contendo um racional, e a C é maior em poténcia do que a D

PCIO sobre uma comensurével com aquela mesma em comprimento.
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32.

Achar duas mediais comensurdveis somente em poténcia, contendo um
medial, de modo a ser a maior maior em poténcia do que a menor pelo
sobre uma comensurdvel com aquela mesma.

Fiquem expostas as trés ractonais A, B,

C, comensuraveis somente em poténcia, de
modo a ser a A maior em poténciado quea B .
C pelo sobre uma comensurdvel com aquela E o .
mesma, e seja, por um lado, o sobre a D

igual a0 pelas A, B. Portanto, o sobre a D é medial; portanto, também a D
¢ medial. E seja, por outro lado, o pelas D, E igual ao pelas B, C. E, como
o pelas A, B estd para o pelas B, C, assim a A para a C, mas, por um lado, o
sobre a D éigual ao pelas A, B, ¢, por outro lado, o pelas D, E ¢ igual ao pelas
B, C, portanto, como a A esta para a C, assim o sobre a D para o pelas D,
E. Mas, como o sobre a D para o pelas D, E, asssma D paraa E; portanto,
também como a A paraa C,asstmaD paraa E; masa A é comensuravel com
aC [somente] em poténcia‘ Portanto, também a D é comensurivel com a E
somente em poténcia. Mas a D é medial; portanto, também a E é medial. E,
como a Aestda paraa C,a D paraa E, e a A é maior em poténcia do quea C
pelo sobre uma comensurdvel com aquela mesma, portanto a D serd maior
em poténcia do que a E pelo sobre uma comensurdvel com aquela mesma.
Digo, entdo, que também o pelas D, E ¢ medial. Pois, como o pelas B, C¢é
igual ao pelas D, E, mas o pelas B, C é medial [pois as B, C sio racionais
comensurivels somente em poténcia], portanto, também o pelas D, E¢
medial.

Portanto, foram achadas as duas mediais D, E, comensuraveis somente
em poténcia, contendo um medial, de modo a ser a maior maior em poténcia
do que a menor pelo sobre uma comensurdvel com aquela mesma.

Do mesmo modo, entio, de novo, serd provado também pelo sobre uma
incomensurdvel, quando a A é maior em poténcia do que a C pelo sobre

uma incomensurével com aquela mesma.
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LEMA

Seja o tridngulo retingulo ABC, tendo o A reto, e fique tragada a per-
pendicular AD; digo que, por um lado, o pelas CBD ¢ igual 20 sobre a BA,
e, por outro lado, o pelas BCD ¢ igual ao sobre a CA, e o pelas BD, DC
¢ igual ao sobre a AD, e ainda o pelas BC, AD [¢] igual ao pelas BA, AC.

E, primeiro, que o pelas CBA [¢] igual ao sobre a BA.
A . Pois, como em um tridngulo retAngulo do dngulo

E / : E reto até a base foi tragada a perpendicular AD, portan-

: i C to, os tridngulos ABD, ADC sio semelhantes tanto
~o ao todo ABC quanto entre si. E, como o triﬁngulo

ABC é semelhante ao triﬁngulo ABD, portanto, como
a CB esti para a BA, assim a BA para a BD; portanto, o pelas CBA ¢ igual
a0 sobre a ABR. Pelas mesmas coisas, entio, também o pelas BCD ¢ igual ao
sobre a AC.

E como, caso em um triﬁngulo retﬁngulo do ﬁngulo reto até a base seja
tragada uma perpendicular, a que foi tragada é média em proporgio entre
0s segmentos da base, portanto, como a BD esti para a DA, asstm a AD
para a DC; portanto, o pelas BD, DC ¢ igual ao sobre a DA.

Digo que também o pelas BC, AD ¢ igual ao pelas BA, AC. Pois, como,
conforme falamos, o ABC é semelhante ao ABD, portanto, como a BC
estd para a CA, asstm a BA para a AD. [Mas, €aso quatro retas estejam em
proporgio, o pelos extremos ¢ igual ao pelos meios. | Portanto, o pelas BC,

AD é igual a0 pelas BA, AC; o que era preciso provar.

33.

Achar duas retas incomensurdveis em poténcia fazendo, por um lado,
o composto dos quadrados sobre elas racional, e, por outro lado,
o por elas medial.

F Fiquem expostas as duas racionais AB, BC,
Q\ comensurdveis somente em poténcia, de modo
I ¢ a ser a mator AB maior em poténcia do que a

A EB D

menor BC pelo sobre uma incomensurdvel com
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aquela mesma, e ﬁque cortadaa BCem duasno D, e ﬁque aplicado AABum
paralelogramo igual a0 sobre uma ou outra das BD, DC, deficiente por uma
ﬁgura quadrada, esejao pelas AEB, e ﬁque descrito sobre a AB o semicirculo
AFB, e ﬁque tracada a EF em retos com a AB, e ﬁquem ligadas as AF, FB.

E, como as [duas] retas AB, BC siao desiguais, e a AB é mator em poténcia
do que a BC pelo sobre uma incomensurivel com aquela mesma, e foi apli—
cado a AB um paralelogramo igual 3 quarta do sobre a BC, isto ¢, a0 sobre a
metade dela, deficiente por uma ﬁgura quadrada efazo pelas AEB, portanto,
a AE é incomensuravel com a EB. E, como a AE estd para a EB, assim o
pelas BA, AE para o pelas AB, BE, mas, por um lado, o pelas BA, AE ¢ igual
ao sobre a AF, e, por outro lado, o pelas AB, BE, ao sobre a BE; portanto,
o sobre a AF é incomensurivel com o sobre a FB; portanto, as AF, FB sio
incomensuraveis em poténcia‘ E, como a AB é racional, portanto, também
o sobre a AB é racional; desse modo, também o composto dos sobre as AF,
FB é racional. E como, de novo, o pelas AE, EB ¢ igual ao sobre a EE mas
o pelas AE, EB foi suposto também igual ao sobre a BD, portanto, a FE ¢
igual a BD; portanto, a BC ¢ o dobro da FE; desse modo, também o pelas
AB, BC é comensurivel com o pelas AB, EE Mas o pelas AB, BC é medial;
portanto, também o pelas AB, EF ¢ medial. Mas o pelas AB, EF ¢ igual ao
pelas AFE, FB; portanto, também o pelas AE FB ¢é medial. E foi provado
também racional o composto dos quadrados sobre elas.

Portanto, foram achadas as duas retas AE, FB, incomensuriveis em potén-
cia, fazendo, por um lado, o composto dos quadrados sobre elas racional,

e, por outro lado, o por elas medial; o que era preciso provar.

34.

Achar duas retas incomensurdveis em poténcia, fazendo, por um lado,
o composto dos quadrados sobre elas medial, ¢, por outro lado,
o por elas racional.

Fiquem expostas as duas mediais AB,

BC, comensurdveis somente em poténcia,
A : C

contendo o por elas um racional, de modo F B E
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a ser a AB maior em poténcia do que a BC pelo sobre uma incomensuravel
com aquela mesma, e fique tragado sobre a AB o semicirculo ADB, e fique
cortadaa BCem duasnoE, e ﬁque aplicado AaAB um paralelogramo, o pelas
AFB, igual ao sobre a BE, deficiente por uma ﬁgura quadrada; portanto, a
AF [¢é] incomensurdvel com a FB em comprimento. E fique tragada a partir
do F a FD em retos com a AB, ¢ ﬁquem Iigadas as AD, DB.

Como a AF é incomensurivel com a FB, portanto, também o pelas BA,
AF ¢é incomensuravel com o pelas AB, BE Mas, por um lado, o pelas
BA, AF ¢ igual ao sobre a AD, e, por outro lado, o pelas AB, BE ao sobre a
DB; portanto, também o sobre a AD ¢ incomensurivel com o sobre a DB.
E, como o sobre a AB é medial, portanto, também o composto dos sobre
as AD, DB é medial. E, como a BC é o dobro da DE, portanto, também o
pelas AB, BC ¢é o dobro do pelas AB, FD. Mas o pelas AB, BC ¢ racional;
portanto, também o pelas AB, FD ¢ racional. Mas o pelas AB, FD ¢ igual
ao pelas AD, DB; desse modo, também o pelas AD, DB é racional.

Portanto, foram achadas as duas retas AD, DB, incomensuriveis em
poténcia, fazendo, [por um lado] o composto dos quadrados sobre elas

medial, e, por outro lado, o por elas racional; o que era preciso provar.

35.

Achar duas retas incomensurdveis em poténcia, fazendo tanto o composto
dos quadmdos sobre elas medial quanto o por elas medial ¢ ainda
incomensurdvel com o composto dos quadrados sobre elas.

D Fiquem expostas as duas mediais AB, BC,

comensurivets somente em poténcia, con-

¢ tendo um medial, de modo a ser a AB maior

A FB E | .
em poténcia do que a BC pelo sobre uma in-

comensurivel com aquela mesma, e ﬁque descrito sobre a AB o semicirculo
ADB, e fiquem produzidas as restantes coisas de modo semelhante s acima.
E, como a AF é incomensurivel com a FB em comprimento, também a
AD ¢ incomensurivel com a DB em poténcia. E, como o sobre a AB ¢ medial,

portanto, também o composto dos sobre as AD, DB é medial. E, como o
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pelas AFE FB ¢ igual a0 sobre cada uma das BE, DE portanto, a BE ¢ igual a
DF; portanto, a BC ¢é 0 dobro da FD; desse modo, também o pelas AB, BC
é o dobro do pelas AB, FD. Mas o pelas AB, BC é medial; portanto, também
o pelas AB, FD ¢é medial. E ¢ igual a0 pelas AD, DB; portanto, também
o pelas AD, DB é medial. E, como a AB ¢ incomensurdvel com a BC em
comprimento, mas a CB é comensurivel com a BE, portanto, também a AB
¢é incomensuravel com a BE em comprimento; desse modo, também o sobre
a AB ¢ incomensurivel com o pelas AB, BE. Mas, por um lado, os sobre as
AD, DB sido iguais ao sobre a AB, e, por outro lado, o pelas AB, FD, isto ¢,
o pelas AD, DB ¢ igual ao pelas AB, BE; portanto, o composto dos sobre
as AD, DB é incomensurivel com o pelas AD, DB.

Portanto, foram achadas as duas retas AD, DB incomensuriveis em
poténcia, fazendo tanto o composto dos sobre elas medial quanto o por
elas medial e ainda incomensurdvel com o composto dos quadrados sobre

61'&5; o que era PI‘CCiSO provar‘

36.

Caso duas racionais comensurdveis somente em poténcia sejam compostas,
a toda ¢ irracional, e seja chamada binomial.

Fiquem compostas as duas racionais AB, BC, co-
mensuriveis somente em poténcia; digo que a toda A B C
AC é irracional.

Pois, como a AB é incomensurivel com a BC em comprimento; pois sio
comensurivels somente em poténcia; mas, como a AB para a BC, assim o
pelas ABC para o sobre a BC, portanto, o pelas AB, BC é incomensuravel
com o sobre a BC. Mas, por um lado, duas vezes o pelas AB, BC é comen-
surivel com o pelas AB, BC, e, por outro lado, os sobre as AB, BC sio co-
mensuriveis com o sobre a BC; pois as AB, BC sio racionais comensurivets
somente em poténcia; portanto, duas vezes o pelas AB, BC é incomensu-
riavel com os sobre as AB, BC. E, por composigao, duas vezes o pelas AB,
BC, com os sobre as AB, BC, isto é, o sobre a AC, é incomensurivel com

0 composto dos sobre as AB, BC. Mas o composto dos sobre as AB, BC ¢
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racional; portanto, o sobre a AC [é} irracional; desse modo, também a AC

¢ irracional, e seja chamada binomial; o que era preciso provar.

37.

Caso duas mediais comensurdveis somente em poténcia, contendo
um racional, sejam compostas, a toda ¢ irracional, e seja chamada
primeira bimedial.

Fiquem, pois, compostas as duas mediais AB, BC, co-

mensurdveis somente em poténcia, contendo um racional;
digo que a toda AC ¢ irracional.

Pois, como a AB ¢ incomensurivel com a BC em comprimento, por-
tanto, também os sobre as AB, BC sio incomensuriveis com duas vezes
o pelas AB, BC; e, por composigio, os sobre as AB, BC, com duas vezes o
pelas AB, BC, o que ¢ o sobre a AC, é incomensurdvel com o pelas AB, BC.
Mas o pelas AB, BC é racional; pois as AB, BC foram supostas contendo um
racional; portanto, o sobre a AC é irracional; portanto, a AC é irracional, e

seja chamada primeira bimedial; o que era preciso provar.

38.

Caso duas mediais comensurdveis somente em poténcia, contendo um medial,
sejam compostas, a toda ¢ irracional, ¢ seja chamada segunda bimedial.

B Fiquem, pois, compostas as duas me-

diais AB, BC, comensuriveis somente em

H poténcia, contendo um medial; digo que

a AC é irracional.

Fique, pois, exposta a DE racional, e

E F fique aplicado & DE o paralelogramo DF

igual ao sobre a AC, fazendo a DG como largura‘ E, como o sobre a AC
¢ igual tanto aos sobre as AB, BC quanto a duas vezes o pelas AB, BC,
ﬁque, entio, aplicado a DE o EH igual aos sobre as AB, BC; portanto, o
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HF restante é igual a duas vezes o pelas AB, BC. E, como cada uma das
AB, BC ¢ medial, portanto, também os sobre as AB, BC sio mediais. Mas
também duas vezes o pelas AB, BC foi suposto medial. E, por um lado, o
EH ¢ igual aos sobre as AB, BC, e, por outro lado, o FH ¢ igual a duas vezes
o pelas AB, BC; portanto, cada um dos EH, HF ¢ medial. E foi aplicado
a DE; portanto, cada uma das DH, HG é racional e incomensurivel com a
DE em comprimento. Como, de fato, a AB ¢ incomensurdvel com a BC em
comprimento, e como a AB estd para a BC, assim o sobre a AB para o pelas
AB, BC, portanto, o sobre a AB é incomensurivel com o pelas AB, BC. Mas,
por um lado, o composto dos quadrados sobre as AB, BC ¢ comensuravel
com o sobre a AB, e, por outro lado, duas vezes o pelas AB, BC é comen-
surivel com o pelas AB, BC; portanto, o composto dos sobre as AB, BC ¢
incomensurivel com duas vezes o pelas AB, BC. Mas, por um lado, o EH
¢ igual aos sobre as AB, BC, e, por outro lado, o HF ¢ igual a duas vezes o
pelas AB, BC. Portanto, o EH é incomensuravel com o HF; desse modo,
também a DH ¢ incomensurivel com a HG em comprimento. Portanto, as
DH, HG sio racionais comensurdveis somente em poténcia. Desse modo,
a DG é irracional. Mas a DE é racional; Mas o retﬁngulo contido por uma
irracional e uma racional ¢ irracional; portanto, a drea DF ¢ irracional, e
a que serve para produzi[-la] ¢ irracional. Mas a AC serve para produzir a
DF; portanto, a AC ¢é irracional, e seja chamada a segunda bimedial; o que

era preciso provar.

39.

Caso duas retas incomensurdveis em poténcia, fazendo, por um lado, o
composto dos quadrados sobre elas racional, ¢, por outro lado, o por elas

medial, sejam compostas, a reta toda ¢ irracional, e seja chamada maior.

Fiquem, pois, compostas as duas retas AB, BC, inco-
mensurdveis em poténcia, fazendo as coisas propostas; A B C
digo que a AC ¢ irracional.

Pois, como o pelas AB, BC ¢ medial, [portanto, ] também duas vezes o

pelas AB, BC ¢ medial. Mas o composto dos sobre as AB, BC é racional;
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portanto, duas vezes o Pelas AB, BC é incomensurivel com o composto dos
sobre as AB, BC; desse modo, também os sobre as AB, BC com duas vezes
o pelas AB, BC, o que é o sobre a AC, é incomensuravel com o composto
dos sobre as AB, BC [mas 0 composto dos sobre as AB, BC ¢ racional];
portanto, o sobre a AC é irracional. Desse modo, também a AC é irracional,

e seja chamada maior; o que era preciso provar.

40.

Caso duas retas incomensurdveis em poténcia, fazendo, por um lado, o
composto dos quadrados sobre elas medial, e, por outro lado, o por elas
racional, sejam compostas, a reta toda ¢ irracional, e seja chamada a que

serve para produq’r um racional ¢ wm medial.

A Fiquem, pois, compostas as duas retas AB, BC, incomensuriveis
em poténcia, fazendo as coisas propostas; digo que a AC ¢ irracional.
Pois, como o composto dos sobre as AB, BC é medial, e duas vezes

o pelas AB, BC é racional, portanto, o composto dos sobre as AB, BC ¢é
C incomensurdvel com duas vezes o pelas AB, BC; desse modo, também
o sobre a AC é incomensurivel com duas vezes o pelas AB, BC. Mas

duas vezes o pelas AB, BC ¢ racional; portanto, o sobre a AC ¢ irracional.
Portanto, a AC é irracional, e seja chamada a que serve para produzir um

racional e um medial; o que era preciso provar.

41.

Caso duas retas incomensurdveis em poténcia, fazendo tanto o composto
dos quadrados sobre elas medial quanto o por elas medial e ainda
incomensurdvel com o composto dos quadrados sobre elas, sejam
compostas, a reta toda ¢ irracional, e seja chamada a que serve para
produzir dois mediais.

Fiquem, pois, compostas as duas retas AB, BC, incomensuriveis em

poténcia, fazendo as coisas propostas; digo que a AC é irracional.
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Fique exposta a DE racional, e ﬁque aplicado a DE, por H

um lado, o DF igual aos sobre as AB, BC, e, por outro lado,

o GH igual a duas vezes o pelas AB, BC; portanto, o todo
DH ¢ igual a0 quadrado sobre a AC. E, como o composto
dos sobre as AB, BC ¢ medial, e ¢ igual ao DE portanto,

também o DF é medial. E foi aplicado 3 racional DE; D E

portanto, a DG ¢é racional e incomensurivel com a DE em

comprimento. Pelas mesmas coisas, entio, também a GI é A B C
racional e incomensurivel com a GFE 1sto é, a DE em com-

primento. E, como os sobre as AB, BC sio incomensuriveis com duas vezes
o pelas AB, BC, o DF é incomensurivel com o GH; desse modo, também a
DG é incomensuravel com a GI. E sio racionais; portanto, as DG, GI sao
racionais comensurdveis somente em poténcia; portanto, a DI é irracional,
a chamada binomial. Mas a DE ¢ racional; portanto, o DH ¢ irracional e
a que serve para produzi-lo ¢ irracional. Mas a AC serve para produzir o
HD; portanto, a AC é irracional, e seja chamadaa que serve para produzir

dois mediais; o que era preciso provar.
LEMA

E que as ditas irracionais sao divididas, de wma vinica maneira, nas
retas das quais sio compostas, fazendo as espécies propostas, provaremos
imediatamente, expondo antes este pequeno lema:

Fique exposta a reta AB e fique cortada a toda em de-  =—ea—a—
. ) A DEC B
siguais em cada um dos C, D, e fique suposta a AC maior
do que DB; digo que os sobre as AC, CB sio maiores do que os sobre as
AD, DB.

Fique, pors, cortada a AB em duas no E. E, como a AC é maior do que
a DB, fique subtraida a DC comum; portanto, a AD restante é maior do
que a CB restante. Mas a AE é igual a EB; portanto, a DE é menor do que
a EC; portanto, os pontos C, D nao estao igualmente afastados do ponto
da bisseccio. E, como o pelas AC, CB, com o sobre a EC, ¢ igual ao sobre

a EB, mas, de fato, também o pelas AD, DB, com o sobre a DE ¢ igual a0
sobre a EB, portanto, o pelas AC, CB, com o sobre a EC, é igual ao pelas
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AD, DB, com o sobre a DE; dos quais, o sobre a DE é menor do que o
sobre a EC: portanto, também o pelas AC, CB restante é menor do que o
pelas AD, DB. Desse modo, também duas vezes o pelas AC, CB é menor do
que duas vezes o pelas AD, DB. Portanto, também o composto dos sobre
as AC, CB restante ¢ maior do que o composto dos sobre as AD, DB; o

que era preciso provar.

42.

A binomial ¢ dividida, em um s6 ponto, nas componentes.

A Seja a binomial AB dividida nas componentes no C; portanto, as
AC, CB s3o racionats comensurivels somente em poténcia. Digo que
a AB em um outro ponto nio ¢ dividida em duas racionais comensu-

D riveis somente em poténcia.

C Pois, se possivel, fique dividida também no D, de modo a serem

também as AD, DB racionais comensuriveis somente em poténcia. E

B evidente, entio, que a AC ndo é a mesma que a DB. Pors, se possfvel,
seja. Entao, também a AD serd a mesma quea CB; e, como a AC estard
paraa CB, asstim a BD paraa DA, e a AB serd do mesmo modo pela divisio
no C e tendo sido dividida no D; o que nido foi suposto. Portanto, a AC
ndo ¢ a mesma que a DB. Por isso, entio, também os pontos C, D nao se
afastam igualmente do ponto de bissecgio. Portanto, pelo que os sobre
as AC, CB diferem dos sobre as AD, DB, por isso também duas vezes o pelas
AD, DB difere de duas vezes o pelas AC, CB, pelo serem tanto os sobre
as AC, CB, com duas vezes o pelas AC, CB quanto os sobre as AD, DB, com
duas vezes o pelas AD, DB iguais ao sobre a AB. Mas os sobre as AC, CB
diferem dos sobre as AD, DB por um racional; pois, ambos sio racionais;
portanto, também duas vezes o pelas AD, DB difere de duas vezes o pelas
AC, CB por um racional, sendo mediais; o que é absurdo; pois um medial
nio excede um medial por um racional.
Portanto, a binomial nio é dividida em um e outro ponto; portanto, em

um sé; o que era preciso provar.
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43.

A primeira bimedial ¢ dividida em wm s6 ponto.

Sejaa primeira bimedial AB dividida no C, de
modo a serem as AC, CB mediais comensuraveis D C B
somente em poténcia, contendo um racional; digo que a AB ndo é dividida
em um outro ponto.

Pois, se possfvel, ﬁque dividida também no D, de modo também a
serem as AD, DB mediais comensuriveis somente em poténcia, contendo
um racional. Como, de fato, pelo que duas vezes o pelas AD, DB difere de
duas vezes o pelas AC, CB, por isso os sobre as AC, CB diferem dos sobre
as AD, DB, mas duas vezes o pelas AD, DB difere de duas vezes o pelas AC,
CB por um racional; pois, ambos sio racionais; portanto, também os sobre
as AC, CB diferem dos sobre as AD, DB por um racional, sendo mediais;
o que ¢ absurdo.

Portanto, a primeira bimedial nio é dividida, em um e outro ponto, nas

componentes; portanto, em um Sé; o que era PI‘ECiSO PI‘OV&I‘.

44.

A segunda bimedial ¢ dividida em wm s6 ponto.

Seja a segunda bimedial AB dividida no

A DC B
C, de modo a serem as AC, CB mediais
L. . E L H M
comensurdveis somente em poténcia, con- I I I I
tendo um medial; é evidente, entio, que o . TG |

C nio estd no ponto de bissecgio, porque
ndo sdo comensuravets em comprimento. Digo que a AB ndo ¢ dividida
em um outro ponto.

Pois, se possfvel, ﬁque dividida também no D, de modo a ndo sera AC a
mesma que a DB, mas a AC maior, por hipétese; ¢ claro, entio, que também
os sobre as AD, DB, como demonstramos acima, sio menores do que os

sobre as AC, CB; e serem as AD, DB mediais comensuriveis somente em
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poténcia, contendo um medial. E ﬁque exposta a EF racional, e, por um
lado, fique aplicado  EF o paralelogramo retangular El igual ao sobre a AB,
e, por outro lado, ﬁque subtraido o EG igual aos sobre as AC, CB; portanto,
o HI restante é igual a duas vezes o pelas AC, CB. De novo, entio, ﬁque
subtrafdo o EJ igual aos sobre as AD, DB, os que foram provados menores
do que os sobre as AC, CB; portanto, também o LI restante é igual a duas
vezes o pelas AD, DB. E, como os sobre as AC, CB sio mediais, portanto,
[também} o EG ¢é medial. E foi aplicado A racional EF; portanto, a EH
¢ racional e incomensurdvel com a EF em comprimento. Pelas mesmas
coisas, entio, também a HM é racional e incomensuridvel com a EF em
comprimento. E, como as AC, CB sio mediais comensuriveis somente em
poténcia, portanto, a AC é incomensurivel com a CB em comprimento.
Mas, como a AC para a CB, assim o sobre a AC para o pelas AC, CB; por-
tanto, o sobre a AC é incomensurivel com o pelas AC, CB. Mas, por um
lado, os sobre as AC, CB sio comensurdveis com o sobre a AC; pots, as AC,
CB sio comensurdvets em poténcia‘ E, por outro lado, duas vezes o pelas
AC, CB é comensurivel com o pelas AC, CB. Portanto, também os sobre
as AC, CB sio incomensuriveis com duas vezes o pelas AC, CB. Mas, por
um lado, o EG ¢ igual aos sobre as AC, CB, e, por outro lado, o HI ¢ igual
a duas vezes o pelas AC, CB; portanto, o EG ¢ incomensurivel com o HI;
desse modo, também a EH é incomensurdvel com a HM em comprimento.
E sio racionais; portanto, as EH, HM sao racionais comensuriveis somente
em poténcia. Mas, caso duas racionais comensuriveis somente em poténcia
sejam compostas, a toda ¢ irracional, a chamada binomial; portanto, a EM
¢ uma binomial dividida no H. Segundo as mesmas coisas, entio, também
as EL, LM serio provadas racionais comensuraveis somente em poténcia;
e a EM serd uma binomial dividida em um e outro, tanto o H quanto o L, e
a EH ndo ¢ a mesma que a LM, porque os sobre as AC, CB sio maiores do
que os sobre as AD, DB. Mas os sobre as AD, DB sio maiores do que duas
vezes o pelas AD, DB; portanto, também os sobre as AC, CB, isto é, o EG
¢, por muito, maior do que duas vezes o pelas AD, DB, isto ¢, o LI; desse
modo, também a EH é maior do que a LM. Portanto, a EH ndo ¢ a mesma

que a LM; o que era preciso provar.
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45.

A maior ¢ dividida no mesmo ponto s6.

Seja a mator AB dividida no C, de modo a serem as AC, CB in- A
comensurdveis em poténcia, fazendo, por um lado, o composto dos
quadrados sobre as AC, CB racional, e, por outro lado, o pelas AC,CB D
medial; digo que a AB nio ¢ dividida em um outro ponto. C

Pois, se possfvel, ﬁque dividida também no D, de modo a serem

também as AD, DB incomensurdveis em poténcia, fazendo, por um B
lado, o composto dos sobre as AD, DB racional, e, por outro lado, o

por elas medial. E, como, pelo que diferem os sobre as AC, CB dos sobre as
AD, DB, por isso difere também duas vezes o pelas AD, DB de duas vezes
o pelas AC, CB, mas os sobre as AC, CB excedem os sobre as AD, DB por
um racional; pois ambos sio racionais; portanto, duas vezes o pelas AD,
DB excede duas vezes o pelas AC, CB por um racional, sendo mediais; o
que ¢ impossivel. Portanto, a maior nio é dividida em um e outro ponto;

portanto, no mesmo somente; O que era PI‘ECiSO PI‘OV&I‘.

46.

A que serve para produzir um racional e wm medial ¢ dividida
em um s6 ponto.

Sejaa AB, a que serve para produzir um racional e um medial, divi- A
dida no C, de modo a serem as AC, CB incomensuriveis em poténcia,
fazendo, por um lado, o composto dos sobre as AC, CB medial, ¢, por C
outro lado, duas vezes o pelas AC, CB racional; digo que a AB ndo ¢é

dividida em um outro ponto.

Pois, se possivel, fique dividida também no D, de modo a serem as B
AD, DB incomensuriveis em poténcia, fazendo, por um lado, o com-
posto dos sobre as AD, DB medial, e, por outro lado, duas vezes o pelas
AD, DB racional. Como, de fato, pelo que difere duas vezes o pelas AC,

CB de duas vezes o pelas AD, DB, por isso diferem também os sobre as
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AD, DB dos sobre as AC, CB, mas duas vezes o pelas AC, CB excede duas
vezes o pelas AD, DB por um racional, portanto, também os sobre as AD,
DB excedem os sobre as AC, CB por um racional, sendo mediais; o que ¢
impossfvel. Portanto, a que serve para produzir um racional e um medial
nio ¢ dividida em um e outro ponto; portanto, é dividida em um ponto; o

que era preciso provar.

47.

A que serve para produzir dois mediais ¢ dividida em um sé ponto.

Seja a AB, [a que serve para produzir dois

mediais], dividida no C, de modo a serem as AC,

CB incomensuriveis em poténcia, fazendo, tanto
D 0 composto dos sobre as AC, CB medial quanto
C o pelas AC, CB medial ¢ ainda incomensurdvel

com o composto dos sobre elas. Digo que a AB

B F J G | ndoédividida em um outro ponto, fazendo as
colsas propostas.

Pois, se possfvel, ﬁque dividida no D, de modo a, de novo, evidentemente,
a AC nio ser a mesma que a DB, mas a AC ser maitor por hipétese, e ﬁque
exposta a EF racional, e ﬁque aplicado, por um lado, 3 EF 0 EG igual a0s
sobre AC, CB, e, por outro lado, o HI igual a duas vezes o pelas AC, CB;
portanto, o El todo ¢ igual ao quadrado sobre a AB. De novo, entio, ﬁque
aplicado a EF o EJ igual aos sobre os AD, DB; portanto, o restante, duas
vezes O pelas AD, DB, ¢ igual ao LI restante. E, como o composto dos
sobre as AC, CB foi suposto medial, portanto, também o EG é medial.
E foi aplicado A racional EF; portanto, a HE é racional e incomensurivel
com a EF em comprimento. Pelas mesmas coisas, entio, também a HM
¢ racional e incomensurivel com a EF em comprimento. E, como o com-
posto dos sobre as AC, CB ¢ incomensurivel com duas vezes o pelas AC,
CB, portanto, também o EG é incomensurivel com o GM; desse modo,
também a EH é incomensuravel com a HM. E sio racionais; portanto, as

EH, HM sio racionais comensurdvets somente em poténcia; portanto, a
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EM é uma binomial dividida no H. Do mesmo modo, entio, provaremos
que foi dividida no L. E a EH nio ¢ a mesma que a LM; portanto, a binomial
foi dividida em um e outro ponto; o que é absurdo. Portanto, a que serve
para produzir dois mediais nio é dividida em um e outro ponto; portanto,

¢ dividida em um [ponto] sé.
Segundas defini¢des

. Sendo supostas uma racional e a binomial dividida nas componentes,
da qual a maior componente ¢ maior em poténcia do que a menor pelo
sobre uma comensurdvel com aquela mesma em comprimento, caso a
maior componente seja comensurdvel em comprimento com a exposta
racional, seja chamada [a toda] primeira binomial.

. E, caso a menor componente seja comensurdvel em comprimento com
a exposta racional, seja chamada segunda binomial.

. E, caso nenhuma das componentes seja comensurdvel em comprimento
com a exposta racional, seja chamada terceira binomial.

. De novo, entao, caso a maior componente seja maior em poténcia [do
que a menor| pelo sobre uma incomensurével em comprimento com
aquela mesma, Caso a maior componente seja comensurivel em compri-
mento com a exposta racional, seja chamada quarta binomial.

. Enquanto, caso a menor, quinta.

6. Mas, caso nenhuma, sexta.

438.

Achar a primeira binomial.

Fiquem eXpostos 0s dois ndmeros

AC, CD, de modo a, por um lado, ter o pe— He— .
composto AB deles para o BC uma ra- c

zao que um ndmero quadrado, para um F G

nimero quadrado, e, por outro lado, nio A C B

ter para o CA uma razio que um nimero
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quadrado, para um ndmero quadrado, e fique exposta alguma racional, a
D, esejaa EF comensurivel com a D em comprimento. Portanto, também
a EF é racional. E ﬁque produzido como o ntimero BA para o AC, assim
o sobre a EF para o sobre a FG. Mas o AB tem para o AC uma razio que
um némero, para um ndmero; portanto, também o sobre a EF tem para
o sobre a FG uma razio que um ndmero, para um ndmero; desse modo, o
sobre a EF é comensurivel com o sobre a FG. E a EF é racional; portanto,
também a FG é racional. E, como o BA nio tem para o AC uma razio que
um néimero quadrado, para um nimero quadrado, portanto, nem o sobre
a EF tem para o sobre a FG uma razio que um ndmero quadrado, para um
nimero quadrado; portanto, a EF ¢ incomensurivel com a FG em com-
primento; portanto, as EF, FG s3o racionats comensurivets somente em
poténcia; portanto, a EG ¢ uma binomial.

Digo que é uma primeira.

Pois, como o ntimero BA esti para o AC, assim o sobre a EF parao sobre
a FG, mas o BA é maior do que o AC, portanto, também o sobre a EF, do
que o sobre a FG. Sejam, de fato, os sobre as FG, H iguais ao sobre a EE.
E, como o BA esti parao AC, assim o sobre a EF parao sobre a FG, portanto,
por conversao, como o AB esta para o BC, assim o sobre a EF para o sobre
a H. Mas o AB tem para o BC uma razio que um ndmero quadrado, para
um néimero quadrado; portanto, também o sobre a EF tem para o sobre a H
uma razao que um néimero quadrado, para um néimero quadrado. Portanto,
a EF é comensurivel com a H em comprimento; portanto, a EF é mator em
poténcia do que a FG pelo sobre uma comensurivel com aquela mesma. E
as EE FQG sio racionais, e a EF é comensurivel com a D em comprimento.

Portanto, a EG é uma primeira binomial; o que era preciso provar.

49.

A[}JCH" a segunda binomial.

Fiquem expostos os nlmeros AC, CB, de modo a, por um lado, o com-
posto AB deles ter para o BC uma razio que um ndmero quadrado, para

um ndmero quadrado, e, por outro lado, ndo ter para o AC uma razio que
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um nimero quadrado, paraum ntmero quadrado, A E

e ﬁque expostaa D racional, e sejaa EF comensu- C D H
ravel coma D em comprimento; portanto, a EF ¢ F
racional. Fique produzido, entio, também como B

o ntimero CA para o AB, assim o sobre a EF para G

o sobre a FG; portanto, o sobre a EF é comen-

suriavel com o sobre a FG. Portanto, também a FG é racional. E, como o
ntimero CA nio tem para o AB uma razio que um ndmero quadrado, para
um namero quadrado, nem o sobre a EF tem para o sobre a FG uma razio
que um ndmero quadrado, para um ndmero quadrado. Portanto, a EF é
incomensuravel com a FG em comprimento; portanto, as EFE FG sio racio-
nats comensuraveis somente em poténcia; portanto, a EG é uma binomial.

Deve-se provar, entao, que também é uma segunda.

Pois, por inversdo, como o ndmero BA estd para o AC, assim o sobre a
GF parao sobre a FE, mas o BA é maior do que o AC, portanto, [também}
o sobre a GF é maior do que o sobre a FE. Sejam os sobre as EE H iguais
ao sobre GF; portanto, por conversdo, cCOmo o AB esta para o BC, assim o
sobre a FG para o sobre a H. Mas o AB tem para o BC uma razio que um
ndmero quadrado, para um niéimero quadrado; portanto, também o sobre
a FG tem para o sobre a H uma razio que um ndamero quadrado, para um
némero quadrado‘ Portanto, a FG é comensurivel com a H em compri—
mento; desse modo, a FG é maior em poténcia do que a FE pelo sobre uma
comensuravel com aquela mesma. E as FG, FE sio racionais comensuraveis
somente em poténcia, e 0 componente menor EF é comensurivel com a
exposta racional D em comprimento.

Portanto, a EG é uma segunda binomial; o que era preciso provar.

50.

Achar a terceira binomial.

Fiquem expostos os dois ndmeros AC, CB, de modo a, por um lado, o
composto AB deles ter para o BC uma razio que um ndmero quadrado, para

um ndmero quadrado, e, por outro lado, nio ter para o AC uma razio que
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A C B umndmero quadrado, para um niimero

quadrado. E fique exposto também al-
E o— = |l e—a Do = gum outro nimero nio quadrado D, e
nio tenha para cada um dos BA, AC uma

razio que um nimero quadrado, para

um ndmero quadrado; e fique exposta
alguma reta racional, a E, e fique produzido como o D para o AB, assim o
sobre a E para o sobre a FG; portanto, o sobre a E é comensuravel com
o sobre a FG. E a E é racional; portanto, também a FG é racional. E, como o
D nido tem para o AB uma razio que um ndmero quadrado, para um nd-
mero quadrado, nem o sobre a E tem parao sobre a FG uma razio que um
ntimero quadrado, para um ndmero quadrado; portanto, a E é incomensu-
riavel com a FG em comprimento. Fique produzido, entio, de novo, como
o namero BA para o AC, assim o sobre a FG para o sobre a GH; portanto, o
sobre a FG é comensurivel com o sobre a GH. Mas a FG é racional; portan-
to, também a GH é racional. E, como o BA nio tem para o AC uma razio
que um ndmero quadrado, para um néimero quadrado, nem o sobre a FG
tem para o sobre a HG uma razio que um niéimero quadrado, para um
ndmero quadrado; portanto, a FG ¢ incomensurivel com a GH em com-
primento. Portanto, as FG, GH sdo racionais comensuraveis somente em
poténcia; portanto, a FH ¢ uma binomial.

Digo, entdo, que é também uma terceira.

Pois, como o D est3 para o AB, assim o sobre a E para o sobre a FG, e,
como o BA para o AC, assim o sobre a FG para o sobre a GH, portanto,
por igual posto, como o D estd para o AC, assim o sobre a E para o sobre
a GH. Mas o D ndo tem para o AC uma razdo que um néimero quadrado,
para um nimero quadrado; portanto, nem o sobre a E tem para o sobre
a GH uma razio que um ndmero quadrado, para um ndmero quadrado;
portanto, a E ¢é incomensurivel com a GH em comprimento. E, como
o BA est3 para o AC, assim o sobre a FG para o sobre a GH, portanto, o
sobre a FG ¢ maior do que o sobre a GH. Sejam, de fato, os sobre as GH,
I 1guats ao sobre a FG; portanto, por conversio, como o AB [est;ﬂ para o
BC, assim o sobre a FG parao sobre al. Mas o AB tem para o BC uma razio

que um néimero quadrado, para um ndmero quadrado; portanto, também
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o sobre a FG tem para o sobre a I uma razio que um ndmero quadrado,
para um ndmero quadrado; portanto, a FG [é} comensurivel com a I em
comprimento. Portanto, a FG ¢ maior em poténcia do que a GH pelo
sobre uma comensurivel com aquela mesma. E as FG, GH sio racionaits
comensurivels somente em poténcia, e nenhuma delas é comensurivel com
a E em comprimento.

Portanto, a FH é uma terceira binomial; o que era preciso provar.

51.

Achar a quarta binomial.

Fiquem expostos os dois niimeros AC, CB, de modo
a nao ter o AB para o BC, nem, por certo, para o AC
uma razao que um ndmero quadrado, para um ndmero

quadrado. E fique exposta a D racional, e seja a EF ¢ ¢

comensuravel com a D em comprimento; portanto, F
também a EF ¢ racional. E ﬁque Produzido como o B H
namero BA para o AC, assim o sobre a EF parao sobre G

a FG; portanto, o sobre a EF é comensurivel com o

sobre a FG; portanto, também a FG é racional. E, como o BA nio tem para
o AC uma razio que um néimero quadrado, para um ndmero quadrado, nem
o sobre a EF tem para o sobre a FG uma razio que um ndamero quadrado,
para um némero quadrado; portanto, a EF é incomensurivel com a FG em
comprimento. Portanto, as EF, FG sio racionais comensurdveis somente
em poténcia; desse modo, a EG é uma binomial.

Digo, entdo, que ¢ também uma quarta.

Pois, como o BA esti para o AC, assim o sobre a EF para o sobre a FG
[mas, o BA é maior do que o AC], portanto, o sobre a EF é maior do que
o sobre a FG. Sejam, de fato, os sobre as FG, H iguais ao sobre a EF; por-
tanto, por conversao, como o ndmero AB para o BC, assim o sobre a EF
para o sobre a H. Mas o AB nio tem para o BC uma razio que um ntimero
quadrado, para um ndmero quadrado; portanto, nem o sobre a EF tem para

o SObI’C a H umarazio que um ndmero quadrado, para um nimero quadra-
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do. Portanto, a EF é incomensurivel com a H em comprimento; portanto,
a EF ¢ maior em poténcia do que a GF pelo sobre uma incomensurdvel
com aquela mesma. E as EE FG sio racionais comensurdveis somente em
poténcia, e a EF é comensurivel com a D em comprimento.

Portanto, a EG é uma quarta binomial; o que era preciso provar.

52.
Achar a quinta binomial.

Fiquem expostos os dois niimeros AC, CB, de modo

A E a ndo ter o AB para cada um deles uma razio que um
C D F néimero quadrado, para um ndmero quadrado, e ﬁque
exposta alguma reta racional, a D, e seja a EF comen-

B IH surdvel coma D [em comprimento]; portanto, a EF ¢
G racional. E ﬁque produzido como o CA para o AB, assim

o sobre a EF para o sobre a FG. Mas o CA nio tem para
o AB uma razio que um ndmero quadrado, para um ndmero quadrado; por-
tanto, nem o sobre a EF tem parao sobre a FG uma razio que um ndmero
quadrado, para um ndmero quadrado. Portanto, as EE, FG sio ractonais
comensurdveis somente em poténcia; portanto, a EG ¢ uma binomial.

Digo, entdo, que ¢ também uma quinta.

Pois, como o CA estd para o AB, assim o sobre a EF para o sobre a FG,
por inversio, como o BA para o AC, assim o sobre a FG para o sobre a
FE; portanto, o sobre a GF ¢ maior do que o sobre a FE. Sejam, de fato,
os sobre as EE H iguais ao sobre a GF; portanto, por conversio, como o
ntmero AB estd parao BC, assim o sobre a GF parao sobre a H. Mas 0 AB
nio tem para o BC uma razio que um ndmero quadrado, para um nimero
quadrado; portanto, nem o sobre a FG tem para o sobre a H uma razio
que um némero quadrado, para um nimero quadrado. Portanto, a FG ¢
incomensurivel com a H em comprimento; desse modo, a FG ¢ maior em
poténcia do que a FE pelo sobre uma incomensurdvel com aquela mesma.
E as GE FE siao racionats comensurdveis somente em poténcia e a menor
componente EF ¢ comensuravel com a exposta racional D em comprimento.

Portanto, a EG é uma quinta binomial; o que era preciso provar.
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53.

Achar a sexta binomial.

Fiquem expostos os dois niimeros AC, CB, de modo

a ndo ter o AB para cada um deles uma razio que um A 0
nimero quadrado, para um némero quadrado; e seja C E
também um outro ndmero, o D, nio sendo quadrado F

nem tendo para cada um dos BA, AC uma razio que um B

ntimero quadrado, para um niéimero quadrado; e fique I I
exposta alguma reta racional, a E, e fique produzido G

como o D para o AB, assim o sobre a E para o sobre a "

FG; portanto, o sobre a E é comensuravel com o sobre
a FG. E a E ¢é racional; portanto, também a FG é racional. E, como o D
nio tem para o AB uma razio que um ndmero quadrado, para um ndmero
quadrado, portanto, nem o sobre a E tem para o sobre a FG uma razio que
um namero quadrado, para um ntmero quadrado; portanto, a E ¢ inco-
mensurdvel com a FG em comprimento. Fique produzido, entdo, de novo,
como o BA para o AC, assim o sobre a FG para o sobre a GH. Portanto,
o sobre a FG é comensurivel com o sobre HG. Portanto, o sobre a HG é
racional; portanto, a HG ¢ racional. E, como o BA nio tem para o AC uma
razio que um ndmero quadrado, para um néimero quadrado, nem o sobre
a FG tem para o sobre a GH uma razio que um ntmero quadrado, para
um nimero quadrado; portanto, a FG ¢ incomensurivel com a GH em
comprimento. Portanto, as FG, GH sio racionats comensurivets somente
em poténcia; portanto, a FH é uma binomial.

Deve-se, entio, provar que é também uma sexta.

Pois, como o D estd para o AB, assim o sobre a E para o sobre a FG,
mas, também como o BA para o AC, assim o sobre a FG para o sobre a
GH, portanto, por igual posto, como o D esta para o AC, assim o sobre
a E para o sobre a GH. Mas o D nio tem para o AC uma razdo que um
ntimero quadrado, para um niémero quadrado; portanto, nem o sobre a
E tem para o sobre a GH uma razio que um némero quadrado, para um

ntimero quadrado; portanto, a E ¢ incomensurdvel com a GH em compri-
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mento. Mas foi provada também incomensurivel com a FG; portanto, cada
uma das FG, GH ¢ incomensurivel com a E em comprimento‘ E, como
o BA estd para o AC, assim o sobre a FG para o sobre a GH, portanto, o
sobre a FG é maior do que o sobre a GH. Sejam, de fato, os sobre as GH,
I 1guats ao sobre [a] FG; portanto, por conversio, como o AB para o BC,
assim o sobre FG para o sobre a I. Mas o AB nio tem para o BC uma razio
que um ntimero quadrado, para um ndmero quadrado; desse modo, nem
o sobre a FG tem para o sobre a I uma razio que um ndmero quadrado,
para um ndmero quadrado. Portanto, a FG ¢ incomensurdvel com a I em
comprimento; portanto, a FG é mator em poténcia do que a GH pelo
sobre uma incomensurivel com aquela mesma. E as FG, GH sao racionats
comensurdveis somente em poténcia, e nenhuma delas é comensuravel em
comprimento com a exposta racional E.

Portanto, a FH é uma sexta binomial; o que era preciso provar.

LEMA

Sejam os dois quadrados AB, BC e ﬁquem expostos de modo a estar a
DB sobre uma reta com a BE; portanto, também a FB estd sobre uma reta
com a BG. E fique completado o paralelogramo AC. Digo que o AC é um
quadrado, e queo DG ¢ médio, em proporgao, entre 0s AB, BC, e ainda o
DC é médio, em proporgao, entre 0s AC, CB.

Pots, como, por um lado, a DB é igual a BE, e, por

I G C outro lado, a BE, a BG, portanto, a DE toda ¢ igual a
D E FG toda. Mas a DE é igual a cada uma das AH, IC, en-
quanto a FG ¢ igual a cada uma das Al, HC; portanto,

também cada uma das AH, IC ¢ igual a cada uma das

A F H Al HC. Portanto, o paralelogramo ACé equilétero; mas

também ¢ equidngulo; portanto, o AC é um quadrado.

E, como a FB estd para a BG@G, asstm a DB para a BE, mas, por um lado,

como a FB para a BG, asstim o AB para o DG, e, por outro lado, como a

DB para a BE, assim o DG para o BC, portanto, também como o AB para

o DG, asstm o DG para o BC. Portanto, o DG é médio, em proporgao,
entre os AB, BC.

Digo, entdo, que também o DC [é} médio, em proporgao, entre os AC, CB.
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Pois, como a AD esta paraa DI, assim aIG paraa GG; pois, cada uma [é}
igual a cada uma; e, por composigﬁo, como a Al paraa 1D, asstm a IC paraa
CG, mas, por um lado, como a Al para a ID, assim o AC para o CD, e, por
outro lado, como a IC para CGQG, asstm o DC para CB, portanto, também
como o AC para DC, asstm o DC para o BC. Portanto, o DC é médio, em

proporgdo, entre os AC, CB; as quats coisas era proposto provar.

54.

Caso uma drea seja contida por uma racional ¢ a primeira binomial, a

que serve para prodvt{ir a drea é irracional, a chamada binomial.

Seja, pois, a area AC contida pelas racional

AB e primeira binomial AD; digo que a que

serve para produzir a drea AC ¢ irracional, a

chamada binomial. B Hi J C
Pois, como a AD é uma primeira binomial,

ﬁque dividida nas componentes no E, e seja R

a AE a componente maior. E evidente, entio, L N

que as AE, ED sdo racionais comensuraveis

somente em poténcia, eaAE é matorem potén-

cia do que a ED pelo sobre uma comensuravel g 0
com aquela mesma, e a AE é comensurdvel

com a racional exposta AB em comprimento. Fique, entio, cortada a ED
em duas no ponto E E, como a AE é maitor em poténcia do que a ED pelo
sobre uma comensurdvel com aquela mesma, portanto, caso seja aplicado
a mator AE um igual a quarta parte do sobre a menor, isto é, ao sobre a EF,
deficiente por uma figura quadrada, divide-a em comensurdveis. Fique, de
fato, aplicado a AE o pelas AG, GE igual ao sobre a EF; portanto, a AG ¢é
comensurdvel com a EG em comprimento. E fiquem tragadas, a partir dos
G, E, E as GH, EI, F] paralelas a qualquer uma das AB, CD; e, por um lado,
ﬁque construido o quadrado SM igual a0 paralelogramo AH, e, por outro
lado, o MP igual ao GI, e fiquem postos de modo a estar a LM sobre uma

reta com a MN; portanto, também a RM estd sobre um reta com a MO. E
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ﬁque completado o paralelogramo SP; portanto, o SP é um quadrado‘ E,
como o pelas AG, GE ¢ igual ao sobre a EE portanto, como a AG esti para
EE assim a FE para EG; portanto, também como o AH para EJ, o EJ para
1G; portanto, o EJ é médio, em proporgao, entre os AH, GI. Mas, por um
lado, o AH é igual a0 SM, ¢, por outro lado, o GI ¢ igual a0 MP; portanto,
o EJ é médio, em proporgao, entre os SM, MP. Mas também o LR é mé-
dio, em proporgao, entre 0s SM, MP; portanto, o EJ ¢ igual ao LR: desse
modo, também é igual ao ON. Mas também os AH, GI sio iguais aos SM,
MP; portanto, o AC todo ¢ igual ao SP todo, isto ¢, a0 quadrado sobre a
LN; portanto, a LN serve para produzir o AC.

Digo que a LN ¢ uma binomial.

Pois, como a AG é comensurivel com a GE, também a AE é comensurivel
com cada uma das AG, GE. Mas também a AE foi suposta comensuravel com
a AB; portanto, as AG, GE sio comensuriveis com a AB. E a AB é racional;
portanto, também cada uma das AG, GE é racional; portanto, cada um dos
AH, GI é racional, e 0 AH ¢ comensurivel com o GI. Mas, por um lado,
o AH éigual ao SM, e, por outro lado, o GI, a0 MP; portanto, também os
SM, MP isto é, os sobre as LM, MN sio racionais e comensuraveis. E, como
a AE ¢ incomensurdvel com a ED em comprimento, mas, por um lado, a
AE é comensuravel com a AG, e, por outro lado, a DE é comensurivel com
a EF, portanto, também a AG ¢ incomensurdvel com a EF; desse modo,
também o AH ¢ incomensurdvel com o EJ. Mas, por um lado, 0 AH ¢ igual
ao SM, e, por outro lado, o EJ, ao LR; portanto, o SM ¢ incomensurivel
com o LR. Mas, como o SM para LR, a OM paraa MR; portanto, a OM ¢
incomensurivel com a MR. Mas, por um lado, a OM ¢ igual a LM, e, por
outro lado, a MR, 3 MN; portanto, a LM ¢ incomensurdvel com a MN.
E o sobre a LM é comensurivel com o sobre a MN, e cada um é racional;
portanto, as LM, MN sio racionats comensuriveis em poténcia‘

Portanto, a LN ¢ uma binomial e serve para produzir a AC; o que era

preciso provar.
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55.

Caso uma drea seja contida por uma racional ¢ a segunda binomial, a que
serve para produzir a drea ¢ irracional, a chamada primeira bimedial.

Seja, pois, a drea ABCD contida pelas racio-

nal AB e segunda binomial AD; digo que a que

serve para produzir a drea AC é uma primeira
bimedial. B Hl1 J C

Pois, como a AD é uma segunda binomial,

fique dividida nas componentes no E, de modo R

a ser a AE a maior componente; portanto, as L N
AE, ED sio racionats comensurdvets somente

em poténcia, e a AE é maior em poténcia do que

a ED pelo sobre uma comensurivel com aquela S 0
mesma, e a menor componente ED é comensu-

riavel com a AB em comprimento‘ Fique cortadaa ED em duasno F e ﬁque
aplicado a AE o pelas AGE igual ao sobre a EE deficiente por uma figura
quadrada. Portanto, a AG é comensurivel com a GE em comprimento‘ E
pelos G, E, F fiquem tragadas as GH, EI, FJ paralelas as AB, CD, e fiquem
construidos, por um lado, o quadrado SM igual ao paralelogramo AH,
e, por outro lado, o quadrado MP igual ao GI, e fiquem postos de modo
a estar a LM sobre uma reta com a MN; portanto, também a RM [est:ﬂ
sobre uma reta com a MO. E ﬁque completado o quadrado SP; é evidente,
entdo, do que foi antes provado, que o LR é um médio, em proporgio entre
os SM, MP, e ¢ igual ao EJ, e ainda a LN serve para produzir a drea AC.
Deve-se, entio, provar que a LN ¢ uma primeira bimedial. Como a AE é
incomensurivel com a ED em comprimento, e a ED ¢ comensurivel com a
AB, portanto, a AE ¢é incomensuravel com a AB. E, como a AG é comensu-
riavel com a EG, também a AE é comensurivel com cada uma das AG, GE.
Mas a AE é incomensurivel com a AB em comprimento; portanto, também
as AG, GE sio incomensurdveis com a AB. Portanto, as BA, AG, GE sio

racionais comensuraveis somente em poténcia; desse modo, cada um dos

AH, GI é medial. Desse modo, também cada um dos SM, MP é medial.
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Portanto, também as LM, MN sio mediais. E, como a AG é comensurivel
coma GE em comprimento, também o AH é comensurivel com o GI, isto
é, 0 SM, com o MP, isto é, o sobre a LM com o sobre a MN [porque as
LM, MN siao comensurdveis em poténcia} .E, como a AE é incomensurivel
coma ED em comprimento, mas, por um lado, a AE é comensurivel com
a AG, e, por outro lado, a ED é comensurivel com a EF, portanto, a AG é
incomensurivel com a EF; desse modo, também o AH é incomensuravel
com o EJ, isto é, 0 SM, com o LR, isto é,a OM, com a MR, isto é,a LM ¢
incomensurivel com a MN em comprimento. E as LM, MN foram provadas
também mediais, sendo também comensurdveis em poténcia; portanto, as
LM. MN sio mediais comensuriveis somente em poténcia. Digo, entdo, que
também contém um racional. Pois, como a DE foi suposta comensurdvel
com cada uma das AB, EF, portanto, também a EF é comensurivel com
a EI. E cada uma delas ¢ racional; portanto, o EJ, isto ¢, o LR ¢ racional;
mas, o LR é o pelas LMN. E, caso duas mediais, comensurdveis somente
em poténcia, contendo um racional sejam compostas, a toda é irracional,
e foi chamada primeira bimedial.

Portanto, a LN é uma primeira bimedial; o que era preciso provar.

56.

Caso uma drea seja contida por uma racional ¢ a terceira binomial, a que
serve para prodwt(ir a drea ¢ irracional, a chamada segunda bimedial.

A GEF p Seja, pois, contida a drea ABCD pela racio-

nal AB e a terceira binomial AD, dividida nas

componentes no E, das quais a AE é a maior;

B H1J c digo que a que serve para produzir adrea AC ¢

irracional, a chamada segunda bimedial.

i Fiquem, pois, construidas as mesmas coi-

L M N sas que nos anteriores. E, como a AD é uma
terceira binomial, portanto, as AE, ED sio

racionais comensuraveis somente em poténcia,

S 0 e a AE é mator em poténcia do que a ED pelo
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sobre uma comensuravel com aquela mesma, e nenhuma das AE, ED [é}
comensurivel com a AB em comprimento. Do mesmo modo, entio, que nas
coisas provadas antes, provaremos que a LN ¢a que serve para produzir a
drea AC, e as LM, MN sio mediais comensuriveis somente em poténcia;
desse modo, a LN é bimedial.

Deve-se, entdo, provar que é também uma segunda.

[E] como a DE ¢ incomensurivel com a AB em comprimento, isto ¢,
com a EJ, mas a DE é comensurédvel com a EF, portanto, a EF é incomen-
suravel com a EI em comprimento. E sdo racionais; portanto, as FE, EI
sdo racionais comensurdveis somente em poténcia. Portanto, o EJ, isto é, o
LR é medial; e estd contido pelas LMN; portanto, o pelas LMN ¢ medial.

Portanto, a LN ¢é uma segunda bimedial; o que era preciso provar.

57.

Caso uma drea seja contida por uma racional e a quarta binomial, a que
serve para produzir a drea ¢ irracional, a chamada maior.

Seja, pois, contida a drea AC pela racional A GEF p

AB e a quarta binomial AD, dividida nas com-

ponentes no E, das quais a maior seja a AE;

digo que a que serve para produzir a drea AC ¢ B HiJ C

irracional, a chamada maior.

Pois, como a AD ¢ uma quarta binomial,

portanto, as AE, ED sio ractonais comensu- L Y N

raveis somente em poténcia, e a AE é maior

em poténcia do que a ED pelo sobre uma

incomensurivel com aquela mesma, ¢ a AE S 0

[é] comensurdvel com a AB em comprimento.

Fique cortada a DE em duas no F ¢ ﬁque aplicado aAE o paralelogramo
pelas AG, GE igual ao sobre a EF; portanto, a AG ¢ incomensurdvel com
a GE em comprimento. Fiquem tracadas as GH, EI, F] paralelas aAB, e
as restantes coisas fiquem produzidas as mesmas que as nos antes deste; é

evidente, entio, que a que serve para produzir a drea AC é a LN. Deve-se,
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entio, provar que a LN ¢ uma irracional, a chamada maior. Como a AG ¢
incomensurivel com a EG em comprimento, e 0 AH é incomensurivel com
o GI, 1sto é, 0 SM com o MP; portanto, as LM, MN si3o incomensurdvets
em poténcia. E, como a AE é comensuravel com a AB em comprimento, o
Al é racional; e é igual aos sobre as LM, MN; portanto, também o composto
dos sobre as LM, MN [¢] racional. E, como a DE [¢] incomensurdvel com
a AB, isto ¢, com a EI em comprimento, mas a DE ¢ comensurivel com a
EF, portanto,a EF é incomensuravel com a El em comprimento. Portanto,
as EI, EF sdo racionais comensurdveis somente em poténcia; portanto, o
JE, isto é, o LR é medial. E estd contido pelas LM, MN; portanto, o pelas
LM, MN ¢é medial. E o [composto| dos sobre as LM, MN ¢é racional, e as
LM, MN sio incomensurivets em poténcia. Mas, caso duas retas incomen-
surdveis em poténcia, fazendo, por um lado, o composto dos quadrados
sobre elas racional, e, por outro lado, o por elas medial, sejam compostas,
a toda é irracional, e é chamada maior.

Portanto, a LN ¢ irracional, a chamada maior, e serve para produzir a

irea AC; o que era preciso provar.
58.

Caso uma drea seja contida por uma racional ¢ a quinta binomial, a
que serve para produzir a drea ¢ irracional, a chamada a que serve para
produ@'r um racional ¢ um medial.

A GEF p Seja, pois, contida a drea AC pela racional AB

¢ a quinta binomial AD, dividida nas compo-

nentes no E, de modo a ser a AE a maior com-
ponente; digo, [entdo], que a que serve para

R produzir a drea AC ¢ irracional, a chamadaa que

serve para produzir um racional e um medial.

M Fiquem, pois, construfdas as mesmas coisas

que nos provados antes; é evidente, entio, que

a que serve para produzir a drea AC é a LN.

Deve-se, entio, provar que a LN éa que serve
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para produzir um racional e um medial. Pois, como a AG é incomensurivel
com a GE, portanto, também o AH é incomensurivel com o HE, isto é, o
sobre a LM com o sobre a MN; portanto, as LM, MN sio incomensuraveis
em poténcia‘ E, como a AD ¢ uma quinta binomial, e 0 ED [é} O menor
segmento dela, portanto, a ED é comensurivel com a AB em comprimento.
Mas a AE é incomensurivel com a ED; portanto, também a AB é incomen-
surdavel com a AE em comprimento. [As BA, AE sio racionais comensuraveis
somente em poténcia.} Portanto, o Al, 1sto ¢, o composto dos sobre as LM,
MN ¢ medial. E, como a ED é comensurivel com a AB em comprimento,
isto ¢, com a EI, mas a DE é comensurivel com a EE portanto, também a
EF é comensurivel com a EI. E a EI é racional; portanto, também o EJ ¢
racional, isto é, 0 LR, isto é, 0 pelas LMN; portanto, as LM, MN sio inco-
mensuraveis em poténcia, fazendo, por um lado, o composto dos quadrados
sobre elas medial, e, por outro lado, o por elas racional.

Portanto, a LN é a que serve para produzir um racional e um medial e

serve para produzir a area AC; o que era preciso provar.

59.

Caso uma drea seja contida por uma racional ¢ a sexta binomial, a que
serve para produzir a drea ¢ irracional, a chamada a que serve para
produzir dois mediais.

Seja, pois, contida a drea ABCD pela ra-
cional AB e a sexta binomial AD, dividida A GEF D

nas componentes no E, de modo a ser a AE a

mator componente; digo que a que serve para B Hi J C
produzir o AC é a que serve para produzir dois
mediais. R
Fiquem, [pois], construidas as mesmas coi- L N
sas que nos provados antes. E evidente, entio, M

que a que serve para produzir o AC ¢é a LN,

e que a LM ¢é incomensurivel com a MN em

poténcia. E, como a EA é incomensurivel com
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a AB em comprimento, portanto, as EA, AB sio racionats comensuravets
somente em poténcia. Portanto o Al, 1sto é, o composto dos sobre as LM,
MN ¢ medial. De novo, como a ED é incomensurdvel com a AB em com-
primento, portanto, também a FE é incomensurivel com a EI; portanto, as
FE, EI sio racionats comensurivels somente em poténcia; portanto, o EJé
medial, isto é, o LR, isto é, o pelas LMN. E, como a AE é incomensurivel
com a EE, também o Al é incomensurédvel com o EJ. Mas, por um lado, o
Al é o composto dos sobre as LM, MN, e, por outro lado, 0 E] é 0 pelas
LMN; portanto, o composto dos sobre as LMN é incomensurivel com o
pelas LMN. E, cada um deles é medial, e as LM, MN sio incomensuriveis
em poténcia.

Portanto, a LN ¢é a que serve para produzir dois mediais e serve para

produzir o AC; o que era preciso provar.

[LEMA

Caso uma linba reta seja cortada em desiguais, os quadrados sobre as
desiguais sdo maiores do que duas vezes o retﬁngulo contido pelas desiguais.

A Seja a reta AB e ﬁque cortada em desiguais no C, e sejaa AC a
maior; digo que os sobre as AC, CB sio maiores do que duas vezes o
D pelas AC, CB.
C Fique, pois, a AB cortada em duas no D. Como, de fato, uma linha
reta foi cortada, por um lado, em iguais no D, e, por outro lado, em
B desiguais no C, portanto, o pelas AC, CB, com o sobre CD ¢ igual
ao sobre AD; desse modo, o pelas AC, CB é menor do que o sobre AD;
portanto, duas vezes o pelas AC, CB é menor do que o dobro do sobre AD.
Mas os sobre as AC, CB [sdo] o dobro dos sobre as AD, DC; portanto, os

sobre as AC, CB sio maiores do que duas vezes o pelas AC, CB; o que era

preciso provar.}
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60.

O sobre a binomial, aplicado a uma racional, faz como largura
a primeira binomial.

Seja a binomial AB dividida nas componentes

no C, de modo a ser a AC a maior componente, e D | L M G
fique exposta a DE racional, e fique aplicado 3 DE
o DEFG igual ao sobre a AB, fazendo como largu— E HJ N F

raa DG; digo quea DG é uma primeira binomial.

Fiquem, pois, aplicado a DE, por um lado, o A C B
DH igual ao sobre a AC, e, por outro lado, o IJ
igual a0 sobre a BC; portanto, o restante, duas vezes o pelas AC, CB, ¢ igual
ao LE Fique cortada a LG em duas no M, e fique tragada a MN paralela [a
cada uma das LJ, GF]. Portanto, cada um dos LN, MF ¢ igual a uma tnica
VezZ o pelas ACB. E, como a AB é uma binomial dividida nas componentes no
C, portanto, as AC, CB sio ractonais comensuriveis somente em poténcia;
portanto, os sobre as AC, CB sio racionais e comensuraveis entre si: desse
modo, também o composto dos sobre as AC, CB [é comensuravel com os
sobre as AC, CB; portanto, o composto dos sobre as AC, CB ¢ racional ].
E ¢ igual ao DJ; portanto, o DJ ¢é racional. E foi aplicado a racional DE;
portanto, a DL é racional e comensurivel com a DE em comprimento‘ De
novo, como as AC, CB sio ractonais comensuriveis somente em poténcia,
portanto, duas vezes o pelas AC, CB, isto é, o LF é medial. E foi aplicado
a racional LJ; portanto, a LG ¢é racional e incomensurdvel com a L], isto ¢,
com a DE em comprimento. Mas também a LD é racional e comensuravel
com a DE em comprimento; portanto, a DL é incomensurivel com a LG
em comprimento. E sdo ractonats; portanto, as DL, LG sdo ractonats co-
mensuriveis somente em poténcia; portanto, a DG é uma binomial.

Deve-se, entio, provar que é também uma primeira.

Como o pelas ACB ¢ médio, em proporgao, entre os sobre as AC, CB,
portanto, também o LN é médio, em proporgao, entre os DH, IJ. Portanto,
como o DH estd para o LN, asstm o LN para o IJ, isto ¢, como a DI para a

LM, alLM paraa LI; portanto, o pelas DI, IL ¢ igual ao sobrea LM. E, como o
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sobre a AC é comensuravel com o sobre a CB, também o DH é comensuraivel
com o IJ; desse modo, também a DI é comensuravel com a IL. E, como os
sobre as AC, CB s3io maiores do que duas vezes o pelas AC, CB, portanto,
também o DJ é maior do que o LF; desse modo, também a DL é maior do
que a LG.Eo pelas DI, IL ¢ igual ao sobre a LM, isto é, a um quarto do
sobre a LG, e a DI é comensurivel com a IL. Mas, caso duas retas sejam
desiguais, e seja aplicado a maior um igual & quarta parte do sobre a menor,
deficiente por uma ﬁgura quadrada e divida-a em comensurdveis, a maior é
maior em poténcia do que a menor pelo sobre uma comensurdvel com aquela
mesma; portanto, a DL é mator em poténcia do que a LG pelo sobre uma
comensurivel com aquela mesma. E as DL, LG sio racionats, e a mator com-
ponente DL ¢ comensuravel com a exposta racional DE em comprimento.

Portanto, a DG é uma primeira binomial; o que era preciso provar.

61.

O sobre a primeira bimedial, aplicado a wuma racional, faz como largura a
segunda binomial.

L M Seja a primeira bimedial AB dividida nas

D G mediais no C, das quais a AC é a maior, e fique
exposta a racional DE, e ﬁque aplicado a DE o

E HJ N F paralelogramo DE igual ao sobre a AB, fazendo

como larguraa DG; digo que a DG é uma segunda
A C B binomial.

Fiquem, pois, construfdas as mesmas coisas que nos antes deste. E,

como a primeira bimedial AB foi dividida no C, as AC, CB sio mediais
comensurdveis somente em poténcia, contendo um racional; desse modo,
também os sobre as AC, CB sio mediais. Portanto, o DJ é medial. E foi
aplicado A racional DE; portanto, a LD é racional e incomensuravel com a
DE em comprimento. De novo, como duas vezes o pelas AC, CB ¢é racional,
também o LF é racional. E foi justaposto a racional LJ; portanto, também
a LG é racional e comensurivel em comprimento com a LJ, isto é, com a

DE; portanto, a DL é incomensurivel com a LG em comprimento. E sio
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ractonais; portanto, as DL, LG sdo racionais comensurdveis somente em
poténcia; portanto, a DG ¢ uma binomial.

Deve-se, entido, provar que ¢ também uma segunda.

Pois, como os sobre as AC, CB sio maiores do que duas vezes o pelas
AC, CB, portanto, também o DJ é maior do que o LF; desse modo, também
a DL, do que a LG. E, como o sobre a AC é comensurivel com o sobre a
CB, também o DH é comensurdvel com o IJ; desse modo, também a DI ¢
comensurivel com a IL. E o pelas DIL ¢ igual a0 sobre a LM; portanto, a
DL é maior em poténcia do que a LG pelo sobre uma comensurdvel com
aquela mesma. E a LG ¢ comensurdvel com a DE em comprimento.

Portanto, a DG é uma segunda binomial.

62.

O sobre a segunda bimedial, aplicado a wma racional, faz como largura a
terceira binomial.

Seja a segunda bimedial AB dividida nas me- D I L M G

diais no C, de modo a ser o AC o0 maior segmento,

esejaa DE alguma racional, e ﬁque aplicado aDE

o paralelogramo DF igual ao sobre a AB, fazendo

como Iargura aDG; digo que a DG ¢ uma terceira
binomial. A c B

Fiquem construfdas as mesmas coisas que nos provados anteriormente.
E, como a AB é uma segunda bimedial dividida no C, portanto, as AC, CB
sio mediais comensurdveis somente em poténcia, contendo um medial;
desse modo, também o composto dos sobre as AC, CB é medial. E é igual
ao DJ; portanto, também o DJ ¢ medial. E foi justaposto a racional DE;
portanto, também a LD ¢ racional e incomensurivel com a DE em com-
primento. Pelas mesmas coisas, entio, também a LG é racional e incomen-
surdvel com a L], isto ¢, com a DE, em comprimento; portanto, cada uma
das DL, LG é racional e incomensurivel com a DE em comprimento. E,

como a AC é incomensuravel com a CB em comprimento, e como a AC para

a CB, assim o sobre a AC para o pelas ACB, portanto, também o sobre a
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AC é incomensuravel com o pelas ACB. Desse modo, também o composto
dos sobre as AC, CB ¢ incomensurdvel com duas vezes o pelas ACB, isto
é,0D]J com o LF; desse modo, também a DL ¢ incomensurivel com a LG.
E sio ractonais; portanto, a DG é uma binomial.

Deve-se, [entdo], provar que ¢ também uma terceira.

Do mesmo modo, entio, que nos anteriores, concluiremos que a DL
¢ maior do que a LG, e a DI ¢ comensurdvel com a IL. E o pelas DIL ¢é
igual a0 sobre a LM; portanto, a DL é mator em poténcia do que a LG,
pelo sobre um comensurdvel com aquela mesma. E nenhuma das DL,
LG é comensurivel com a DE em comprimento.

Portanto, a DG é uma terceira binomial; o que era preciso provar.

63.

O sobre a maior, aplicado a wma racional, faz como largura
a quarta binomial.

Sejam a maior AB dividida no C, de modo a

ser a AC maior do que CB, e a DE uma racional,
e ﬁque aplicado aDE o paralelogramo DF igual
E HJ N F ao sobre a AB, fazendo como largura a DG; digo

que a DG é uma quarta binomial.

A C B Fiquem construfdas as mesmas coisas que nos
provados antertormente. E, como a AB é uma

maior, dividida no C, as AC, CB sio incomensuriveis em poténcia, fazendo,
por um lado, o composto dos quadrados sobre elas racional, e, por outro lado,
o por elas medial. Como, de fato, o composto dos sobre as AC, CB é racio-
nal, portanto, também o DJ é racional; portanto, também a DL é racional e
comensuravel coma DE em comprimento. De novo, como duas vezes o pelas
AC, CB, isto é, o LF é medial, e estd junto a racional L], portanto, também
a LG é racional e incomensurivel com a DE em comprimento; portanto,
também a DL é incomensurivel com a LG em comprimento‘ Portanto, as
DL, LG sdo racionais comensuraveis somente em poténcia. Portanto, a DG

¢ uma binomial.
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Deve-se, [entdo], provar que também ¢ uma quarta.

Do mesmo modo, entio, que nos anteriores, provaremos que a DL ¢
maior do que a LG, e que o pelas DIL ¢ igual ao sobre a LM. Como, de
fato, o sobre a AC é incomensurivel com o sobre a CB, portanto, também
o DH ¢ incomensurivel com o IJ; desse modo, também a DI é incomen-
suravel com a IL. Mas, caso duas retas sejam desiguais, e seja aplicado a
maior um paralelogramo igual & quarta parte do sobre a menor, deficiente
por uma ﬁgura quadrada, e divida-a em incomensuriveis, a maior sera maior
em poténcia do que a menor pelo sobre uma incomensurdvel com aquela
mesma em comprimento; portanto, a DL é mator em poténcia do que a
LG pelo sobre uma incomensurivel com aquela mesma. E as DL, LG sao
racionais comensuravets somente em poténcia, e a DL é comensurdvel com
a exposta racional DE.

Portanto, a DG é uma quarta binomial; o que era preciso provar.

64.

O sobre a que serve para produzir um racional e um medial, aplicado a
uma racional, faz como largura a quinta binomial.

Sejaa que serve para produzir um racional e um

medial, a AB, dividida nas retas no C, de modo a

ser a AC a maior, e ﬁque exposta a racional DE, . .
e fique aplicado a DE o DF igual ao sobre a AB, HJ N

fazendo como largura aDG; digo quea DG éuma

quinta binomial. A C B
Fiquem construfdas as mesmas coisas que nos antes deste. Como, de
fato, a AB, a que serve para produzir um racional e um medial, foi dividida
no C, portanto, as AC, CB sio incomensuriveis em poténcia, fazendo, por
um lado, o composto dos quadrados sobre elas medial, e, por outro lado, o
por elas racional. Como, de fato, o composto dos sobre as AC, CB ¢ medial,
portanto, o DJ ¢ medial; desse modo, a DL é racional e incomensurivel
com a DE em comprimento. De novo, como duas vezes o pelas ACB, isto

é, o LF é racional, portanto, a LG ¢ racional e comensurivel com a DE.
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Portanto, a DL é incomensurivel com a LG; portanto, as DL, LG sio racio-
nats comensuraveis somente em poténcia; portanto, a DG é uma binomial.

Digo, entdo, que é também uma quinta.

Pois, do mesmo modo serd provado que o pelas DIL ¢ igual ao sobre a
LM, e a DI é incomensurivel com a IL em comprimento; portanto, a DL é
maior em poténcia do quea LG pelo sobre uma incomensuravel com aquela
mesma. E as DL, LG sio [racionais] comensurivels somente em poténcia,
e amenor LG é comensurdvel com a DE em comprimento.

Portanto, a DG é uma quinta binomial; o que era preciso provar.

65.

O sobre a que serve para produzir dois mediais, aplicado a wma racional,
faz como largura a sexta binomial.

Seja a que serve para produzir dois mediais, a

D | L M G AB, dividida no C, e seja a DE uma racional. E

ﬁque aplicado a DE o DF igual a0 sobre a AB,

E HJ N F fazendo como largura a DG; digo que a DG ¢
uma sexta binomial.

A C B Fiquem, pois, construidas as mesmas coisas

que nos anteriores. E, como a AB, a que serve para
produzir dois mediais, é dividida no C, portanto, as AC, CB sio incomen-
surdveis em poténcia, fazendo tanto o composto dos quadrados sobre elas
medial quanto o por elas medial, e ainda 0 composto dos quadrados sobre
elas incomensurdvel com o por elas; desse modo, segundo as coisas pro-
vadas antes, cada um dos DJ, LF é medial. E foi justaposto a racional DE;
portanto, cada uma das DL, LG ¢é racional e incomensurdvel com a DE em
comprimento. E, como o composto dos sobre as AC, CB é incomensurével
com duas vezes o pelas AC, CB, portanto, o DJ é incomensurdvel com o
LE Portanto, também a DL é incomensuravel com a LG; portanto, as DL,
LG sio racionais comensurivels somente em poténcia; portanto, a DG ¢
uma binomial.

Digo, entdo, que é também uma sexta.
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Do mesmo modo, entio, de novo, provaremos que o pelas DIL ¢ igual
ao sobre a LM, ¢ que a DI é incomensuravel com a IL em comprimento; e,
pelas mesmas coisas, entdo, a DL é mator em poténcia do quea LG pelo SO-
bre uma incomensurdvel com aquela mesma em comprimento. E, nenhuma
das DL, LG é comensurivel com a exposta racional DE em comprimento.

Portanto, a DG é uma sexta binomial; o que era preciso provar.

66.

A comensurdvel com a binomial em comprimento, tanto ¢ ela uma

binomial quanto a mesma na ordem.

Sejaabinomial AB, e sejaa CD comensu-  p E B

riavel com a AB em comprimento; digo que

a CD é uma binomial e é a mesma que a AB,
na ordem. F D

Pois, com a AB ¢ uma binomial, fique dividida nas componentes no
E, e sejaa AE a componente maior; portanto, as AE, EB sio racionais
comensuraveis somente em poténcia. Fique produzido como a AB para a
CD, assim a AE para a CF; portanto, também a EB restante esti paraa FD
restante, como a AB para a CD. Mas a AB é comensurivel com a CD em
comprimento. Portanto, também a AE é comensurdvel com a CE, enquanto
a EB, com a FD. E as AE, EB sio racionatis; portanto, também as CE FD
sio racionais. E [como] a AE estd paraa CE a EB para FD. Portanto, al-
ternadamente, como a AE estd para a EB, a CF para a FD. Mas as AE, EB
[sio} comensuriveis somente em poténcia; portanto, também as CEF, FD
sdo comensuraveis somente em poténcia. E sdo racionais; portanto, a CD
¢ uma binomial.

Digo, entio, que ¢ a mesma que a AB, na ordem.

Pois, a AE é mator em poténcia do que a EB ou pelo sobre uma comen-
surdvel com aquela mesma ou pelo sobre uma incomensurivel. Se, por
um lado, de fato, a AE é maior em poténcia do que a EB pelo sobre uma
comensuravel com aquela mesma, também a CF serd maior em poténcia do

que a FD pelo sobre uma comensuravel com aquela mesma. E, se a AE é
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comensuravel com a exposta racional, também a CF serd comensurivel com
ela, e, por isso, cada uma das AB, CD ¢ uma primeira binomial, isto ¢, sio
amesma, na ordem. Enquanto que, se a EB é comensurivel com a exposta
racional, também a FD é comensurivel com ela, e, por isso, de novo, serd a
mesma que a AB, na ordem; pois, cada uma delas serd uma segunda bino-
mial. Enquanto que, se, por sua vez, nenhuma das AE, EB é comensurivel
com a exposta racional, nenhuma das CE FD serd comensurédvel com ela,
e cada uma é uma terceira. Se, por outro lado, a AE é maior em poténcia
do que a EB pelo sobre uma incomensurével com aquela mesma, também a
CF é maior em poténcia do que a FD pelo sobre uma incomensurdvel com
aquela mesma. E, se a AE é comensurivel com a exposta racional, também
a CF é comensurivel com ela, e cada uma é uma quarta. Enquanto que, se
EB, também a FD, e cada uma serd uma quinta. Ao passo que, se, por sua
vez, nenhuma das AE, EB, também nenhuma das CE FD é comensuravel
com a exposta racional, e cada uma serd uma sexta.

Desse modo, a comensurivel com a binomial em comprimento é uma

binomial e a mesma, na ordem; o que era preciso provar.

67.

A comensurdvel com a bimedial em comprimento ela ¢ tanto uma bimedial
quanto a mesma, na ordem.

Seja a bimedial AB, e sejaa CD comensurivel com a AB

A E B em comprimento; digo que a CD ¢ bimedial e a mesma
F que a AB, na ordem.
C D Pois, como a AB é uma bimedial, ﬁque dividida nas

mediais no E; portanto, as AE, EB sio mediais comen-
surdvels somente em poténcia. E ﬁque produzido como a AB para a CD,
a AE para CF; portanto, a EB restante estd para a FD restante, como AB
para CD. Mas a AB ¢ comensurivel coma CD em comprimento; portanto,
também cada uma das AE, EB é comensurivel com cada uma das CF, FD.
Mas as AE, EB sio mediais; portanto, também as CE, FD sio mediais. E,

como a AE estd para EB, a CF para FD, mas as AE, EB sio comensurdvets
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somente em poténcia, [portanto] também as CE FD sio comensuraveis
somente em poténcia. E foram também provadas mediais; portanto, a CD
¢ uma bimedial.

Digo, entdo, que também é a mesma que a AB, na ordem.

Pois, como a AE estd paraa EB,a CF para FD, portanto, como o sobre a
AE parao pelas AEB, assim o sobre a CF parao pelas CFD; alternadamente,
como o sobre a AE parao sobre a CE assim o pelas AEB parao pelas CFED.
Mas o sobre a AE é comensurivel com o sobre a CF; portanto, também
o pelas AEB ¢ comensurdvel com o pelas CFD. Se, de fato, o pelas AEB
¢ racional, também o pelas CFD ¢ racional [e, por 1sso, ¢ uma primeira
bimedial]. Ao passo que, se medial, medial, e cada uma é uma segunda.

E, por 1sso, a CD serd a mesma que a AB, na ordem; o que era preciso

provar‘

68.

A comensurdvel com a maior também ela ¢ maior.

Seja a AB uma maior e sejaa CD comensurivel com a

AB; digo que a CD é uma maior. -—-F—-D
Fique dividida a AB no E; portanto, as AE, EB sio
incomensurdveis em poténcia, fazendo, por um lado, o A E B

composto dos quadrados sobre elas racional, e, por outro

lado, o por elas medial; e ﬁquem produzidas as mesmas coisas que nos an-
tertores. E, como a AB esta paraa CD, assim tanto a AE paraa CF quanto
a EB paraa FD, portanto, como a AE para a CF assim a EB paraa FD. Mas
a AB é comensurivel com a CD. Portanto, também cada uma das AE, EB é
comensurdvel com cada uma das CE FD. E, como a AE estd para a CE assim
aEB para a FD, e, alternadamente, como a AE para a EB, assim a CF para
aFD,e, portanto, por composigﬁo, como a AB estd paraa BE, asstm a CD
para a DF; portanto, também como o sobre a AB para o sobre a BE, assim
o sobre a CD para o sobre a DE. Do mesmo modo, entio, provaremos que
também como o sobre a AB para o sobre a AE, assim o sobre a CD para o

sobre a CE Portanto, também como o sobre a AB para os sobre as AE, EB,

424



Os elementos

assim o sobre a CD para os sobre as CF, FD; portanto, alternadamente,
também como o sobre a AB estd para o sobre a CD, assim os sobre as AE,
EB para os sobre as CE FD. Mas o sobre a AB é comensuravel com o sobre
a CD; portanto, também os sobre as AE, EB sio comensuriveis com os
sobre as CF, FD. E os sobre as AE, EB sio, juntos, um racional, também
os sobre as CE FD sio, juntos, um racional. E do mesmo modo também
duas vezes o pelas AE, EB ¢ comensurdvel com duas vezes o pelas CE FD.
E duas vezes o pelas AE, EB é medial; portanto, também duas vezes o pelas
CE FD ¢ medial. Portanto, as CE FD sio incomensurédveis em poténcia,
fazendo, por um lado, o composto dos quadrados sobre elas juntas racio-
nal, e, por outro lado, duas vezes o por elas medial; portanto, a CD toda é
irracional, a chamada maior.

Portanto, a comensuravel com a maior é uma maior; o que era preciso provar.

69.

A comensurdvel com a que serve para produzir um racional ¢ um medial ¢
[tambe’m ela] uma que serve para prodvt(ir um racional ¢ um medial.

C FD Sejaa que serve para produzir um racional e um medial

a AB e sejaa CD comensurivel com a AB: deve-se provar

que também a CD é uma que serve para produzir um ra-
A E' B (ional e um medial.

Fique dividida a AB nas retas no E. Portanto, as AE, EB sio incomensu-
riveis em poténcia, fazendo, por um lado, o composto dos quadrados sobre
elas medial, e, por outro lado, o por elas racional; e fiquem construidas as
mesmas coisas que nos anteriores. Do mesmo modo, entdo, provaremos
que também as CE FD sio incomensuriveis em poténcia, e, por um lado, o
composto dos sobre as AE, EB ¢ comensurivel com o composto dos sobre
as CE FD, e, por outro lado, o pelas AE, EB, com o pelas CE FD; desse
modo, também [por um lado] o composto dos quadrados sobre as CE FD
¢ medial, e, por outro lado, o pelas CFE, FD é racional.

Portanto, a CD ¢ uma que serve para produzir um racional e um medial;

0 que era preciso provar.
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70.

A comensurdvel com a que serve para produzir dois mediais ¢ uma que
serve para proa’uq’r dois mediais.

Sejam a AB a que serve para produzir dois mediais e a

C F D
CD comensurivel com a AB; deve-se provar que também =
a CD ¢ uma que serve para produzir dois mediais.
Pois, como a AB é a que serve para produzir dois me- A E B

diais, fique dividida nas retas no E; portanto, as AE, EB
sdo incomensurdveis em poténcia, fazendo tanto o composto dos [quadra-
dos] sobre elas medial quanto o por elas medial e ainda o composto dos
quadrados sobre as AE, EB incomensurivel com o pelas AE, EB; e fiquem
construfdas as mesmas coisas que nos anteriores. Do mesmo modo, entio,
provaremos que também as CE FD sio incomensuraveis em poténcia e, por
um lado, o composto dos sobre as AE, EB é comensurivel com o composto
dos sobre as CE, FD, e, por outro lado, o pelas AE, EB, com o pelas CE
FD; desse modo, também o composto dos quadrados sobre as CE, FD ¢
medial e o pelas CE FD ¢ medial e ainda o composto dos quadrados sobre
as CE FD ¢ incomensurével com o pelas CE FD.

Portanto, a CD é uma que serve para produzir dois mediais; o que era

preciso provar.

71.

Sendo compostos um racional e um medial, quatro irracionais sio
produzidas, ou uma binomial ou uma primeira bimedial ou wma maior
ou uma que serve para produqir um racional e um medial,

Sejam, por um lado, o racional AB, e, por outro lado, o medial CD; digo que
a que serve para produzir adrea AD ou é uma binomial ou uma primeira bime-
dial ou uma maior ou uma que serve para produzir um racional e um medial.
Pois, 0 AB ou é maior do que CD ou menor. Seja, primeiramente, maior; e

fique exposta a racional EF e fique aplicado 3 EF o EG igual a0 AB, fazendo
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A C E H K como larguraa EH; e fique aplicado a
EF o HI igual ao DC, fazendo como

largura o HK. E, como o AB é racional

e é igual ao EG, portanto, também o

F e | EG é racional. E foi aplicado a [racio-

B D nal] EF, fazendo como largura a EH;
portanto, a EH ¢ racional e comensu-

riavel com a EF em comprimento. De novo, como o CD ¢é medial e é igual ao
HI, portanto, também o HI ¢ medial. E foi justaposto a racional EF, fazendo
como largura a HK; portanto, a HK é racional e incomensurivel com a EF
em comprimento. E, como o CD é medial, e o AB é racional, portanto, o
AB é incomensurivel com o CD; desse modo, também o EG é incomensu-
ravel com o HI. Mas, como o EG para o HI, assim a EH esta para a HK;
portanto, também a EH é incomensurivel com a HK em comprimento.
E ambas sio racionais; portanto, as EH, HK sdo racionais comensurdveis
somente em poténcia; portanto, a EK ¢ uma binomial dividida no H. E,
como o AB é maior do que o CD, e, por um lado, o AB ¢ igual ao EG, e,
por outro lado, 0 CD, ao HI, portanto, também o EG é maior do que o HI;
portanto, também a EH é maior do que a HK. Ou, de fato, a EH ¢ maior
em poténcia do que a HK pelo sobre uma comensurdvel com aquela mesma
em comprimento ou pelo sobre uma incomensuravel. Seja, primeiramente,
mator em poténcia pelo sobre uma comensurivel com aquela mesma. E, a
maior HE é comensurivel com a exposta racional EF; portanto, a EK é uma
primeira binomial. Mas a EF é racional; e, caso uma drea seja contida por
uma racional e a primeira binomial, a que serve para produzir a drea é uma
binomial. Portanto, a que serve para produzir o EI é uma binomial; desse
modo, também a que serve para produzir 0 AD é uma binomial. Mas, ent3o,
seja a EH maior em poténcia do que a HK pelo sobre uma incomensurivel
com aquela mesma; e a maior EH ¢ comensurdvel com a exposta racional
EF em comprimento. Portanto, a EK ¢ uma quarta binomial. Mas a EF é
racional; e, caso uma drea seja contida por uma racional e a quarta binomial,
a que serve para produzir a drea é uma irracional, a chamada maior. Portanto,
a que serve para produzir a drea EI é uma maior; desse modo, também a

que serve para produzir a AD é uma maior.
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Mas, entdo, seja o AB menor do que o CD; A C

portanto, o EG é menor do que o HI; desse modo,
também a EH é menor do que a HK. Mas ou a HK

é maior em poténcia do que a EH pelo sobre uma B

m
-n

comensurdvel com aquela mesma ou pelo sobre uma

incomensuravel. Seja em poténcia, primeiro, pelo

sobre uma comensurdvel com aquela mesma em K [
comprimento. E a menor EH ¢ comensuravel com a
exposta racional EF em comprimento; portanto, a EK é uma segunda bino-
mial. Mas a EF é racional; e, caso uma drea seja contida por uma racional e a
segunda binomial, a que seve para produzir aarea é uma primeira bimedial.
Portanto, a que serve para produzir a drea EI é uma primeira bimedial; desse
modo, também a que serve para produzir a AD é uma primeira bimedial.
Mas, entio, seja a HK maior em poténcia do que a HE pelo sobre uma
incomensuravel com aquela mesma. E a menor EH é comensurdvel com
a exposta racional EF; portanto, a EK é uma quinta binomial. Mas a EF ¢
racional; e, caso uma drea seja contida por uma racional e a quinta binomial,
a que serve para produzir a drea é uma que serve para produzir um racional
e um medial. Portanto, a que serve para produzir a drea EI é uma que serve
para produzir um racional e um medial. Desse modo, também a que serve
para produzir a AD é uma que serve para produzir um racional e um medial.
Portanto, sendo compostos um racional e um medial, quatro irracionats
s30 produzidas, ou uma binomial ou uma primeira bimedial ou uma maior ou

uma que serve para produzir um racional e um medial; o que era preciso provar.

72.

Sendo cormpostos dois mediais incomensurdveis entre si, as duas irracionais
restantes sao produzidas, ou wma segunda bimedial ou [a| que serve para
produzir dois mediais.

Fiquem, pos, compostos os dois mediais AB, CD incomensuriveis entre
si; digo que a que serve para produzir a drea AD ou é uma segunda bimedial

ou uma que serve para produzir dois mediais.
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Pois o AB ou é maior do que o CD ou menor.

C . o A
A Se]a, se por acaso, primeiramente, o AB maior do

que o CD; e ﬁque exposta a racional EF e ﬁquem

D aplicados a EE por um lado, 0 EG igual ao AB,
fazendo como largura a EH, e, por outro lado, o
HI igual ao CD, fazendo como Iargura a HK. E,
como cada um dos AB, CD ¢ medial, portanto,

K | também cada um dos EG, HI é medial. E foram

justapostos a racional EF, fazendo como largura

as EH, HK; portanto, cada uma das EH, HK ¢ racional e incomensuravel
comaEF em comprimento. E, como o AB é incomensurivel com o CD, e,
por um lado, 0 AB é igual a0 EG, e, por outro lado, o CD, ao HI, portanto,
também o EG é incomensurivel com o HI. Mas, como o EG para o HI,
assim a EH estd paraa HK; portanto, a EH é incomensurivel com a HK em
comprimento. Portanto, as EH, HK sio racionats comensuriveis somente
em poténcia‘ Portanto, a EK é uma binomial. Mas ou a EH é maior em
poténcia do que a HK pelo sobre uma comensurivel com aquela mesma
ou pelo sobre uma incomensuravel. Seja em poténcia, primeiro, pelo sobre
uma comensurivel com aquela mesma em comprimento. E nenhuma das
EH, HK é comensurivel com a exposta racional EF em comprimento;
portanto, a EK é uma terceira binomial. E a EF é racional; mas, caso uma
drea seja contida por uma racional e a terceira binomial, a que serve para
produzir aarea é uma segunda bimedial; portanto, a que serve para produzir
a El, isto ¢, a AD ¢ uma segunda bimedial. Mas, entdo, seja a EH maior
em poténcia do que a HK pelo sobre uma incomensuravel com aquela
mesma em comprimento. E cada uma das EH, HK ¢ incomensurivel com
a EF em comprimento; portanto, a EK é uma sexta binomial. Mas, caso
uma drea seja contida por uma racional e a sexta binomial, a que serve para
produzir a drea é uma que serve para produzir dois mediais; desse modo,
também a que serve para produzir adrea AD éa que serve para produzir dois
mediais.

[Do mesmo modo, entio, provaremos que, caso o AB seja menor do que
o CD, a que serve para produzir a drea AD ou é uma segunda bimedial ou

uma que serve para produzir dois mediais. |

429



Euclides

Portanto, sendo compostos dois mediais incomensuriveis entre si, as
duas irracionais restantes sio produzidas, ou uma segunda bimedial ou
uma que serve para produzir dois mediais.

A binomial e as irracionais depois dela nem sio as mesmas que a medial
nem entre si. Pois, por um lado, o sobre uma medial, aplicado a uma ra-
cional, faz como largura uma racional e incomensurdvel com aquela & qual
foi justaposta em comprimento. E, por outro lado, o sobre a binomial,
aplicado a uma racional, faz como largura a primeira binomial. Ao passo
que o sobre a primeira bimedial, aplicado a uma racional, faz como largura
a segunda binomial. Ao passo que o sobre a segunda bimedial, aplicado
a uma racional, faz como largura a terceira binomial. E o sobre a maior,
aplicado a uma racional, faz como largura a quarta binomial. Ao passo que
o sobre a que serve para produzir um racional e um medial, aplicado auma
racional, faz como largura, a quinta binomial. Mas o sobre a que serve para
produzir dois mediais, aplicado a uma racional, faz como Iargura a sexta
binomial. E as ditas larguras diferem tanto da primeira quanto entre s, por
um lado, da primeira que é racional, e, por outro lado, entre si, que ndo sio
as mesmas, na ordem; desse modo, também as irracionais mesmas diferem

entre si.

73.

Caso de wma racional seja subtraida wma racional, sendo comensurdvel
somente em poténcia com a toda, a restante ¢ irracional; ¢ seja chamado
apétomo.

Pois, da racional AB ﬁque subtraida a racional BC, A C B
sendo comensurédvel somente em poténcia com a toda;
digo que a restante AC ¢ irracional, o chamado apétomo.

Pois, como a AB é incomensurivel com a BC em comprimento, e como
a AB estd para a BC, assim o sobre a AB para o pelas AB, BC, portanto, o
sobre a AB é incomensurivel com o pelas AB, BC. Mas, por um lado, os
quadrados sobre as AB, BC sio comensuriveis com os sobre a AB e, por

outro lado, duas vezes o pelas AB, BC é comensuravel com o pelas AB, BC.
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E, visto que os sobre as AB, BC sdo iguais a duas vezes o Pelas AB, BC, com
o sobre CA, portanto, também os sobre as AB, BC sdo incomensurdveis com
o restante, o sobre a AC. Mas os sobre as AB, BC s3o racionais; portanto, a

AC éirracional; e seja chamado apétomo; o que era preciso provar.

74.

Caso de wma medial seja subtraida wma medial, sendo comensurdvel
somente em poténcia com a toda, e contendo com a toda wm racional, a
restante ¢ irracional; ¢ seja chamada primeiro apétomo de uma medial.

Pois, da medial AB fique subtraida a medial BC, sendo comensuré-
vel somente em poténcia com a AB, e fazendo com a AB um racional,
o pelas AB, BC; digo que a restante AC ¢ irracional; e seja chamada
primeiro apétomo de uma medial.

Pois, como as AB, BC sio mediais, também os sobre as AB, BC

A sio mediais. Mas duas vezes o pelas AB, BC ¢ racional; portanto, os
sobre as AB, BC sio incomensuriveis com duas vezes o pelas AB, BC;
portanto, também duas vezes o pelas AB, BC é incomensurédvel com o sobre
a AC restante, visto que, caso o todo seja incomensurivel com um deles,
também as magnitudes do principio serdo incomensuraveis. Mas duas vezes
o pelas AB, BC é racional; portanto, o sobre a AC é irracional; portanto, a

AC é irracional; e seja chamada primeiro apétomo de uma medial.

75.

Caso de wma medial seja subtraida wma medial, sendo comensurdvel
somente em poténcia com a toda, e contendo com a toda wm medial, a
restante ¢ irracional; e seja chamada segundo apétomo de uma medial.

Pois, da medial AB fique subtraida a medial CB, sendo comensurdvel
somente em poténcia com a toda AB, e contendo com a toda AB um medial,
o pelas AB, BC; digo que a restante AC é irracional; e seja chamada segundo

apétomo de uma medial.
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Fique, pois, expostaa racional DI e, por um lado, A C B

fique aplicado a DI o DE, igual aos sobre as AB,
BC, fazendo como largura a DG, e, por outro lado, D F G

ﬁque aplicado aDIoDH, igual aduas vezes o pelas
AB, BC, fazendo como largura DF; portanto, o FE

restante é igual ao sobre a AC. E, como também

os sobre as AB, BC sio mediais e comensuriveis, | H E
portanto, também o DE é medial. E foi justaposto

a racional DI, fazendo como largura a DG; portanto, a DG ¢ racional e
incomensurivel com a DI em comprimento. De novo, como o pelas AB, BC
¢ medial, portanto, também duas vezes o pelas AB, BC é medial. E é igual
ao DH; portanto, também o DH ¢ medial. E foi aplicado a racional DI,
fazendo como largura a DF; portanto, a DF é racional e incomensuravel
comaDIlem comprimento. E, como as AB, BC sio comensuriveis somente
em poténcia, portanto, a AB é incomensuravel com a BC em comprimento;
portanto, também o quadrado sobre a AB ¢ incomensurdvel com o pelas
AB, BC. Mas, por um lado, os sobre as AB, BC é comensurivel com o sobre
a AB, e, por outro lado, duas vezes o pelas AB, BC é comensurivel com o
pelas AB, BC; portanto, duas vezes o pelas AB, BC ¢ incomensurivel com
os sobre as AB, BC. Mas, por um lado, o DE ¢ igual aos sobre as AB, BC,
e, por outro lado, 0 DH, a duas vezes o pelas AB, BC; portanto, o DE [¢]
incomensurivel com o DH. Mas, como o DE parao DH, asstm a GD para
a DF; portanto, a GD é incomensurivel com a DE E ambas sio racionais;
portanto, as GD, DF sio racionais comensuriveis somente em poténcia;
portanto, a FG é um apétomo. Mas a DI é racional; mas o contido por
uma racional e uma irracional é irracional, e a que serve para produzi-lo é
irracional. E a AC serve para produzir o FE; portanto, a AC ¢ irracional; e

seja chamada segundo apétomo de uma medial; O que era preciso provar.
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76.

Caso de uma reta seja subtraida wma reta, sendo incomensurdvel em
poténcia com a toda, fazendo com a toda, por um lado, os sobre elas juntos
racional, e, por outro lado, o por elas medial, a restante ¢ irracional; ¢ seja

chamada menor.

Pois, da reta AB fique subtraida a reta CB, sendo in-
A ¢ comensurdvel em poténcia com a toda, fazendo as coisas
propostas. Digo que a restante AC ¢ irracional, a chamada menor.

Pois como, por um lado, o composto dos quadrados sobre as AB, BC ¢é
racional, e, por outro lado, duas vezes o pelas AB, BC ¢é medial, portanto,
os sobre as AB, BC sio incomensuriveis com duas vezes o pelas AB, BC;
e por conversio, os sobre as AB, BC sio incomensuriveis com o sobre a
AC restante. Mas os sobre as AB, BC sio racionais. Portanto, o sobre a AC
¢ irracional; portanto, a AC ¢ irracional; e seja chamada menor; o que era

preciso provar.

77.

Caso de uma reta seja subtraida wma reta, sendo incomensurdvel em
poténcia com a toda, e fazendo com a toda, por um lado, o composto
dos quadrados sobre elas medial, ¢, por outro lado, duas vezes o por elas
racional, a restante ¢ irracional; ¢ seja chamada a que faz com um racional
o todo medial.

Pois, da reta AB fique subtraida a reta BC, sendo in-
A C B comensuravel em poténcia com a AB, fazendo as coisas
propostas; digo que a restante AC é a irracional dita anteriormente.

Pois como, por um lado, o composto dos quadrados sobre as AB, BC ¢
medial, e, por outro lado, duas vezes o pelas AB, BC ¢ racional, portanto,
os sobre as AB, BC sio incomensuriveis com duas vezes o pelas AB, BC;
portanto, o sobre a AC restante ¢ incomensurdvel com duas vezes o pelas

AB, BC. E duas vezes o pelas AB, BC é racional; portanto, o sobre a AC ¢
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irracional; portanto, a AC é irracional; e seja chamada a que faz com um

racional o todo medial; o que era preciso provar.

78.

Caso de wma reta seja subtraida wma reta, sendo incomensurdvel em
poténcia com a toda, fazendo com a toda tanto o composto dos quadrados
sobre elas medial quanto duas vezes o por elas medial, ¢ ainda, os
quadrados sobre elas incomensurdvel com duas vezes o por elas, a restante ¢
irracional; e seja chamada a que faz com um medial o todo medial.

Pois, da reta AB ﬁque subtraida a reta BC, D F G
sendo incomensurivel em poténcia com a AB, | H e
fazendo as coisas propostas; digo que a restante
AC ¢ irracional, a chamada a que faz com um A : 5

medial o todo medial.

Fique, pois, exposta a racional DI e, por um lado, fique aplicado 2 DI o
DE igual aos sobre as AB, BC, fazendo como largura a DG, e, por outro
lado, fique subtraido o DH igual a duas vezes o pelas AB, BC [fazendo
como largura a DF]‘ Portanto, o restante FE é igual ao sobre a AC; desse
modo, a AC serve para produzir o FE. E, como o composto dos quadrados
sobre as AB, BC ¢ medial e ¢ igual ao DE, portanto o DE [¢] medial. E
foi justaposto A racional DI, fazendo como largura aDG; portanto, a DG
é racional e incomensuravel com a DI em comprimento. De novo, como
duas vezes o pelas AB, BC é medial e é igual ao DH, portanto, o DH é me-
dial. E foi justaposto a racional DI, fazendo como largura a DF; portanto,
também a DF é racional e incomensurivel com a DI em comprimento. E,
como os sobre as AB, BC sio incomensuriveis com duas vezes o pelas AB,
BC, portanto, também o DE é incomensurivel com o DH. Mas, como o
DE para o DH, assim também a DG esti para a DF; portanto, a DG ¢
incomensuravel com a DE E ambas sio racionais; portanto, as GD, DF
sio racionais comensurdveis somente em poténcia. Portanto, a FG é um
apétomo; mas a FH ¢ racional. E o [retAngulo] contido por uma racional

e um apétomo ¢é irracional, e a que serve para produzi—lo é irracional. E a
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AC serve para produzir o FE; portanto, a AC ¢ irracional; e seja chamada a

que faz com um medial o todo medial; o que era preciso provar.

79.

Uma [s6] reta racional ajusta-se ao apStomo, sendo comensurdvel somente
em poténcia com a toda.

A Sejam o apétomo AB e a BC ajustando—se a ele; portanto, as AC,
CB s3o racionats comensurdveis somente em poténcia; digo que uma
outra racional nio se ajusta 3 AB, sendo comensurdvel somente em
poténcia com a toda.

Pois, se possfvel, ajuste-se a BD; portanto, também as AD, DB sio

C  racionais comensuriveis somente em poténcia. E como, pelo que os
D sobre as AD, DB excedem duas vezes o pelas AD, DB, por isso também
os sobre as AC, CB excedem duas vezes o pelas AC, CB; pois ambos excedem
pelo mesmo, o sobre a AB; portanto, alternadamente, pelo que os sobre as
AD, DB excedem os sobre as AC, CB, pelo mesmo [também] duas vezes o
pelas AD, DB excede duas vezes o pelas AC, CB. Mas os sobre as AD, DB
excedem os sobre as AC, CB por um racional; pois ambos sio racionais.
Portanto, também duas vezes o pelas AD, DB excede duas vezes o pelas
AC, CB por um racional; o que ¢ impossfvel; pois ambos sio mediais, e um
medial nio excede um medial por um racional; portanto, uma outra racional
ndo se ajusta a AB, sendo comensurivel somente em poténcia com a toda.

Portanto, uma sé racional ajusta—se a0 apétomo, sendo comensuravel

somente em poténcia com a toda; O que era preciso PI‘OVBf.

80.

Uma s6 reta medial ajusta-se ao primeiro apétomo de wma medial, sendo
comensurdvel somente em poténcia com a toda, contendo com a toda um
racional.

Seja, pois, a AB um primeiro apétomo de uma medial, e seja ajustada a

AB a BC; portanto, as AC, CB sio mediais comensuriveis somente em po-
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téncia, contendo o pelas AC, BC racional; digo que uma outra medial A

ndo se ajusta a AB, sendo comensurivel somente em poténcia com a

toda e contendo com a toda um racional. B
Pois, se possfvel, ajuste-se também a DB. Portanto, as AD, DB sio

mediais comensuraveis somente em poténcia, contendo o pelas AD, C

DB racional. E como, pelo que os sobre as AD, DB excedem duas vezes D

o pelas AD, DB, por isso também os sobre as AC, CB excedem duas
vezes o pelas AC, CB; pois, [de novo} excedem pelo mesmo, o sobre a AB:
portanto, alternadamente, pelo que os sobre as AD, DB excedem os sobre
as AC, CB, por isso também duas vezes o pelas AD, DB excede duas vezes
o pelas AC, CB. Mas duas vezes o pelas AD, DB excede duas vezes o pelas
AC, CB por um racional; pois ambos sio racionais. Portanto, também os
sobre as AD, DB excedem os [quadrados} sobre as AC, CB por um racional;
o que ¢ impossivel; pois ambos sio mediais, e um medial nio excede um
medial por um racional.

Portanto, uma sé reta medial ajusta-se ao primeiro apétomo de uma
medial, sendo comensurivel somente em comprimento com a toda, e con-

tendo com a toda um racional; o que era preciso PI‘OV&IK

31.

Uma s6 reta medial ajusta-se ao segundo apétomo de uma medial,
comensurdvel somente em poténcia com a toda, e contendo com
a toda wm medial,

Sejam o segundo apétomo de uma medial AB,

e a BC ajustando-se a AB; portanto, as AC, CB A B ¢

sio mediais comensuriveis somente em poténcia, F E

contendo o pelas AC, CB medial; digo que uma J H

outra reta medial nio se ajustard a AB, sendo co-

mensurdvel somente em poténcia com a toda, e

contendo com a toda um medial. G 1
Pois, se possivel, ajuste-se a BD; portanto,

também as AD, DB sio mediais comensuraveis | M

436



Os elementos

somente em poténcia, contendo o pelas AD, DB medial. E ﬁque exposta a
EF racional, e, por um lado, fique aplicado 3 EF 0 EG igual aos sobre as AC,
CB, fazendo como largura a EL; e, por outro lado, ﬁque subtraido o HG
igual a duas vezes o pelas AC, CB, fazendo como largura a HL; portanto,
o EJ restante ¢ igual ao sobre a AB; desse modo, a AB serve para produzir
o EJ. De novo, entio, ﬁque aplicado aEF o EI igual aos sobre as AD, DB,
fazendo como largura a EM. Mas também o EJ é igual ao quadrado sobre
a AB; portanto, o HI restante é igual a duas vezes o pelas AD, DB. E, como
as AC, CB sio mediais, portanto, também os sobre as AC, CB sio mediais.
E sdo iguais a0 EG; portanto, também o EG é medial. E foi justaposto a
racional EF, fazendo como largura a EL; portanto, a EL é racional e inco-
mensurivel com a EF em comprimento. De novo, como o pelas AC, CB
¢ medial, também duas vezes o pelas AC, BC ¢ medial. E ¢ igual ao HG;
portanto, também o HG ¢ medial. E foi justaposto a racional EF, fazendo
como largura a HL; portanto, também a HL é racional e incomensuravel
comaEFem comprimento. E, como as AC, CB sio comensurdvets somente
em poténcia, portanto a AC é incomensurivel com a CB em comprimento.
Mas, como a AC para a CB, assim o sobre a AC est4 para o pelas AC, CB;
portanto, o sobre a AC é incomensurivel com o pelas AC, CB. Mas, por
um lado, os sobre as AC, CB sio comensuriveis com o sobre a AC, e, por
outro lado, duas vezes o pelas AC, CB é comensurivel com o pelas AC, CB;
portanto, os sobre as AC, CB sio incomensurdveis com duas vezes o pelas
AC, CB. E, por um lado, 0 EG ¢ igual aos sobre as AC, CB, e, por outro
lado, o GH ¢ igual a duas vezes o pelas AC, CB; portanto, o EG ¢ inco-
mensuravel com o GH. Mas, como o EG parao HG, asstm a EL est4 paraa
HL; portanto, a EL é incomensurivel coma LH em comprimento‘ E ambas
sdo racionais; portanto, as EL, LH sdo racionais comensurdveis somente
em poténcia; portanto, a EH é um apétomo, e a HL ¢ a que se ajustaa ela.
Do mesmo modo, entio, provaremos que também a HM se ajusta a ela:
portanto, uma e outra reta se ajustam ao apétomo, sendo comensurdveis
somente em poténcia com a toda: o que é impossfvel.

Portanto, uma sé reta medial ajusta-se ao segundo apétomo de uma
medial, sendo comensurével somente em poténcia com a toda, e contendo

com a toda um medial; o que era preciso provar.
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82.

Uma s6 reta ajusta-se a menor, sendo incomensurdvel em poténcia com
a toda, fazendo com a toda, por um lado, o dos quadrados sobre elas
racional, e, por outro lado, duas vezes o por elas medial.

Seja a menor AB, e seja a BC a que se ajusta A B C D

a AB; portanto, as AC, CB sdo incomensuravets
em poténcia, fazendo, por um lado, o composto dos quadrados sobre elas
racional, e, por outro lado, duas vezes o por elas medial; digo que uma outra
reta ndo se ajustard a AB, fazendo as mesmas coisas.

Pois, se possfvel, ajuste-se a BD; portanto, também as AD, DB sio inco-
mensurdveis em poténcia, fazendo as coisas ditas antes. E como, pelo que
os sobre as AD, DB excedem os sobre as AC, CB, por isso também duas
vezes o pelas AD, DB excede duas vezes o pelas AC, CB, mas os quadrados
sobre as AD, DB excedem os quadrados sobre as AC, CB por um racional;
pois ambos sio racionais; portanto, também duas vezes o pelas AD, DB
excede duas vezes o pelas AC, CB por um racional; o que é impossivel; pois
ambos sio mediais.

Portanto, uma s reta ajusta-se a menor, sendo incomensurivel em po-
téncia com a toda e fazendo, por um lado, os quadrados sobre ela juntos
racional, e, por outro lado, duas vezes o por elas medial; o que era preciso

fazer.

33.

Uma s6 reta ajusta-se a que faz com uwm racional o todo medial, sendo
incomensurdvel em poténcia com a toda, e fazendo com a toda, por um
lado, o composto dos quadrados sobre elas medial, e, por outro lado, duas
vezes o por elas racional.

Seja a AB a que faz com um racional o todo

medial, e ajuste-se a BC a AB; portanto, as AC, A B C D

CB sdo incomensurdveis em poténcia, fazendo
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as coisas propostas; digo que uma outra ndo se ajustard a AB fazendo as
mesmas coisas.

Pois, se possfvel, ajuste-se a BD; portanto, também as retas AD, DB
sdo Incomensuraveis em poténcia, fazendo as coisas propostas. Como, de
fato, pelo que os sobre as AD, DB excedem os sobre as AC, CD, por isso
também duas vezes o pelas AD, DB excede duas vezes o pelas AC, CB, em
concordincia com os antes deste, mas duas vezes o pelas AD, DB excede
duas vezes o pelas AC, CB por um racional; pois ambos sio racionais; por-
tanto, também os sobre as AD, DB excedem os sobre as AC, CB por um
racional; o que ¢ impossivel; pois ambos sio mediais. Portanto, uma outra
reta ndo se ajustard a AB, sendo incomensurivel em poténcia com a toda,
e fazendo com a toda as coisas ditas antes; portanto, uma sé se ajustard; o

que era preciso provar.

34.

Uma s6 reta ajusta-se a que faz com um medial o todo medial, sendo

incomensurdvel em poténcia com a toda, e fazendo com a toda tanto o

composto dos quadrados sobre elas medial quanto duas vezes o por elas
medial ¢ ainda incomensurdvel com o composto dos sobre elas.

A B C D Sejam aABa que faz com um medial o todo
medial, e a BC a que se ajusta a ela; portanto,
E H LM o Lo .
as AC, CB sio incomensuraveis em poténcia,
fazendo as coisas ditas antes. Digo que uma
outra ndo se ajustard 3 AB, fazendo as coisas
F J G I ditas antes.

Pois, se possivel, ajuste-se a BD, de modo a serem as AD, DB incomen-
surdveis em poténcia, fazendo tanto os quadrados sobre as AD, DB juntos
medial quanto duas vezes o pelas AD, DB medial, e, ainda, os sobre as AD,
DB incomensurdveis com duas vezes o pelas AD, DB; e fique exposta a ra-
cional EF e, por um lado, ﬁque aplicado aEF o EG igual aos sobre as AC,
CB, fazendo como larguraa EL, e, por outro lado, fique aplicado a EF o HG

igual a duas vezes o pelas AC, CB, fazendo como largura a HL; portanto, o
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sobre a AB restante ¢ igual ao EJ; portanto, a AB serve para produzir o EJ.
De novo, fique aplicado a EF o El igual aos sobre as AD, DB, fazendo como
largura a EM. Mas também o sobre a AB ¢ igual ao EJ; portanto, o restante
duas vezes o pelas AD, DB [é} igual ao HI. E, como o composto dos sobre
as AC, CB ¢ medial e ¢ igual ao EG, portanto, também o EG é medial. E
foi justaposto A racional EF, fazendo como largura a EL; portanto, a EL
¢ racional e incomensurivel com a EF em comprimento. De novo, como
duas vezes o pelas AC, CB é medial e ¢ igual ao HG, portanto, também o
HG ¢é medial. E foi justaposto a racional EF, fazendo como largura a HL;
portanto, a HL é racional e incomensurivel com a EF em comprimento.
E, como os sobre as AC, CB sio incomensuriveis com duas vezes o pelas
AC, CB, também o EG ¢é incomensurivel com o HG: portanto, também a
EL é incomensuravel com a LH em comprimento. E ambas sio racionais;
portanto, as EL, LH sdo racionais comensuraveis somente em poténcia;
portanto, a EH é um apétomo, e a HL ¢ a que se ajusta a ela. Do mesmo
modo, entio, provaremos que a EH, de novo, é um apétomo, e a HM, a
que se ajustaa ela. Portanto, uma e outra racionais ajustam-se ao apétomo,
sendo comensurdveis somente em poténcia com a toda; o que foi provado
impossfvel. Portanto, uma outra reta nio se ajustard a AB.

Portanto, uma sé reta ajusta-se a AB, sendo incomensurivel em poténcia
com a toda, e fazendo com a toda tanto os quadrados sobre elas juntos
medial quanto duas vezes o por elas medial, e, ainda os quadrados sobre

6135 incomensurveis com duas vezes O POI‘ elas; O que era preciso PI‘OVS[I‘.

Terceiras definigdes

1. Sendo supostas uma racional e um apétomo, caso a toda seja maitor
em poténcia do que a que ¢ ajustada pelo sobre uma comensurdvel com
aquela mesma em comprimento, e a toda seja comensurdvel com a ex-
posta racional em comprimento, seja chamada primeiro apétomo.

2. E, caso a que se ajusta seja comensurdvel com a exposta racional em
comprimento, e a toda seja maior em poténcia do que a que se ajusta
pelo sobre uma comensurivel com aquela mesma, seja chamada segundo

Z
apotomo.
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3. E, caso nenhuma seja comensurivel com a exposta racional em compri-
mento, e a toda seja maior em poténcia do que a que se ajusta pelo sobre
uma comensuravel com aquela mesma, seja chamada terceiro apétomo.

4. De novo, caso a toda seja mator em poténcia do que a que se ajusta pelo
sobre uma incomensurivel com aquela mesma [em comprimento], e
caso a toda seja comensurdvel com a exposta racional, em comprimento,
seja chamada quarto apétomo.

5. E, caso a que se ajusta, quinto.

6. E, caso nenhuma, sexto.
85.

Achar o primeiro apétomo.

Fique exposta a racional A e seja a BG

B C G

comensurivel com a A em comprimento;

H portanto, também a BG ¢ racional. E fiquem

E F

expostos os dois ntimeros quadrados DE,
EF, dos quais o excesso FD ndo seja um quadrado; portanto, nem o ED tem
para o DF uma razdo que um néimero quadrado, para um ndmero quadrado.
E fique feito como o ED para o DE, assim o quadrado sobre a BG para o
quadrado sobre a GC; portanto, o sobre a BG é comensurdvel com o sobre a
GC. Mas o sobre a BG é racional; portanto, também o sobre a GC é racional;
portanto, também a GC é racional. E, como o ED nio tem para o DF uma
razio que um ndmero quadrado, para um niimero quadrado, portanto, nem
o sobre a BG tem para o sobre a GC uma razio que um niéimero quadrado,
para um ndmero quadrado; portanto, a BG ¢ incomensurivel coma GC em
comprimento. E ambas sio racionais; portanto, as BG, GC s3o racionais
comensuriveis somente em poténcia; portanto, a BC é um apétomo.

Digo, entdo, que também é um primeiro.

Pois, pelo que o sobre a BG ¢ maior do que o sobre a GC seja o sobre a
H. E, como o ED estd para o FD, assim o sobre a BG para o sobre a GC,
portanto, também, por conversio, como o DE esta parao EFE assim o sobre

a GB para o sobre a H. Mas o DE tem para o EF uma razao que um nd-
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mero quadrado, para um nimero quadrado; pois cada um ¢ um quadrado;
portanto, o sobre a GB tem para o sobre a H uma razio que um ntéimero
quadrado, para um némero quadrado; portanto, a BG ¢é comensurivel
coma H em comprimento. E a BG é mator em poténcia do que a GC pelo
sobre a H; portanto, a BG é maior em poténcia do que a GC pelo sobre
uma comensurivel com aquela mesma em comprimento. E a toda BG ¢
comensurivel com a exposta racional A em comprimento. Portanto, a BC
¢ um primeiro apétomo.

Portanto, foi achado o primeiro apétomo BC; o que era preciso provar.

36.

Achar o segundo apétomo.

Fiquem expostas a racional A e a GC comensu-

riavel com a A em comprimento‘ Portanto, a GC

¢ racional. E fiquem expostos os dois ntimeros g ¢ G

quadrados DE, EF, dos quaits o excesso DF ndo
seja um quadrado. E fique feito como o FD parao ~ =——

DE, assimo quadrado sobrea CG para o quadrado E F D

sobre a GB. Portanto, o quadrado sobre a CG ¢

comensurivel com o quadrado sobre a GB. Mas o sobre a GC ¢ racional.
Portanto, também o sobre a GB [é} racional; portanto, a BG é racional. E,
como o quadrado sobre a GC nio tem para o sobre a GB uma razio que
um namero quadrado, para um ndmero quadrado, a CG é incomensurivel
com a GB em comprimento. E ambas s3o racionais; portanto, as CG, GB
sio racionais comensuriveis somente em poténcia; portanto, a BC é um
apétomo.

Digo, entdo, que também é um segundo.

Pois, pelo que o sobre a BG é maior do que o sobre a GC seja o sobre a
H. Como, de fato, o sobre a BG est4 para o sobre a GC, assim o ndimero
ED para o nimero DE, portanto, por conversdo, como o sobre a BG esta
para o sobre a H, assim o DE para o EE E cada um dos DE, EF é um

quadrado; portanto, o sobre a BG tem para o sobre a H uma razio que um
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nimero quadrado, para um namero quadrado; portanto, a BG é comen-
surdvel com a H em comprimento. E a BG ¢é maior em poténcia do que a
GC pelo sobre a H: portanto, a BG ¢ mator em poténcia do que a GC pelo
sobre uma comensurdvel com aquela mesma em comprimento. E a que ¢
ajustada, a CG, é comensurivel com a exposta racional A. Portanto, a BC
é um segundo apétomo.

Portanto, foi encontrado o segundo apétomo BC; o que era preciso provar.

87.
Achar o terceiro apotomo.

Fique exposta a racional A e ﬁquem expostos o0s

trés ntmeros E, BC, CD, nio tendo entre si uma

-
T
(=p]

razao que um ndmero quadrado, para um ndmero

quadrado, mas o CB tenha para o BD uma razio que

|

um néimero quadrado, para um ndmero quadrado, e

|

ﬁque feito, por um lado, como o E parao BC, assim o

o
o
(a9}

quadrado sobre a A para o quadrado sobre a FG, e, por

outro lado, como o BC para o CD, asstm o quadrado
sobre a FG para o sobre a GH. Como, de fato, o E est4 para o BC, asstm o
quadrado sobre a A para o quadrado sobre a FG, portanto, o quadrado sobre
a A é comensurivel com o quadrado sobre a FG. Mas o quadrado sobrea A
é racional. Portanto, também o sobre a FG é racional; portanto, a FG ¢
racional. E, como o E nio tem para o BC uma razao que um ntimero qua-
drado, para um nidmero quadrado, portanto, nem o quadrado sobre a A
tem para o [quadrado] sobre a FG uma razio que um ndmero quadrado,
para um némero quadrado; portanto, a A é incomensurivel com a FG em
comprimento. De novo, como o BC estd para o CD, assim o quadrado sobre
a FG para o sobre a GH, portanto, o sobre a FG é comensurivel com o
sobre a GH. Mas o sobre a FG é racional; portanto, também o sobre a GH ¢
racional; portanto,a GH ¢ racional. E, como o BC nio tem parao CD uma
razio que um ndmero quadrado, para um niimero quadrado, portanto, nem

o sobre a FG tem para o sobre a GH uma razio que um ndmero quadrado,

443



Euclides

para um nimero quadrado; portanto, a FG é incomensurivel com a GH em
comprimento. E ambas sio racionais; portanto, as FG, GH sio racionats
comensuriveis somente em poténcia; portanto, a FH é um apétomo.

Digo, entdo, que também é um terceiro.

Pois, por um lado, como o E estd para o BC, assim o quadrado sobre a A
para o sobre a FG, e, por outro lado, como o BC para o CD, assim o sobre
a FG para o sobre a HG, portanto, por igual posto, como o E estd para o
CD, assim o sobre a A parao sobre a HG. Mas o E nio tem parao CD uma
razio que um ndmero quadrado, para um ndmero quadrado; portanto, nem
o sobre a A tem para o sobre a GH uma razio que um ndmero quadrado,
para um ndmero quadrado; portanto, a A é incomensuravel com a GH em
comprimento. Portanto, nenhuma das FG, GH é comensurivel com a ex-
posta racional A em comprimento. Pelo que, de fato, o sobre a FG é maior
do que o sobre a GH seja o sobre a I. Como, de fato, o BC estd para o CD,
assim o sobre a FG para o sobre a GH, portanto, por conversio, cOmo o
BC estd para o BD, assim o quadrado sobre a FG para o sobre a 1. Mas o
BC tem para o BD uma razao que um néimero quadrado, para um ndmero
quadrado; portanto, também o sobre a FG tem para o sobre a I uma razio
que um ndmero quadrado, para um néimero quadrado. Portanto, a FG ¢é
comensuravel com a I em comprimento, e a FG é maior em poténcia do
que a GH pelo sobre uma comensurdvel com aquela mesma. E nenhuma
das FG, GH ¢ comensuridvel com a exposta racional A em comprimento.
Portanto, a FH é um terceiro apétomo.

Portanto, fot encontrado o terceiro apétomo FH; o que era preciso provar.

38.

AL';)LH’ 0 gmm‘o apétomo.

Fiquem expostas a racional A e a BG

comensurdvel com a A em comprimento; A

portanto, também a BG é racional. E ﬁquem B CG

expostos os dois nidmeros DE FE, de modo a H

nio ter o todo DE para cada um dos DF, EF
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uma razdo que um ndmero quadrado, para um niimero quadrado. E fique
feito como o DE para o EF, assim o quadrado sobre a BG para o sobre a
GC. Portanto, o sobre a BG é comensuravel com o sobre a GC. Mas o sobre
a BG é racional; portanto, também o sobre a GC é racional; portanto, a GC
¢ racional. E, como o DE nio tem para o EF uma razio que um némero
quadrado, para um ndmero quadrado, portanto, nem o sobre a BG tem
para o sobre a GC uma razio que um néimero quadrado, para um ndmero
quadrado; portanto, a BG ¢ incomensurivel com a GC em comprimento.
E ambas sio racionais. Portanto, as BG, GC s3o racionais comensuraveis
somente em poténcia; portanto, a BC é um apétomo.

[Digo, entdo, que também ¢é um quarto. |

Pelo que o sobre a BG é maior do que o sobre a GC seja o sobre a H.
Como, de fato, o DE esti para o EF assim o sobre a BG para o sobre a
GC, portanto, também, por conversao, COMo o ED esta parao DEF assim o
sobre a GB para o sobre a H. Mas o ED nio tem para o DF uma razio que
um néimero quadrado, para um nimero quadrado; portanto, nem o sobre
a GB tem para o sobre a H uma razio que um ndmero quadrado, para um
niimero quadrado; portanto, a BG ¢ incomensurdvel com a H em compri—
mento. E a BG é maior em poténcia do que a GC pelo sobre a H; portanto,
a BG ¢ maior em poténcia do que a GC pelo sobre uma incomensurivel
com aquela mesma. E a toda BG é comensurdvel em comprimento com a
exposta racional A. Portanto, a BC é um quarto apétomo.

Portanto, foi achado o quarto apétomo; o que era preciso provar.
89.

Achar o quinto apétomo.

Fique exposta a racional A, e sejaa CG comensuravel com a A em com-
primento; portanto, a CcaG [é] racional. E ﬁquem expostos os dois ndmeros
DE FE, de modo a, de novo, nio ter o DE para cada um dos DF, FE uma
razdo que um niimero quadrado, para um ndmero quadrado; e fique feito
como o FE para o ED, assim o sobre a CG para o sobre a GB. Portanto,

também o sobre a GB é racional; portanto, a BG é racional. E, como o DE
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estd para o EE assim o sobre a BG para o sobre a GC, mas B D
o DE nio tem para o EF uma razao que um némero qua-

drado, para um ndmero quadrado, portanto, nem o sobre  |A C F
a BG tem para o sobre a GC uma razio que um néimero

quadrado, para um nidmero quadrado; portanto, a BG ¢é G E
incomensurivel com a GC em comprimento. E ambas sio H

racionaits; portanto, as BG, GC sio racionais comensura-
veis somente em poténcia. Portanto, a BC é um apétomo.

Digo, entio, que também é um quinto.

Pois, pelo que o sobre a BG é maior do que o sobre a GC seja o sobre a
H. Como, de fato, o sobre a BG esta para o sobre a GC, assim o DE para
o EF, portanto, por conversao, como o ED esti para o DE assim o sobre
a BG para o sobre a H. Mas o ED nio tem para o DF uma razio que um
ntimero quadrado, para um néimero quadrado; portanto, nem o sobre a BG
tem para o sobre a H uma razio que um ndmero quadrado, para um niimero
quadrado; portanto, a BG ¢ incomensuravel com a H em comprimento. E
a BG é maitor em poténcia do que a GC pelo sobre a H; portanto, a GB ¢
maior em poténcia do quea GC pelo sobre uma incomensurdvel com aquela
mesma. E a que se ajusta, a CG, ¢ comensuravel com a exposta racional A
em comprimento; portanto, a BC é um quinto apétomo.

Portanto, foi achado o quinto apétomo BC; o que era preciso provar.

90.

Achar o sexto apétomo.

Fiquem expostos a racional A e os trés niimeros E,

BC, CD, nio tendo entre si uma razio que um n-

mero quadrado, para um niimero quadrado; e, ainda,
também o CB nio tenha para o BD uma razio que um
néimero quadrado, para um ndmero quadrado; e ﬁque
feito, por um lado, como o E parao BC,assimo sobre Ee—ms

a A para o sobre a FG, e, por outro lado, como o BC -_— e .

para o CD, assim o sobre a FG para o sobre a GH.
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Como, de fato, o E esti para o BC, assim o sobre a A para o sobre a FG,
portanto o sobre a A ¢ comensurdvel com o sobre a FG. Mas o sobre a A ¢
racional; portanto, também o sobre a FG é racional; portanto, também a
FG é racional. E, como o E nio tem para o BC uma razdo que um ntéme-
ro quadrado, para um niéimero quadrado, portanto, nem o sobre a A tem
para o sobre a FG uma razio que um ntimero quadrado, para um ndmero
quadrado; portanto, a A ¢ incomensuravel com a FG em comprimento. De
novo, como o BC estd para o CD, assim o sobre a FG para o sobre a GH,
portanto, o sobre a FG é comensurdvel com o sobre a GH. Mas o sobre a FG
¢ racional; portanto, também o sobre a GH ¢ racional; portanto, também a
GH é racional. E, como o BC nio tem para o CD uma razao que um néime-
ro quadrado, para um ndmero quadrado, portanto, nem o sobre a FG tem
para o sobre a GH uma razio que um ndmero quadrado, para um ndmero
quadrado; portanto, a FG é incomensurdvel com a GH em comprimento.
E ambas s3o racionais; portanto, as FG, GH sio racionats comensurivets
somente em poténcia; portanto, a FH é um apétomo.

Digo, entdo, que também é um sexto.

Pois, por um lado, como o E esti para o BC, assim o sobre a A para o
sobre a FG, e, por outro lado, como o BC para o CD, assim o sobre a FG
para o sobre a GH, portanto, por igual posto, como o E estd para o CD,
assim o sobre a A para o sobre a GH. Mas o E ndo tem para o CD uma
razio que um ndmero quadrado, para um ndmero quadrado; portanto, nem
o sobre a A tem para o sobre a GH uma razio que um néimero quadrado,
para um nimero quadrado; portanto, a A é incomensurivel com a GH em
comprimento; portanto, nenhuma das FG, GH é comensurivel com a ra-
cional A em comprimento. Pelo que, de fato, o sobre a FG ¢ maior do que
o sobre a HG seja o sobre a I. Como, de fato, o BC esti para o CD, assim o
sobre a FG para o sobre a GH, portanto, por conversio, como o CB esta
para o BD, assim o sobre a FG para o sobre a I. Mas o CB nio tem para
o BD uma razio que um ntimero quadrado, para um niéimero quadrado;
portanto, nem o sobre a FG tem para o sobre a I uma razio que um niéimero
quadrado, para um némero quadrado; portanto a FG é incomensuravel
com a I em comprimento. E a FG é maior em poténcia do que a GH pelo

sobre aI; portanto, a FG é maior em poténcia do que a GH pelo sobre uma

447



Euclides

incomensurivel com aquela mesma em comprimento. E nenhuma das FG,
GH ¢é comensurivel com a exposta racional A em comprimento. Portanto,
a FH é um sexto apétomo.

Portanto, foi achado o sexto apétomo FH; o que era preciso provar.

oI.

Caso uma drea seja contida por uma racional e um primeiro apétomo, a
que serve para produzir a drea ¢ um apdtomo.

Seja, pois, contida a drea AB pela racional AC e A D E FG

pelo primeiro apétomo AD; digo que a que serve

para produzir a drea AB é um apétomo.

Pois, como a AD é um primeiro ap6tomo, seja

a DG a que ¢ ajustada a ela; portanto, as AG, GD

sA0 racionais comensurdveis somente em poténcia‘ J /,!\{I 0
Eatoda AG é comensurivel com a exposta racional S Y‘l /,\‘ N
AC, e a AG é maior em poténcia do que a GD pelo I

sobre uma comensurivel em comprimento com R T L

aquela mesma; portanto, caso seja aplicado aAG

um igual a quarta parte do sobre a DG, deficiente por uma ﬁgura quadra—
da, divide-a em comensuréveis. Fique cortada a DG em duas no E, e fique
aplicado A AG um igual a0 sobre a EG, deficiente por uma ﬁgura quadrada,
esejao pelas AF FG; portanto, a AF ¢ comensurivel com a FG. E ﬁquem
tragadas pelos pontos E, F G as EH, FI, GK paralelas a3 AC.

E, como a AF é comensurivel com a FG em comprimento, também a
AG ¢é comensurével com cada uma das AE, FG em comprimento. Mas a AG
¢ comensuravel com a AC; portanto, cada uma das AE FG é comensurivel
com a AC em comprimento. E a AC é racional; portanto, também cada uma
das AEF, FG é racional; desse modo, também cada um dos Al, FK é racional.
E, como a DE é comensurivel com a EG em comprimento, portanto, tam-
bém a DG é comensurivel com cada uma das DE, EG em comprimento. Mas
a DG é racional e incomensurivel com a AC em comprimento; portanto,
também cada uma das DE, EG é racional e incomensurivel com a AC em

comprimento; portanto, cada um dos DH, EK ¢ medial.
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Fique posto, entdo, por um lado, o quadrado JL igual ao Al e, por outro
lado, fique subtraido o quadrado MN, igual ao FK, tendo em comum com
ele o ﬁngulo sob JOL; portanto, os quadrados JL, MN estio a volta da
mesma diagonal. Sejaa diagonal OR deles, e ﬁque descrita completamente
a figura. Como, de fato, o retAngulo contido pelas AF, FG ¢ igual ao qua-
drado sobre a EG, portanto, como a AF estd paraa EG, assim a EG paraa
FG. Mas, por um lado, como a AF paraa EG, assim o Al para o EK, e, por
outro lado, como a EG para a FG, assim o EK para o KF; portanto, o EK
¢ médio, em proporgao, entre os Al KE Mas, também o LM é médio, em
propor¢do entre 0s JL, MN, como fot provado nos anteriores, e o Al é igual
a0 quadrado JL, enquanto o KE, ao MN; portanto, também o LM & igual
ao EK. Mas, por um lado, o EK ¢ igual a0 DH, e, por outro lado, o LM, ao
JN; portanto, o DK é igual ao gnémon YQX e ao MN. Mas também o AK
¢ igual aos quadrados JL, MN; portanto, o AB restante ¢ igual ao ST. Mas
oST¢éo quadrado sobre a JM; portanto, o quadrado sobre a JM ¢ igual ao
AB; portanto, a JM serve para produzir o AB.

Digo, entdo, que a JM é um apétomo.

Pois, como cada um dos Al, FK é racional, ¢ é igual aos JL, MN, por-
tanto, também cada um dos JL, MN ¢ racional, isto é, o sobre cada uma
das JO, OM; portanto, também cada uma das JO, OM é racional. De novo,
como o DH ¢ medial e ¢ igual ao JN, portanto, também o JN é medial.
Como, de fato, o JN é medial, enquanto o MN ¢ racional, portanto, o JN
¢ incomensurdvel com o MN; mas, como o JN para o MN, assim a JO estd
paraa OM; portanto, a JO ¢ incomensurivel com a OM em comprimento.
E ambas sio racionais; portanto, as JO, OM sio racionais comensuraveis
somente em poténcia; portanto, a JM éum ap6tomo. E serve para produzir
a drea AB; portanto, a que serve para produzir a drea AB é um apétomo.

Portanto, caso uma drea seja contida por uma racional, e as coisas se-

guintes.
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92.

Caso uma drea seja contida por uma racional ¢ wm segundo apétomo, a

que serve para produzir a drea ¢ um primeiro apétomo de uma medial.

Fique, pois, contida a drea AB pela racional AC A D E FG

e o segundo apétomo AD; digo que a que serve

para produzir a drea AB é um primeiro apétomo

de uma medial. ¢ B H 1K
Seja, pots, a DG a que se ajusta a AD; portanto, J M o

as AG, GD sio racionais comensuriveis somente -

em poténcia, e a que se ajusta, a DG, é comensura- S . r/l N

vel com a exposta racional AC, e a toda AG é maior Y

em poténcia do que a que se ajusta GD pelo sobre R 7 L

uma comensurével com aquela mesma em compri-
mento. Como, de fato, a AG é maior em poténcia do que a GD pelo sobre
uma comensuravel com aquela mesma, portanto, caso seja aplicado a AG
um igual 3 quarta parte do sobre a GD, deficiente por uma figura quadrada,
divide-a em comensuriveis. Fique, de fato, cortada a DG em duas no E;
e fique aplicado 2 AG um igual ao sobre a EG, deficiente por uma figura
quadrada, esejao pelas AFE FG; portanto, a AF é comensuravel com a FG
em comprimento. Portanto, também a AG é comensuravel com cada uma
das AE, FG em comprimento. Mas a AG é racional e incomensurivel com
aAC em comprimento‘ Portanto, também cada uma das AF, FG é racional
¢ incomensurdvel com a AC em comprimento; portanto, cada um dos Al,
FK é medial. De novo, como a DE é comensurivel com a DG, portanto,
também a DG é comensurivel com cada uma das DE, EG. Mas a DG ¢
comensurdvel com a AC em comprimento. [Portanto, também cada uma das
DE, EG é racional e comensurivel com a AC em comprimento.} Portanto,
cada um dos DH, EK ¢é racional.

Fique construfdo, de fato, por um lado, o quadrado JL igual ao Al e,
por outro lado, fique subtraido o MN igual ao FK, estando a volta do
mesmo ﬁngulo com o JL, o sob as JOL; portanto, os quadrados JL, MN

estio A volta da mesma diagonal. Sejaa diagonal OR deles, e ﬁque descrita
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completamente a ﬁgura‘ Como, de fato, os Al, FK sio mediais e sio iguais
aos sobre as JO, OM, [portanto ] também os sobre as JO, OM sio mediais;
portanto, também as JO, OM sio mediais comensuriveis somente em po-
téncia. E, como o pelas AE FG ¢ igual ao sobre a EG, portanto, como a AF
estd paraa EG, asstm a EG paraa FG; mas, por um lado, como a AF paraa
EG, assim o Al para o EK; e, por outro lado, como a EG para a FG, assim
[esté} o EK para o FK; portanto, o EK é médio, em proporgao, entre os
Al FK. Mas também o LM é médio, em proporgao, entre os quadrados JL,
MN; e, por um lado, o Al ¢ igual ao JL, e, por outro lado, o FK, a0 MN;
portanto, também o LM ¢ igual ao EK. Mas, por um lado, o DH [¢] igual
ao EK, e, por outro lado, o JN ¢ igual ao LM; portanto, o todo DK ¢ igual
ao gndmon YQX e ao MN. Como, de fato, o todo AK ¢ igual aos JL., MN,
dos quats o DK é igual ao gndmon Y QX e ao MN, portanto, o AB restante
é igual a0 TS. Mas o TS € o sobre a JM; portanto, o sobre a JM ¢ igual A
drea AB; portanto, a JM serve para produzir a drea AB.

Digo, [entdo] que a JM é um primeiro apétomo de uma medial.

Pois, como o EK é racional e é igual ao JN, portanto, o JN, isto é, 0 pelas
JO, OM é racional. E o MN foi provado medial; portanto, o JN é incomen-
surdvel com 0o MN; e, como o JN para o MN, assim a JO estd para a OM;
portanto, as JO, OM sio incomensurdveis em comprimento. Portanto, as
JO, OM sio mediais comensurdveis somente em poténcia, contendo um
racional; portanto, a JM é um primeiro apétomo de uma medial; e serve
para produzir a drea AB.

Portanto, a que serve para produzir a drea AB é um primeiro apétomo

de uma medial; o que era preciso provar.

93.

Caso uma drea seja contida por uma racional e um terceiro apétono, a
que serve para produzir a drea ¢ um segundo apétomo de uma medial.

Seja, pois, contida a drea AB pelas racional AC e terceiro apétomo AD;
digo que a que serve para produzir a drea AB ¢ um segundo apétomo de

uma medial.
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Seja, pois, a DG a que se ajustaa AD; portanto, A D E FG
as AG, GD sio ractonats comensurdvels somente
em poténcia, e nenhuma das AG, GD ¢é comensu- C B H1 K
rdvel com a exposta racional AC em comprimento,
e a toda AG ¢ maior em poténcia do que a que J M 0
se ajusta DG pelo sobre uma comensuravel com S S PLX N
aquela mesma. Como, de fato, a AG é maior em YX/'
poténcia do que a GD pelo sobre uma comensu-

rivel com aquela mesma, caso seja aplicado a AG R T L
um igual & quarta parte do sobre a DG, deficiente
por uma ﬁgura quadrada, dividi-la-4 em comensuraveis. Fique, de fato,
cortada a DG em duas no E, e fique aplicado 3 AG um igual ao sobre a
EG, deficiente por uma ﬁgura quadrada, e seja o pelas AEF FG. E ﬁquem
tragadas pelos pontos E, F G as EH, FI, GK paralelas 3 AC; portanto, as
AF, FG sdo comensurdvels; portanto, também o Al é comensurivel com
o FK. E, como as AF, FG sio comensurdveis em comprimento, portanto,
também a AG é comensurdvel com cada uma das AF, FG em comprimento.
Mas a AG é racional e incomensurivel com a AC em comprimento; desse
modo, também as AF, FG. Portanto, cada um dos Al, FK é medial. De novo,
como a DE é comensurivel com a EG em comprimento, portanto, a DG
¢ comensurdvel com cada uma das DE, EG em comprimento. Mas a GD ¢é
racional e incomensurdvel com a AC em comprimento; portanto, também
cada uma das DE, EG ¢ racional e incomensurivel com a AC em compri—
mento. Portanto, cada um dos DH, EK é medial. E, como as AG, GD sio
comensurivels somente em poténcia, portanto, a AG ¢é incomensuravel
com a GD em comprimento. Mas, por um lado, a AG é comensurivel com
aAF em comprimento, e, por outro lado, a DG, com a EG; portanto, a AF
¢ incomensurivel com a EG em comprimento‘ E, como a AF para a EG,
asstm o Al estd para o EK; portanto, o Al é incomensurivel com o EK.
Fique, de fato, por um lado, construido o quadrado JL igual ao Al e, por
outro lado, fique subtraido o MN igual ao FK, estando 4 volta do mesmo
ﬁngulo com o JL; portanto, os JL, MN estio a volta da mesma diagonal‘
Sejaa diagonal OR deles, e fique descrita completamente a figura. Como, de
fato, o pelas AF, FG ¢ igual a0 sobre a EG, portanto, como a AF estd para a
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EG, assim a EG paraa FG. Mas, por um lado, como a AF paraa EG, assim
o Al estd para o EK; e, por outro lado, como a EG para a FG@G, assim o EK
estd para o FK; portanto, também como o Al para o EK, assim o EK para o
FK; portanto, o EK ¢é médio, em proporgao, entre os Al FK. Mas também
o LM é médio, em proporgio, entre os quadrados JL, MN; e o Al ¢ igual
ao JL, ao passo que o FK, ao MN; portanto, também o EK é igual ao LM.
Mas o LM ¢ igual ao JN, ao passo que o EK [é] igual ao DH; portanto,
também o todo DK ¢ igual ao gndmon YQX e ao MN. Mas também o AK ¢
igual aos JL, MN; portanto, o AB restante ¢ igual ao ST, isto ¢, a0 quadrado
sobre a JM; portanto, a JM serve para produzir a drea AB.

Digo que a JM é um segundo apétomo de uma medial.

Pois, como os Al, FK foram provados mediais, e sio iguais aos sobre as
JO, OM, portanto, também cada um dos sobre as JO, OM ¢é medial; por-
tanto, cada uma das JO, OM ¢é medial. E, como o Al é comensurivel com o
EK, portanto, também o sobre a JO é comensurdvel com o sobre a OM. De
novo, como o Al foi provado incomensurivel com o EK, portanto, também
o JL é incomensurdvel com o LM, isto é, o sobre aJO com o pelas JO, OM;
desse modo, também a JO é incomensurdvel com a OM; portanto, as JO,
OM sio mediais comensurdveis somente em poténcia.

Digo, entdo, que também contém um medial.

Pois, como o EK foi provado medial e igual ao pelas JO, OM, portanto,
também o pelas JO, OM ¢ medial; desse modo, as JO, OM sio mediais
comensuriveis somente em poténcia, contendo um medial. Portanto, a JM
¢ um segundo apétomo de uma medial; e serve para produzir a drea AB.

Portanto, a que serve para produzir a drea AB é um segundo apétomo

de uma medial; o que era preciso provar.

94.

Caso uma darea seja contida por uma racional e um quarto apétomo, a que
serve para produzir a drea ¢ wma menor.

Seja, pois, contida a drea AB pela racional AC e o quarto apétomo AD;

digo que a que serve para produzir a drea AB é uma menor.
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Seja, pois, a DG a que se ajusta a AD; portanto, A D E FG

as AG, GD sio ractonais comensuraveis somente em

poténcia, e a AG é comensurivel com a exposta ra- B oK
cional AC em comprimento, e a toda AG é maior em

poténcia do que a que ¢ ajustada, a DG, pelo sobre J M 0

uma incomensurdvel com aquela mesma em compri- IR

, . n - /
mento. Como, de fato, a AG é maior em poténcia S V i—t N

do que a GD pelo sobre uma incomensurivel em Xt

comprimento com aquela mesma, portanto, caso seja

aplicado AAGum igual a quarta parte do sobre a DG,
deficiente por uma figura quadrada, dividi-la-d em
incomensuravets. Fique, de fato, cortadaa DG em duasno E, e ﬁque aplicado a
AG um igual ao sobre a EG, deficiente por uma figura quadrada, e seja o pelas
AFE FG; portanto, a AF é incomensurivel com a FG em comprimento. Fiquem,
de fato, tragadas pelos E, F, G as EH, FI, GK paralelas as AC, BD. Como, de
fato, a AG é racional e comensurivel com a AC em comprimento, portanto,
o todo AK é racional. De novo, como a DG é incomensuravel com a AC em
comprimento, e ambas sio racionais, portanto, o DK é medial. De novo, como
a AF é incomensuravel com a FG em comprimento, portanto, também o Al é
incomensurdvel com o FK. Por um lado, fique, de fato, construido o quadrado
JL igual ao Al e, por outro lado, ﬁque subtraido o MN igual ao FK, i volta
do mesmo Angulo, o sob as JOL. Portanto, os quadrados JL., MN estdo a volta
da mesma diagonal. Seja a diagonal OR deles, e ﬁque descrita completamente
a figura. Como, de fato, o pelas AE, FG ¢ igual ao sobre a EG, portanto, em
proporgao, como a AF estd para a EG, assim a EG para a FG. Mas, por um
lado, como a AF paraa EG, assim o Al estd para o EK, ¢, por outro lado, como
aEG paraa FG, assim o EK est3 parao FK; portanto, o EK é médio, em pro-
porgdo, entre 0s Al, FK. Mas também o LM é médio, em proporgdo, entre 0s
quadrados JL,MN, e 0 Al é igual aoJL, a0 passo que o FK, ao MN; portanto,
também o EK ¢ igual ao LM. Mas o DH ¢ igual ao EK, ao passo que o JN é
igual ao LM; portanto, o todo DK ¢ igual ao gnémon YQX e ao MN. Como,
de fato, o todo AK é igual aos quadrados JL, MN, dos quais o DK ¢ igual
a0 gndmon YQX e ao quadrado MN, portanto, o AB restante é igual ao ST,
isto ¢, ao quadrado sobre a JM; portanto, a JM serve para produzir a drea AB.

Digo que a JM é uma irracional, a chamada menor.
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Pois, como o AK é racional e igual a0s quadrados sobre as JO, OM,
portanto, 0 composto dos sobre as JO, OM ¢ racional. De novo, como o
DK é medial, e 0 DK é igual a duas vezes o pelas ]JO, OM, portanto, duas
vezes o pelas JO, OM ¢ medial. E, como o Al foi provado incomensurivel
com o FK, portanto, também o quadrado sobre a JO ¢ incomensuravel com
o quadrado sobre a OM. Portanto, as JO, OM sio incomensuriveis em
poténcia, fazendo, por um lado, o composto dos quadrados sobre elas
racional, e, por outro lado, duas vezes o por elas medial. Portanto, a JM ¢é
irracional, a chamada menor; e serve para produzir a drea AB.

Portanto, a que serve para produzir a drea AB é uma menor; o que era

preciso provar.

95.

Caso uma drea seja contida por uma racional ¢ um quinto apdtomo, a que
serve para produzir a drea ¢ a que faz, com um racional, o todo medial.

A D E FG Seja, pots, contida a drea AB pela racional AC e

o quinto apétomo AD; digo que a que serve para

produzir a drea AB ¢ a que faz, com um racional,
C B H 1K §todo medial.
Seja, pois, aDGa que se ajusta a AD; portanto,

J M 0 o .
Q as AG, GD sio racionais comensurdveis somente
S S Y N em poténcia, e a que se ajusta, a GD, é comensu-
1
’ , . .
Y L rdvel com a exposta racional AC em comprimento,
e a toda AG é maior em poténcia do que a que se
R T L ajusta DG pelo sobre uma incomensurivel com

aquela mesma. Portanto, caso seja aplicado a AG
um igual & quarta parte do sobre a DG, deficiente por uma figura quadrada,
dividi-la-4 em incomensuriveis. Fique, de fato, cortada a DG em duas no
ponto E, e fique aplicado 3 AG um igual ao sobre a EG, deficiente por uma
ﬁgura quadrada, e seja o pelas AFE, FG; portanto, a AF ¢ incomensuravel
coma FGem comprimento. E, como a AG é incomensurivel com a CA em

comprimento, e ambas sio racionais, portanto, o AK ¢ medial. De novo,
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como a DG é racional e comensurivel com a AC em comprimento, o DK
¢ racional. Por um lado, fique construido o quadrado JL igual ao Al e, por
outro lado, ﬁque subtraido o quadrado MN igual ao FK, a volta do mesmo
ﬁngulo, o sob JOL; portanto, os quadrados JL, MN estdo a volta da mesma
diagonal. Seja a diagonal OR deles, e fique descrita completamente a figura.
Do mesmo modo, entio, provaremos que a JM serve para produzir adrea AB.

Digo que a JM é a que faz, com um racional, o todo medial.

Pois, como o AK foi provado medial, e é igual aos sobre as JO, OM,
portanto, o composto dos sobre as JO, OM é medial. De novo, como o DK
¢ racional e ¢ igual a duas vezes o pelas JO, OM, também ele ¢ racional. E,
como o Al é incomensurivel com o FK, portanto, também o sobre a JO ¢
incomensurivel com o sobre a OM; portanto, as JO, OM sio incomensu-
raveis em poténcia, fazendo, por um lado, o composto dos quadrados sobre
elas medial, e, por outro lado, duas vezes o por elas racional. Portanto, a
restante JM ¢ irracional, a chamada a que faz, com um racional, o todo
medial; e serve para produzir a drea AB.

Portanto, a que serve para produzir adrea AB éa que faz, com um racio-

nal, o todo medial; o que era preciso provar.

96.

Caso wma drea seja contida por uma racional e um sexto apdtomo, a que
serve para produ@'r a drea ¢ a que faz, com um medial, o todo medial.

Seja, pois, a drea AB contida pela racional AC  p D E FG

e 0 sexto apétomo AD; digo que a que serve para

produzir aareaAB éa que faz, com um medial, o

) C B H | K
todo medial.
Seja, pots, a DGa que se ajusta a AD; portanto, J M 0
as AG, GD sio racionais comensuriveis somente - ' a
N i “pl X
em poténcia, e nenhuma delas é comensurivel com S Y’ —N
a exposta racional AC em comprimento, € a toda Xt
AG ¢ maior em poténcia do que a que se ajusta
. . R L
DG pelo sobre uma incomensurdvel com aquela T
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mesma em comprimento. Como, de fato, a AG é maior em poténcia do que
a GD pelo sobre uma incomensurdvel com aquela mesma em comprimento,
portanto, caso seja aplicado a AG um igual a quarta parte do sobre a DG,
deficiente por uma ﬁgura quadrada, dividi-la-4 em incomensuraveis. Fique,
de fato, cortadaa DG em duas no [ponto] E, e fique aplicado 3 AG um igual
ao sobre a EG, deficiente por uma ﬁgura quadrada, esejao Pelas AFE FG;
portanto, a AF ¢ incomensuravel com a FG em comprimento. E, como a AF
para a F@G, asstm o Al estd parao FK; portanto, o Al é incomensurivel com
o FKE, como as AG, AC sdo racionais comensuraveis somente em poténcia, o
AK é medial. De novo, como as AC, DG sio racionais e incomensuraveis
em comprimento, também o DK é medial. Como, de fato, as AG, GD sio
comensurivets somente em poténcia, portanto a AG é incomensurivel com
a GD em comprimento. Mas, como a AG paraa GD, assim o AK estd para
o KD; portanto, o0 AK é incomensurivel com o KD. Por um lado, fique, de
fato, construido o quadrado JL igual ao Al, e, por outro lado, ﬁque subtrai-
do o MN igual ao FK, A volta do mesmo ﬁngulo; portanto, os quadrados
JL, MN estdo a volta da mesma diagonal. Seja a diagonal OR deles e fique
descrita completamente a figura. Do mesmo modo, entdo, que nos acima,
provaremos que a JM serve para produzir a drea AB.

Digo que a JM é a que faz, com um medial, o todo medial.

Pois, como o AK foi provado medial e igual aos sobre as JO, OM, por-
tanto, o composto dos sobre as JO, OM ¢ medial. De novo, como o DK foi
provado medial e igual a duas vezes o pelas JO, OM, também duas vezes
o pelas JO, OM ¢ medial. E, como o AK foi provado incomensurivel com
o DK, [portanto], também os quadrados sobre as JO, OM sio incomen-
surdveis com duas vezes o pelas JO, OM. E, como o Al ¢ incomensurivel
com o FK, portanto, também o sobre a JO é incomensurdvel com o sobre a
OM; portanto, as JO, OM sio incomensurdveis em poténcia, fazendo tanto
o composto dos quadrados sobre elas medial quanto duas vezes o por elas
medial e, ainda, os quadrados sobre elas incomensuraveis com duas vezes o
por elas. Portanto, a JM ¢ irracional, a chamada a que faz, com um medial,
o todo medial; e serve para produzir a area AB.

Portanto, a que serve para produzir adrea é a que faz, com um medial,

o todo medial; o que era preciso provar.
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97.

O sobre um apétomo, aplicado a wma racional, faz como largura um
primeiro apétomo.

Sejam o apétomo AB, e a racional CD, e fique apli-

cadoa CD o CE igual ao sobre a AB, fazendo como
largura a CF; digo que a CF é um primeiro apétomo. ¢ F M1 L

Seja, pois, a BG a que se ajusta a AB; portanto,

as AG, GB s3o racionats comensuravets somente em D . NH ]
poténcia. E, por um lado, fique aplicado a CD o CH
igual ao sobre a AG, e, por outro lado, o IJ, ao sobre a BG. Portanto, o
todo CJ é igual aos sobre as AG, GB; dos quais o CE é igual ao sobre a AB;
portanto, o restante FJ é igual a duas vezes o pelas AG, GB. Fique cortada
a FL em duas no ponto M, e fique tragada pelo M a MN paralela 3 CD;
portanto, cada um dos FN, JM ¢ igual ao pelas AG, GB. E, como os sobre
as AG, GB sio racionais, e o DL é igual aos sobre as AG, GB, portanto, o
DL ¢ racional. E foi aplicado & racional CD, fazendo como largura a CL;
portanto, a CL ¢ racional e comensurivel com a CD em comprimento‘
De novo, como duas vezes o pelas AG, GB é medial, e o FJ ¢ igual a duas
vezes O pelas AG, GB, portanto, o FJ] é medial. E foi aplicado 3 racional
CD, fazendo como largura a FL; portanto, a FL ¢ racional e incomensu-
ravel com a CD em comprimento. E, por um lado, como os sobre as AG,
GB sao racionats, e, por outro lado, duas vezes o pelas AG, GB é medial,
portanto, os sobre as AG, GB sio incomensuriveis com duas vezes o pelas
AG, GB. E, por um lado, 0 CJ ¢ igual aos sobre as AG, GB, e, por outro, o
FJ, ao duas vezes o pelas AG, GB; portanto, o DL é incomensurivel com
o FJ. Mas, como o DL para o FJ, assim a CL estd para a FL. Portanto, a
CL ¢é incomensuravel com a FL em comprimento‘ E ambas sio racionais;
portanto, as CL, LF sio racionais comensuriveis somente em poténcia;
portanto, a CF é um ap6tomo.

Digo, entio, que é um primeiro.

Pois, como o pelas AG, GB ¢ médio, em proporgao, entre os sobre as

AG, GB, ¢, por um lado, o CH ¢ igual ao sobre a AG, e, por outro lado, o
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IJ ¢ igual ao sobre a BG, e 0 MJ, ao pelas AG, GB, portanto, também o MJ
é médio, em proporgao, entre 0s CH, IJ; portanto, como o CH esta para o
M]J, assim o M] para o I]. Mas, por um lado, como o CH para o MJ, assim a
Clestd para a ML; e, por outro lado, como o MJ parao IJ, assim a ML estd
para a 1L, portanto, o pelas CI, 1L ¢ igual ao sobre a ML, isto é, A quarta
parte do sobre a FL. E, como o sobre a AG é comensurivel com o sobre a
GB, também o CH [é] comensurdvel com o I]. Mas, como o CH parao I,
assim a CI para a IL; portanto, a CI ¢ comensurivel com a IL. Como, de
fato, as duas retas CL, LF sdo desiguais, e foi aplicado 3 CL o pelas CI, IL
igual a quarta parte do sobre a FL, deficiente por uma figura quadrada, e a
CI é comensurivel com a IL, portanto, a CL é mator em poténcia do que
a LF pelo sobre uma comensurdvel em comprimento com aquela mesma. Ea
CL é comensurivel com a exposta racional CD em comprimento. Portanto,
a CF ¢ um primeiro apétomo.

Portanto, o sobre um apStomo, aplicado a uma racional, faz como largura

um primeiro apétomo; o que era preciso provar.

08.

O sobre um primeiro apétomo de uma medial, aplicado a uma racional,
faz como largura um segundo apdtomo.

Sejam aAB um primeiro apétomo de uma medial e

a CD uma racional, e fique aplicado a CD o CE igual
C F M1 L aosobreaAB, fazendo como largura a CF; digo que

a CF ¢ um segundo apétomo.

D N Seja, pois, a BG a que se ajusta a AB; portanto,

as AG, GB sio mediais comensuriveis somente em
poténcia, contendo um racional. E, por um lado, fique aplicado 2 CD o
CH igual ao sobre a AG, fazendo como largura aCl, e, por outro lado, o IJ
igual a0 sobre a GB, fazendo como largura a IL; portanto, o todo CJ é igual
aos sobre as AG, GB; portanto, também o CJ é medial. E foi justaposto a
racional CD, fazendo como largura a CL; portanto, a CL é racional e inco-

mensuravel com a CD em comprimento. E, comoo CJ ¢ igual a0s sobre as
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AG, GB, dos quais o sobre a AB ¢é igual ao CE, portanto, duas vezes o pelas
AG, GB restante é igual ao FJ. Mas duas vezes o pelas AG, GB [¢] racional;
portanto, o FJ é racional. E foi justaposto A racional FE, fazendo como
comprimento a FL; portanto, também a FL é racional e comensurivel com
a CD em comprimento. Como, de fato, por um lado, os sobre as AG, GB,
isto é, 0 CJ, é medial, e, por outro lado, duas vezes o pelas AG, GB, 1sto é, o
FJ é racional, portanto, o CJ é incomensurdvel com o FJ. E, como o CJ para
o FJ,asstma CL estd para a FL; portanto,a CL ¢ incomensurivel com a FL
em comprimento. E ambas s3o racionais; portanto, as CL, LF sio ractonais
comensuriveis somente em poténcia; portanto, a CF é um apétomo.

Digo, entdo, que também é um segundo.

Fique, pois, cortada a FL em duas no M, e seja tragada pelo M a MN
paralela a CD; portanto, cada um dos FN, MJ ¢ igual a0 pelas AG, GB. E,
como o pelas AG, GB é médio, em proporgdo, entre 0s quadrados sobre as
AG, GB, e, por um lado, o sobre a AG ¢ igual ao CH, e, por outro lado, o
pelas AG, GB,ao M], e 0 sobrea BG ao IJ, portanto, também o MJ é médio,
em proporgao, entre os CH, IJ; portanto, como o CH est3 para o MJ, assim
o MJ para o I]. Mas, por um lado, como o CH para o MJ, assim a CI estd
para a ML, e, por outro lado, como o M] para o IJ, assim a ML esta para
LI portanto, como a CI para a ML, assim a ML estd para a IL; portanto,
o pelas CI, IL ¢ igual ao sobre a ML, isto é, a quarta parte do sobre a FL.
[E, como o sobre a AG é comensurével com o sobre a BG, também o CH
¢ comensurivel com o 1, isto ¢, a CI, com a IL.] Como, de fato, as duas
retas CL, LF sdo desiguais, e foi aplicado & maior CL o pelas CI, IL, igual
a quarta parte do sobre a LE deficiente por uma ﬁgura quadrada, também
divide-a em comensuraveis, portanto a CL é mator em poténcia do quea LF
pelo sobre uma comensurdvel com aquela mesma em comprimento. E a que
se ajusta FL ¢ comensurivel com a exposta racional CD em comprimento;
portanto, a CF é um segundo apétomo.

Portanto, o sobre um primeiro apétomo de uma medial, aplicado auma

racional, faz como largura um segundo apc’)tomo; 0 que era preciso provar.
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99.

O sobre um segundo apétomo de uma medial, aplicado a wma racional, faz
como largura um terceiro apétomo.

A B G Sejam a AB um segundo apétomo de uma medial e

a CD uma racional, e ﬁque aplicado aCDoCE igual
C F M | L aosobreaAB, fazendo como largura a CF; digo que

a CF é um tercetro apétomo.

D 2 NH Seja, pois, a BG a que se ajusta a AB; portanto,
as AG, GB sio mediais comensuraveis somente em
poténcia, contendo um medial. E, por um lado, ﬁque aplicado aCD o CH
igual ao sobre a AG, fazendo como largura a CI, e, por outro lado, fique
aplicado alHol]] igual ao sobre a BG, fazendo como largura a IL; por-
tanto, o todo CJ ¢ igual aos sobre as AG, GB [e os sobre as AG, GB sio
mediais.| Portanto, também o CJ é medial. E foi aplicado a racional CD,
fazendo como largura a CL; portanto, a CL ¢ racional e incomensuravel
com a CD em comprimento. E, como o todo CJ ¢ igual aos sobre as AG,
GB, dos quats o CE ¢ igual ao sobre a AB, portanto, o restante JE ¢ igual a
duas vezes o pelas AG, GB. Fique, de fato, cortada a FL em duas no ponto
M, e ﬁque tragada a MN paralela a CD; portanto, cada um dos FN, M]J ¢
igual a0 pelas AG, GB. Mas o pelas AG, GB é medial; portanto, também
o FJ ¢ medial. E foi justaposto a racional EF, fazendo como largura a FL;
portanto, também a FL é racional e incomensurivel com a CD em com-
primento‘ E, como as AG, GB sio comensurivets somente em poténcia,
portanto, a AG [é] incomensurivel com a GB em comprimento; portanto,
também o sobre a AG ¢ incomensurdvel com o pelas AG, GB. Mas, por
um lado, os sobre os AG, GB sio comensurédveis com o sobre a AG, ¢, por
outro lado, duas vezes o pelas AG, GB, com o pelas AG, GB; portanto,
os sobre as AG, GB sio incomensuriveis com duas vezes o pelas AG, GB.
Mas o CJ ¢ igual aos sobre os AG, GB, enquanto o FJ ¢ igual a duas vezes
o pelas AG, GB; portanto, o CJ ¢ incomensurdvel com o FJ. Mas, como o
CJ para o FJ, assim a CL estd para a FL; portanto, a CL é incomensurivel

com a FL em comprimento. E ambas sdo racionais; portanto, as CL, LF
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sio racionais comensurdveis somente em poténcia; portanto, a CF é um
apétomo.

Digo, entdo, que também é um terceiro.

Pois, como o sobre a AG é comensurivel com o sobre a GB, portanto,
também o CH ¢ comensurivel com o IJ; desse modo, também a CI, com a
IL. E, como o pelas AG, GB é médio, em proporgao, entre 0s sobre as AG,
GB,e o CH ¢ igual ao sobre a AG, enquanto o Ij ¢ igual ao sobre a GB, ¢
o MJ é igual a0 pelas AG, GB, portanto, o ML ¢ médio, em proporgao,
entre os CH, IJ; portanto, como o CH est3 para o MJ, assim o M] para o
IJ; mas, por um lado, como o CH para o MJ, assim a Cl estd para a ML, e,
por outro lado, como o MJ para o I, assim a ML estd paraa 1L; portanto,
como a CI para a LM, assim a LM esta para a 1L; portanto, o pelas CI, IL
é igual [ao sobre a LM, isto é} a quarta parte do sobre a FL. Como, de fato,
as duas retas CL, LF sdo desiguais, e foi aplicado 3 CL um igual a quarta
parte do sobre a FL, deficiente por uma ﬁgura quadrada, também a divide
em comensuravets, portanto, a CL é maitor em poténcia do que a LF pelo
sobre uma comensurivel com aquela mesma. E nenhuma das CL, LF ¢
comensuravel com a exposta racional CD em comprimento‘ Portanto, a CF
¢ um terceiro apétomo.

Portanto, o sobre um segundo apétomo de uma medial, aplicado a uma

racional, faz como largura um terceiro apétomo; 0 que era preciso provar.
100.

O sobre uma menor, aplimdo a uma mcional,fa<como largum um
quarto apdtomo.

Sejam a AB uma menor e a CD uma racional, e

N

fique aplicado & racional CD o CE igual ao sobrea A B G

AB, fazendo como largura a CF; digo que a CF é um

quarto apétomo.

Seja, pois, a BG a que se ajusta a AB; portanto, as

AG, GB sio incomensuriveis em poténcia, fazendo, p E NH J

por um lado, o composto dos quadrados sobre as AG,
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GB racional, e, por outro lado, duas vezes o pelas AG, GB medial. E, por
um lado, fique aplicado & CD o CH igual ao sobre a AG, fazendo como
Iargura a CI, e, por outro lado, o 1] igual a0 sobre a BG, fazendo como lar-
guraaIL; portanto, o todo CJ ¢ igual aos sobre as AG, GB. E o composto
dos sobre as AG, GB é racional; portanto, também o CJ ¢ racional. E foi
justaposto A racional CD, fazendo como largura a CL; portanto, a CL ¢
racional e comensurdvel com a CD em comprimento. E, como o todo CJ
é igual aos sobre as AG, GB, dos quais oCE¢ igual 2o sobre a AB, portanto,
o restante FJ é igual a duas vezes o pelas AG, GB. Fique, de fato, cortada a
FL em duas no ponto M, e fique tragada pelo M a MN paralela a qualquer
uma das CD, LJ; portanto, cada um dos FN, MJ ¢ igual a0 pelas AG, GB. E,
como duas vezes o pelas AG, GB ¢ medial e ¢ igual ao FJ, portanto, o FJ é
medial, e foi justaposto 3 racional FE, fazendo como Iargura aFL; portanto,
a FL é racional e incomensurivel com a CD em comprimento. E, como, por
um lado, o composto dos sobre as AG, GB é racional, e, por outro lado,
duas vezes o pelas AG, GB é medial, [portanto}, os sobre as AG, GB sio
incomensuraveis com duas vezes o pelas AG, GB. Mas o CJ [e} igual 20s
sobre as AG, GB, e o FJ ¢ igual a duas vezes o pelas AG, GB; portanto, o
CJ é incomensurivel com o FJ. Mas como o CJ para o FJ, assim a CL estd
para a LF; portanto, a CL é incomensuravel com a LF em comprimento.
E ambas sio racionais; portanto, as CL, LF s3o racionats comensuravets
somente em poténcia; portanto, a CF é um apétomo.

Digo, entdo, que também é um quarto.

Pois, como as AG, GB sio incomensurdveis em poténcia, portanto,
também o sobre a AG é incomensurdvel com o sobre a GB. E o CH ¢ igual
ao sobre a AG, enquanto o Ij ¢ igual ao sobre a GB; portanto, o CH ¢ in-
comensurdvel com o IJ. Mas, como o CH para o IJ, assim a Cl estd para a
1L; portanto, a CI ¢ incomensurivel com a IL em comprimento. E, como o
pelas AG, GB ¢ médio, em proporgio, entre os sobre as AG, GB, e o sobre
aAG é igual ao CH, enquanto o sobre a GB,aoIJ e o pelas AG, GB, a0 M]J,
portanto, o MJ ¢ médio, em proporgao, entre 0s CH, IJ; portanto, como o
CH estd para o MJ, assim o MJ para o IJ. Mas, por um lado, como o CH
para o MJ, assim a Cl estd paraa ML, e, por outro lado, como o M] para o

IJ, asstim a ML estd para a 1L, portanto, como a CI para a LM, asstm a LM
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estd paraa 1L; portanto, o pelas CILIL¢ igual ao sobre a LM, isto é, 3 quarta
parte do sobre a FL. Como, de fato, as duas retas CL, LF sio desiguais, e foi
aplicado aCLo pelas CI, IL igual a quarta parte do sobre a LE deficiente
por uma ﬁgura quadrada, também a divide em incomensuraveis, portanto,
a CL é matorem poténcia do que a LE pelo sobre uma incomensurivel com
aquela mesma. E, a toda CL é comensurivel com a exposta racional CD em
comprimento; portanto, a CF é um quarto apétomo.

Portanto, o sobre uma menor, e as coisas seguintes.

I01I.

O sobre a que faz, com um racional, o todo medial, aplicado a uma
racional, faz como largura wm quinto apétomo.

Sejam aAB a que faz, com um racional, o todo

medial e a CD uma racional, e fique aplicado a CD o

CE igual ao sobre a AB, fazendo como largura a CF;

digo que a CF é um quinto apétomo. D E N HJ
Seja, pois, a BG a que se ajusta a AB; portanto,

as retas AG, GB sio incomensurdveis em poténcia, A B G
fazendo, por um lado, o composto dos quadrados

sobre elas medial, e, por outro lado, duas vezes o por elas racional. E ﬁque
aplicado aCD, por um lado, o CH igual ao sobre a AG, e, por outro lado, o
IJ igual ao sobre a GB; portanto, o todo CJ ¢ igual aos sobre as AG, GB. E
0 composto dos sobre as AG, GB juntos ¢é medial; portanto, o CJ é medial.
E foi justaposto a racional CD, fazendo como largura a CL; portanto, a
CL é racional e incomensurdvel com a CD. E, como o todo CJ ¢ igual aos
sobre as AG, GB, dos quais oCE¢ igual 20 sobre a AB, portanto, o restante
FJ ¢ igual a duas vezes o pelas AG, GB. Fique, de fato, cortada a FL em
duasno M, e ﬁque tracada pelo M a MN paralela a qualquer uma das CD,
LJ; portanto, cada um dos FN, M] ¢ igual ao pelas AG, GB. E, como duas
vezes O pelas AG, GB é racional e [é] igual ao FJ, portanto, o FJ ¢ racio-
nal. E foi justaposto a racional EF, fazendo como largura a FL; portanto,

a FL é racional e comensurivel com a CD em comprimento. E como, por
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um lado, o CJ é medial, e, por outro lado, o FJ é racional, portanto, o CJ
¢ incomensurivel com o FJ. Mas, como o CJ para o FJ, assim a CL para a
LF; portanto, a CL é incomensuravel com a LF em comprimento‘ E ambas
sio racionais; portanto, as CL, LF sao racionats comensuriveis somente
em poténcia; portanto, a CF é um apétomo.

Digo, entdo, que também é um quinto.

Pois, do mesmo modo, provaremos que o pelas CIL ¢ igual ao sobre a
ML, isto ¢, a quarta parte do sobre a FL. E, como o sobre a AG é incomensu-
rdvel com o sobre a GB, mas o sobre a AG ¢ igual a0 CH, enquanto o sobre
a GBaol], portanto, o CH ¢ incomensurivel com o IJ. Mas, como o CH
para o IJ, assim a CI para a IL; portanto, a CI é incomensuravel com a IL
em comprimento. Como, de fato, as duas retas CL, LF sdo desiguais, e foi
aplicado a CL um igual a quarta parte do sobre a FL, deficiente por uma
figura quadrada, também a divide em incomensurdveis, portanto, a CL é
mator em poténcia do queaLF pelo sobre uma incomensuravel com aquela
mesma. E a FL, a que se ajusta, ¢ comensurivel com a exposta racional CD;

portanto, a CF é um quinto apétomo; o que era preciso provar.
102.

O sobre a que faz, com wm medial, o todo medial, aplicado a uma
racional, faz como largura um sexto apdtomo.

C E ML Sejam a AB a que faz, com um medial, o todo

medial, e a CD uma racional, e ﬁque aplicado aCDo

CE igual ao sobre a AB, fazendo como largura a CF;
digo que a CF é um sexto apétomo.

Seja, pois, aBGa que se ajusta a AB; portanto, as

A B G AG, GB sio incomensuriveis em poténcia, fazendo
tanto o composto dos quadrados sobre elas medial

quanto duas vezes o pelas AG, GB medial e os sobre as AG, GB incomen-
surdveis com duas vezes o pelas AG, GB. Fique, de fato, aplicado aCD, por
um lado, o CH igual ao sobre a AG, fazendo como larguraa CI, e, por outro

lado, 0 IJ, a0 sobre a BG; portanto, o todo CJ é igual aos sobre as AG, GB;
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portanto, também o C] [é] medial. E foi justaposto 3 CD, fazendo como
Iargura a CL; portanto, a CL é racional e incomensurivel com a CD em
comprimento. Como, de fato, o CJ ¢ igual aos sobre as AG, GB, dos quais
o CE ¢ igual ao sobre a AB, portanto, o restante EJ é igual a duas vezes o
pelas AG, GB. E duas vezes o pelas AG, GB ¢ medial; portanto, também
o FJ é medial. E foi justaposto i racional FE, fazendo como largura a FL;
portanto, a FL ¢ racional e incomensuravel com a CD em comprimento.
E, como os sobre as AG, GB sio incomensuriveis com duas vezes o pelas
AG, GB, ¢ o CJ é igual aos sobre os AG, GB, enquanto o FJ é igual a duas
vezes o pelas AG, GB, portanto, o C] [é] incomensuravel com o FJ. Mas,
como o (] para o FJ, assim a CL esta para a LF; portanto, a CL ¢ inco-
mensuravel com a LF em comprimento. E ambas sio racionais. Portanto,
as CL, LF sio racionats comensurdveis somente em poténcia; portanto, a
CF ¢ um apétomo.

Digo, entdo, que também é um sexto.

Pois, como o FJ é igual a duas vezes o pelas AQG, GB, ﬁque cortada a FL
em duas no M, e fique tragada pelo M a MN paralela 3 CD; portanto, cada
um dos FN, MJ ¢ igual a0 Pelas AG, GB. E, como as AG, GB sio incomen-
surivets em poténcia, portanto, o sobre a AG é incomensuravel com o sobre
a GB. Mas o CH ¢ igual a0 sobre a AG, ao passo que o IJ € igual ao sobre a
GB; portanto, o CH ¢ incomensurivel com o IJ. Mas, como o CH para o
IJ, assim a Cl estd para a IL; portanto, a CI é incomensuravel com a IL. E,
como o pelas AG, GB é médio, em proporgao, entre os sobre as AG, GB, e
o CH ¢igual ao sobre a AG, ao passo que o 1] é igual ao sobre a GB, e 0o MJ
é igual ao pelas AG, GB, portanto, também o MJ é médio, em proporgao,
entre os CH, IJ; portanto, como o CH para o M]J, assim o M] para o IJ.
E, pelas mesmas cotsas, a CL é mator em poténcia do que a LF pelo sobre
uma incomensurdvel com aquela mesma. E nenhuma delas é comensurdvel
com a exposta racional CD; portanto, a CF é um sexto apétomo; o que era

preciso provar.
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103.

A comensurdvel com o apétomo, em comprimento, ¢ um apétomo,
¢ 0 mesmo, na ordem.

Seja o apétomo AB, esejaa CD comensuravel com a AB

A B em comprimento; digo que também a CD é um apétomo
e 0 mesmo que a AB, na ordem.
C D F Pois, como a AB é um ap6tomo, sejaa BE a que se ajus-

taa AB; portanto, as AE, EB sio racionais comensurivets
somente em poténcia. E pela razio da AB paraa CD, ﬁque produzida ada
BE para a DF; portanto, também como um para um, todos [estio] para
todos; portanto, também como a toda AE estd para a toda CF assim a AB
para a CD. Mas a AB ¢ comensurivel com a CD em comprimento. Por-
tanto, também, por um lado, a AE ¢ comensurdvel com a CF e, por outro
lado, a BE, com a DE E as AE, EB sio racionais comensuriveis somente
em poténcia; portanto, as CE FD sdo racionais comensurdveis somente em
poténcia. [Portanto a CD ¢ um apétomo.

Digo, entdo, que também é o mesmo que a AB, na ordem.}

Como, de fato, a AE estd para a CE assim a BE para a DE portanto,
alternadamente, como a AE estd para a EB, assim a CF para a FD. Entao,
ou a AE ¢ maior em poténcia do que a EB pelo sobre uma comensurdvel
com aquela mesma ou pelo sobre uma incomensurdvel. Se, por um lado,
a AE ¢ maior em poténcia do que a EB pelo sobre uma comensurivel com
aquela mesma, também a CF serd maior em poténcia do que a FD pelo SO-
bre uma comensurdvel com aquela mesma. E, se a AE ¢ comensurdvel com
a exposta racional em comprimento, também a CE ao passo que, se a BE,
também a DF e, se nenhuma das AE, EB, também nenhuma das CE, DE
Se, por outro lado, a AE é maior em poténcia [do que a EB] pelo sobre uma
incomensuravel com aquela mesma, também a CF serd maior em poténcia
do que a FD pelo sobre uma incomensurivel com aquela mesma. E, se a
AE é comensurivel em comprimento com a exposta racional, também a CE

a0 passo que, se a BE, também a DE e se nenhuma das AE, EB, nenhuma

das CE FD.
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Portanto, a CD é um apétomo e 0 mesmo que a AB, na ordem; o que

era preciso provar.
104.

A comensurdvel com o apotomo de uma medial ¢ um apétomno de uma
medial, e 0 mesmo, na ordem.

Sejao AB apétomo de uma medial, e sejaa CD comensuravel

com a AB em comprimento; digo que a CD ¢ apétomo de uma A C
medial e 0 mesmo que a AB, na ordem.

Pois, como o AB é apétomo de uma medial, sejaa EB a que B
se ajusta a ela. Portanto, as AE, EB sio mediais comensuriveis E D
somente em poténcia. E ﬁque produzido como a AB paraa CD,

assim a BE paraa DF; portanto, também a AE [é} comensuravel

com a CE e a BE com a DE Mas as AE, EB sio mediais comensuriveis
somente em poténcia; portanto, também as CE FD sio mediais comen-
surdveis somente em poténcia; portanto, a CD¢é apétomo de uma medial.

Digo, entdo, que também ¢ o mesmo que a AB, na ordem.

[Pois,] como a AE estd para a EB, assim a CF para a FD [mas, por um
lado, como a AE para a EB, assim o sobre a AE para o pelas AE, EB, e, por
outro lado, como a CF para a FD, assim o sobre a CF para o pelas CE
FD] , portanto, também como o sobre a AE est4 parao pelas AE, EB, assim
o sobre a CF para o pelas CE FD [e, alternadamente, como o sobre a AE
para o sobre a CF assim o pelas AE, EB parao pelas CE FD]‘ Mas o sobre
a AE é comensurivel com o sobre a CF; portanto, também o pelas AE, EB
é comensurivel com o pelas CE FD. Se, de fato, o pelas AE, EB é racional,
também o pelas CF, FD serd racional, ao passo que se o pelas AE, EB [¢]
medial, também o pelas CF, FD [¢] medial.

Portanto, a CD é um apétomo de uma medial e 0 mesmo que a AB, na

ordem; O que era preciso PI‘OVHI‘.
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105.

A comensuwivel cOm a menor ¢ uma menor.

Sejam, pois, amenor AB e a CD comensurivel com a AB; digo

A oC que a CD também ¢ uma menor.
Fiquem, pois, produzidas as mesmas coisas. E, como as AE,
B D EB sio incomensurdveis em poténcia, portanto, também as CE,
E FD sio incomensuriveis em poténcia. Como, de fato, a AE est3
Fparaa EB, assim a CF paraa FD, portanto, também como o sobre

a AE estd para o sobre a EB, assim o sobre a CF para o sobre a
FD. Portanto, por composigﬁo, como os sobre as AE, EB estio para o so-
bre a EB, assim os sobre as CE, FD para o sobre a FD [e alternadamente ;
mas o sobre a BE é comensuravel com o sobre DF; portanto, também o
composto dos quadrados sobre as AE, EB é comensurivel com o composto
dos quadrados sobre as CE FD. Mas o composto dos quadrados sobre as
AE, EB é racional; portanto, também o composto dos quadrados sobre
as CE FD é racional. De novo, como o sobre a AE estd para o pelas AE, EB,
assim o sobre CF para o pelas CE ED, eo quadrado sobre a AE é comen-
surdvel com o quadrado sobre a CE, portanto, também o pelas AE, EB ¢é
comensuravel com o pelas CE FD. Mas o pelas AE, EB é medial; portanto,
também o pelas CE FD é medial; portanto, as CE FD sio incomensurdveis
em poténcia, fazendo, por um lado, o composto dos quadrados sobre elas
racional, e, por outro lado, o por elas medial.

Portanto, a CD é uma menor; o que era preciso provar.
106.

A comensurdvel com a que faz, com uwm racional, o todo medial ¢ uma que
faz, com wm racional, o todo medial.

Sejam a AB a que faz, com um racional, o todo medial e a CD comen-
surdvel com a AB; digo que também a CD éa que faz, com um racional, o

todo medial.
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Seja, pois, a BE a que se ajusta a AB; portanto, as AE, EB A C
sdo incomensurdveis em poténcia, fazendo, por um lado, o
composto dos quadrados sobre as AE, EB medial, e, por outro
lado, o por elas racional. E ﬁquem construidas as mesmas coi- E
sas. Do mesmo modo, entdo, que nos anteriores, provaremos F
que as CE FD estiao na mesma razdo que as AE, EB, e o com-
posto dos quadrados sobre as AE, EB é comensurivel com o composto dos
quadrados sobre as CE, FD, ¢ o pelas AE, EB, com o pelas CE FD; desse
modo, também as CE, FD sdo incomensurdveis em poténcia, fazendo, por
um lado, o composto dos quadrados sobre as CF, FD medial, e, por outro
lado, o por elas racional.

Portanto, a CD ¢é a que faz, com um racional, o todo medial; o que era

preciso provar.
107.

A comensurdvel com a que faz, com um medial, o todo medial ¢ também
ela a que faz, com wm medial, o todo medial.

Sejaa AB a que faz, com um medial, o todo medial e seja a
CD comensurivel com a AB; digo que também a CD é a que A C
faz, com um medial, o todo medial.

Seja, pois, a BE a que se ajusta a AB, e ﬁquem construidas B
as mesmas co1sas; portanto, as AE, EB sio incomensurivets em

poténcia, fazendo tanto o COI’IlPOStO dOS quadrados SObfG elas

F

medial quanto o por elas medial, e ainda o composto dos qua-
drados sobre elas incomensuravel com o por elas. E as AE, EB sdo, como
fot provado, comensuraveis com as CE FD, e o composto dos quadrados
sobre as AE, EB, com o composto dos sobre as CE FD, ¢ o pelas AE, EB,
com o pelas CE FD; portanto, também as CE FD sio incomensuriveis
em poténcia, fazendo tanto o composto dos quadrados sobre elas medial
quanto o por elas medial, e ainda 0 composto dos [quadrados] sobre elas
incomensurdvel com o por elas.

Portanto, a CD é a que faz, com um medial, o todo medial; o que era

preciso provar.
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108.

Sendo subtraido wm medial de wm racional, a que serve para produzir
a drea restante torna-se wma das duas irracionais, ou um apétomno

ou uma menor.

A E B Fique, pois, subtraido do racional BC

o medial BD; digo que a que serve para
produzir o restante EC torna-se uma das

duas irracionais, ou um apétomo ou uma

C D menor.
Fique, pois, exposta a FG racional, e,

J G por um lado, fique aplicado 3 FG o para-

Ielogramo retangular GH igual ao BC, e,

H | Fporoutro lado, fique subtraido o Gl igual

ao DB; portanto, o restante EC ¢ igual a0
JH. Como, de fato, por um lado, o BC é racional, e, por outro lado, o BD
¢ medial, e 0 BC ¢ igual a0 GH, enquanto o BD, ao GI, portanto, por um
lado, o GH é racional e, por outro lado, o GI é medial. E foi justaposto a
racional FG; portanto, por um lado, a FH ¢ racional e comensurdvel com
a FG em comprimento, e, por outro lado, a FI é racional e incomensuravel
comaFGem comprimento; portanto, a FH é incomensurivel com a Fl em
comprimento. Portanto, as FH, FI sio racionais comensurivets somente
em poténcia; portanto, a IH é um apétomo, e a IF a que se ajusta a ela.
Entdo, ou a HF é maior em poténcia do que a FI pelo sobre uma comen-
surdvel com aquela mesma ou nio.
Seja, primeiramente, maior em poténcia pelo sobre uma comensuravel.
E a toda HF é comensurivel com a exposta racional FG em comprimento;
portanto, a IH é um primeiro apétomo. Mas a que serve para produzir o
contido por uma racional e um primeiro apétomo ¢ um apétomo. Portanto,
a que serve para produzir o JH, isto é, 0 EC é um apétomo.
E, se a HF é maior em poténcia do quea FI pelo sobre uma incomensu-
rével com aquela mesma, e a toda FH é comensurdvel com a exposta racional

FG em comprimento, a IH é um quarto apétomo. Mas a que serve para
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'PI'OdLlZiI‘ O COI’ltidO POI‘ uma racional € um quarto apétomo é um menor;

O que era preciso provar.
109.

Sendo subtraido um racional de wm medial, outras duas irracionais tém
lugar, ou um primeiro apétomo de wuma medial ou a que faz, com um
racional, o todo medial.

Fique, pois, do medial BC subtraido o

racional BD. Digo que a que serve para pro-
duzir o restante EC torna-se uma das duas
irractonats, ou um primeiro apétomo de
uma medial ou a que faz, com um racional,

o todo medial.

Fique, pois, exposta a racional FG e p D C

fiquem aplicadas do mesmo modo as dreas. &
Por conseguinte, entdo, por um ladoa FH ¢

racional e incomensurével com a FG em comprimento, e, por outro lado, a
IF é racional e comensuravel com a FG em comprimento; portanto, as FH,
FI sdo racionais comensurdveis somente em poténcia; portanto, a [H é um
apétomo, e a Fl a que se ajusta a ela. Entdo, ou a HF é maior em poténcia
do que a FI pelo sobre uma comensurdvel com aquela mesma ou pelo sobre
uma incomensuravel.

Se, por um lado, de fato, a HF é maior em poténcia do queaFI pelo sobre
uma comensurédvel com aquela mesma, e a que se ajusta, a FI, é comensurdvel
com a exposta racional FG em comprimento, a [H é um segundo apétomo.
Mas a FG ¢é racional; desse modo, a que serve para produzir o JH, isto ¢, o
EC é um primeiro apétomo de uma medial.

E, se a HF é maior em poténcia do que a FI pelo sobre uma incomen-
surdvel, e a que se ajusta, a F1, é comensurdvel com a exposta racional FG
em comprimento, a IH é um quinto apétomo; desse modo, a que serve
para produzir o EC é a que faz, com um racional, o todo medial; o que era

preciso provar.
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I110.

Sendo subtraido de um medial um medial incomensurdvel com o todo,
as duas restantes irracionais tém lugar, ou um segundo apdtomo de uma
medial ou a que faz, com wm medial, o todo medial.

Fique, pois, subtraido, como nas propostas descritas, do medial BC o
medial BD incomensurdvel com o todo; digo que a que serve para produzir
o EC é uma das duas irracionais, ou um segundo apétomo de uma medial
ou a que faz, com um medial, o todo medial.

Pois, como cada um dos BC, BD é medial, e 0 BC é incomensuravel com
o BD, por conseguinte, cada uma das FH, FI seri racional e incomensurivel
comaFGem comprimento. E, como o BC é incomensurivel com o BD, isto
¢, 0 GH com o GI, também a HF é incomensurivel com a F; portanto, as
FH, FI sio racionais comensuriveis somente em poténcia; portanto, a IH ¢
um apétomo [e aFla que se ajusta. Entdo, oua FH é mator em poténcia do
que a FI pelo sobre uma comensurdvel ou pelo sobre uma incomensurdvel
com aquela mesma .

Se, por um lado, entio, a FH é maior em poténcia do que a FI pelo sobre
uma comensuravel com aquela mesma, e nenhuma das FH, FI é comen-
suravel com a exposta racional FG em comprimento, a IH é um terceiro
apétomo. Mas a IJ é racional, e o retAngulo contido por uma racional e um
terceiro apétomo ¢é irracional, e a que serve para produzi—lo ¢ irracional, e
¢ chamada segundo apétomo de uma medial; desse modo, a que serve para
produzir o JH, isto é, 0 EC é um segundo apétomo de uma medial.

Se, por outro lado, a FH é maior em poténcia do queaFI pelo sobre uma
incomensuravel com aquela mesma [em comprimento] ,e nenhuma das HE
FI é comensurivel com a FG em comprimento, a [H é um sexto apétomo.
Mas a que serve para produzir O por uma racional e um sexto apétomo ¢ a
que faz, com um medial, o todo medial. Portanto, a que serve para produzir
o JH, isto ¢, 0 EC ¢ a que faz, com um medial, o todo medial; o que era

preciso provar.
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III.

O apétomo ndo ¢ o mesmo que a binomial.

Seja o apétomo AB; digo queaABnioéomes- A B

mo que uma binomial.

G E

Pois, se possfvel, seja; e ﬁque expostaa racional D
DC e fique aplicado 3 CD o retdngulo CE igual ao
sobre a AB, fazendo como Iargura a DE. Como,
de fato, a AB é um apétomo, a DE é um primeiro
apétomo. SejaaEF a que se ajustaa ela; portanto,

as DE FE sao racionats comensurdvets somente em

C

poténcia, e a DF é mator em poténcia do que a FE
pelo sobre uma comensurivel com aquela mesma, e a DF é comensurivel
com a exposta racional DC em comprimento. De novo, como a AB ¢ uma
binomial, portanto, a DE é uma primeira binomial. Fique dividida nas com-
ponentes no G,esejaaDGa componente maior; portanto, as DG, GE sio
racionals comensuriveis somente em poténcia, ea DG émaitorem poténcia
do que a GE pelo sobre uma comensurivel com aquela mesma, e a maior
DG é comensuravel com a exposta racional DC em comprimento. Portanto,
também a DF é comensuravel com a DG em comprimento; portanto, a res-
tante GF é comensurivel com a DF em comprimento. [Como, de fato, a
DF é comensurével com a GE e a DF ¢é racional, portanto, também a GF é
racional. Como, de fato, a DF é comensurivel com a GF em comprimento}
mas a DF é incomensurivel com a EF em comprimento; portanto, também
a FG é incomensurivel com a EF em comprimento. Portanto, as GF, FE
[séo} racionats comensurdveis somente em poténcia; portanto, a EGéum
ap6tomo. Mas também é racional; o que é impossfvel‘

Portanto, o apétomo nao é o mesmo que a binomial; o que era preciso provar.
COROLARIO

O apétomo ¢ as irracionais depois dele nem sio os mesmos que a medial

nem entre si.

Pois, por um lado, o sobre uma medial, aplicado a uma racional, faz como

largura uma racional e incomensurdvel em comprimento com aquela, 3
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qual foi justaposto e, por outro lado, o sobre um apdétomo, aplicado auma
racional, faz como largura um primeiro apétomo, e o sobre um primeiro
apétomo de uma medial, aplicado a uma racional, faz como largura um se-
gundo ap6tomo, e 0 sobre um segundo apétomo de uma medial, aplicado a
uma racional, faz como largura um terceiro apétomo, e o sobre uma menor,
aplicado a uma racional, faz como largura um quarto apétomo, e o sobre a
que faz, com um racional, o todo medial, aplicado a uma racional, faz como
largura um quinto apétomo, enquanto o sobre a que faz, com um medial, o
todo medial, aplicado a uma racional, faz como largura um sexto apétomo.
Como, de fato, as ditas larguras diferem tanto da primeira quanto entre
si, por um lado, da primeira, porque ¢ racional, e, por outro lado, entre si,
porque ndo sio as mesmas na ordem, ¢ claro que assim também as irracio-
nais mesmas diferem entre si. E como foi provado, 0 apétomo niao sendo
a mesma que a binomial, e as depois do apétomo, sendo aplicadas a uma
racional, fazem como larguras apétomos, cada uma de acordo com a sua
prépria ordem, e as depois da binomial, as binomiais, também elas mesmas
de acordo com a ordem, portanto, as depois do apétomo sio diferentes e
as depois da binomial sio diferentes de modo a serem, na ordem, todas as
irracionais treze,

Medial,

Binomial,

Primeira binomial,

Segunda binomial,

Maior,

A que serve para produzir um racional e um medial,

A que serve para produzir dois mediais,

Apétomo,

Primeiro apétomo de uma medial,

Segundo apétomo de uma medial,

Menor,

A que faz, com um racional, o todo medial,

A que faz, com um medial, o todo medial.
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112.

O sobre uma racional, aplicado a binomial, faz como largura um
apétomo, do qual as componentes sio comensurdveis com as componentes
da binomial ¢ ainda na mesma razdo, ¢, ainda, o apotomo que tem lugar

terd a mesma ordem que a binomial.

Sejam, por um lado, a ra-

cional A, e, por outro lado, a A
binomial BC, da qual seja a D
. B —=—=C G e .
DC a maior componente, e
seja o pelas BC, EF igual a0 E F

. I H
sobre a A; digo que a EF é um

apétomo, do qual as componentes sio comensurdveis com as CD, DB, e na
mesma razio, e ainda a EF terd a mesma ordem que a BC.

Seja, pois, de novo, o pelas BD, G igual ao sobre a A. Como, de fato, o
pelas BC, EF ¢ igual ao pelas BD, G, portanto, como a CB estd para a BD,
assim a G paraa EE Mas a CB é maior do que a BD; portanto, tambéma G
¢ maior do que a EE Seja a EH igual aG; portanto, como a CB esta paraa
BD, asstm a HE para a EF; portanto, por separagao, como a CD estd para
a BD, asstim a HF paraa FE. Fique produzido como a HF para a FE, asstm
a FI para a IE; portanto, também a toda HI estd paraa IE, como a FI paraa
IE; pois, como um dos antecedentes para um dos consequentes, assim todos
os antecedentes para todos consequentes. Mas, como a FI paraa IE, assim
a CD estd para a DB; portanto, também como a HI para a IE assim a CD
paraa DB. Mas o sobre a CD é comensuravel com o sobre a DB; portanto,
também o sobre a HI é comensurivel com o sobre a IE E, como o sobre a HI
estd para o sobre a IF assim a HI para a 1E, porque as trés HI, IE, IE estio
em proporgao. Portanto, a HI é comensurivel com a [E em comprimento;
desse modo, também a HE é comensurdvel com a EI em comprimento. E,
como o sobrea A é igual a0 pelas EH, BD, e o sobre a A é racional, portan-
to, também o pelas EH, BD ¢ racional. E foi justaposto a BD; portanto,
a EH é racional e comensurivel com a BD em comprimento; desse modo,

também a EI, comensurivel com ela, é racional e comensurivel com BD
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em comprimento. Como, de fato, a CD esti para a DB, assim a FI para
alE, e as CD, DB sdo comensurdveis somente em poténcia, também as FI,
IE sio comensurdveis somente em poténcia. Mas a IE é racional; portanto,
também a FI é racional. Portanto, as FI, IE sio racionais comensuriveis
somente em poténcia; portanto, a EF é um apétomo.

E, oua CD é maior em poténcia do que a DB pelo sobre uma comensu-
rivel com aquela mesma ou pelo sobre uma incomensurdvel.

Se, por um lado, de fato, a CD é maior em poténcia do que a DB pelo
sobre uma comensurivel [com aquela mesma |, também a FI serd maior em
poténcia do que a IE pelo sobre uma comensurivel com aquela mesma. E,
se a CD é comensurivel com a exposta racional em comprimento, também
a FL; enquanto que, se a BD, também a IE; mas, se nenhuma das CD, DB,
também nenhuma das FI, IE.

Se, por outro lado, a CD é maior em poténcia do que a DB pelo sobre
uma incomensurivel com aquela mesma, também a FI serd maior em potén-
cia do que aIE pelo sobre uma incomensurivel com aquela mesma. E, se a
CD é comensurivel em comprimento com a exposta racional, também a FI;
enquanto, se a BD, também a IE; mas, se nenhuma das CD, DB, também
nenhuma das FI, IE; desse modo, a FE é um apétomo, do qual as compo-
nentes FI, IE sio comensuriveis com as componentes CD, DB da binomial,

€ na mesma razao, e tem a mesma ordem que a BC, O que era preciso pI‘OV&Iﬂ
I113.

O sobre uma racional, aplicado a wm apétomo faz como largura a
binomial, da qual as componentes sao comensurdveis com as componentes
do apdtomo, ¢ na mesma razao, ¢ ainda a binomial que tem lugar tem a

mesma ordem que o apétomo.

Sejam, por um lado, a racional A, e, por outro lado, o apétomo BD, e
seja o pelas BD, IH igual ao sobre a A, de modo que o sobre a racional
A, aplicado ao apétomo BD, faz como largura a IH; digo que a IH ¢ uma
binomial da qual as componentes sio comensurdveis com as componentes

da BD, e na mesma raz3o, e ainda a IH tem a mesma ordem que a BD.
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Seja, pois, a DC a que se ajusta a BD; portanto, C [
as BC, CD sio racionais comensuriveis somente em A
poténcia. E seja também o pelas BC, G igual 20 sobre D G
a A. Mas o sobre a A é racional; portanto, também o B E
pelas BC, G ¢ racional. E foi aplicado a racional BC; F
portanto, a G é racional e comensuravel com a BC em H

comprimento. Como, de fato, o pelas BC, G ¢é igual
ao pelas BD, IH, portanto, em propor¢do, como a CB estd paraa BD, assim
a [H para a G. Mas a BC é maior do que a BD; portanto, também a IH ¢
maior do que a G. Fique posta a 1E igual aG; portanto, a IE é comensuri-
vel com a BC em comprimento. E, como a CB estd para a BD, assim a HI
para a 1E, portanto, por conversao, como a BC estd paraa CD, assim a IH
para a HE. Fique produzido como a [H para a HE, assim a HF paraa FE;
portanto, também a [F restante esta para a FH, como a IH paraa HE, 1sto
¢, [como]| a BC para a CD. Mas as BC, CD [s30] comensurdveis somente
em poténcia; portanto, também as IE, FH sio comensuriveis somente em
poténcia. E, como a IH est3 para a HE, a IF para a FH, mas, como a IH
para a HE, a HF paraa FE, portanto, também como a [F paraa FH, a HF
para a FE; desse modo, também como a primeira para a terceira, o sobre a
primeira para o sobre a segunda; portanto, também como a IF para a FE,
assim o sobre a IF parao sobre a FH. Mas o sobre a IF é comensurivel com
o sobre a FH; pots, as IF, FH sdo comensurdvets em poténcia; portanto,
também a IF é comensurdvel com a FE em comprimento; desse modo,
também a IF [é} comensuravel com a [E, em comprimento‘ Mas a IE é ra-
cional e comensuravel com a BC em comprimento; portanto, também a [F
¢ racional e comensurivel com a BC em comprimento. E, como a BC est3
para CD, asstma IF para a FH, alternadamente, como a BC para IE assim a
DC paraa FH. Mas a BC é comensurivel com a IF; portanto, também a FH
¢ comensurivel com a CD em comprimento. Mas as BC, CD sio racionais
comensuriveis somente em poténcia; portanto, também as IE FH sio ra-
clonats comensuraveis somente em poténcia; portanto a IH ¢ uma binomial.

Se, por um lado, de fato, a BC é maior em poténcia do que a CD pelo
sobre uma comensurivel com aquela mesma, também a IF serd maior em

poténcia do que a FH pelo sobre uma comensurivel com aquela mesma. E
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se a BC é comensurivel com a exposta racional em comprimento, também a
IE ao passo que, se a CD é comensuravel com a exposta racional em compri—
mento, também a FH. Mas, se nenhuma das BC, CD, nenhuma das IF, FH.

Se, por outro lado, a BC é maior em poténcia do que a CD pelo sobre
uma incomensurivel com aquela mesma, também a IF seri maior em
poténcia do que a FH pelo sobrepelo némero sobre uma incomensuravel
com aquela mesma. E, se a BC é comensurivel com a exposta racional em
comprimento, também a IF ao passo que, se a CD, também a FH, mas se
nenhuma das BC, CD, nenhuma das IE FH.

Portanto, a IH é uma binomial, da qual as componentes IF, FH [sio]
comensuriveis com as componentes BC, CD do apétomo, e na mesma

razio, e ainda a IH terd a mesma ordem que a BC; o que era preciso provar.
114.
Caso uma drea seja contida por um apétomo ¢ a binomial, da gual as
componentes sao tanto comensuraveis com as componentes do apétomo

quanto na mesma razdo, a que serve para produzir a drea ¢ racional.

Fique, pois, contida uma drea, a pelas AB, CD, pelo

>
o
il

apétomo AB e a binomial CD, da qual a maior compo-

(9p]
m
lws)

nente seja a CE, e sejam as componentes CE, ED da

binomial tanto comensuriveis com as componentes
AF, FB do apétomo quanto na mesma razio, e seja a G

a que serve para produzir a pelas AB, CD; digo que a

[
—

G ¢é racional.

Fique, pots, exposta a H racional, e ﬁque aplicado a CD um igual a0
sobre a H, fazendo como largura a IJ; portanto, a I] é um apétomo, da qual
sejam as componentes IL, L] comensurdveis com as componentes CE,ED
da binomial, e na mesma razio. Mas também as CE, ED sio tanto comen-
surdvets com as AF, FB quanto na mesma razao; portanto, como a AF estd
para a EB, assim a IL para a L]. Portanto, alternadamente, como a AF estd
para a 1L, asstm a BF para a JL; portanto, também a restante AB esti para

a restante IJ, assim a AF para a IL. Mas a AF é comensuravel com a IL;
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portanto, também a AB é comensurdvel com a I]. E, como a AB estd para
a 1], assim o pelas CD, AB para o pelas CD, IJ; portanto, também o pelas
CD, AB é comensurivel com o pelas CD, I]. Mas o pelas CD,IJé igual a0
sobre a H; portanto, o pelas CD, AB é comensurivel com o sobre a H. Mas
o sobre a G ¢ igual ao pelas CD, AB; portanto, o sobre a G é comensurdvel
com o sobre a H. Mas o sobre a H é racional; portanto, a G é racional. E
serve para produzir o pelas CD, AB.

Portanto, caso uma drea seja contida por um apétomo e a binomial, da
qual as componentes sio comensurdveis com as componentes do apétomo,

€ na mesma razao, a que serve para produzir a 4rea é racional.

COLORARIO

E tornou-se-nos também evidente por 1SS0 que ¢é possfvel uma drea ra-

cional ser contida por retas irracionais; o que era preciso provar.
115.

A partir de wma medial tém lugar ilimitadas irracionais, e nenbuma ¢ a
mesma que nenbuma das anteriores.

Seja a medial A; digo que a partir da A ilimitadas

irracionats tém lugar, e nenhuma é a mesma que ne-

Fique exposta a racional B e seja o sobre a C igual

L ——— ]

A
nhuma das anteriores. B
C
D

a0 pelas B, A; portanto, a C é irracional; pois, o por

uma irracional e uma racional é irracional. E a mesma

que nenhuma das anteriores; pois, o sobre nenhuma das anteriores, aplicado
a uma racional, faz como largura uma medial. De novo, entio, seja o sobre a
D igual a0 pelas B, C; portanto, o sobre a D é irracional. Portanto, a D é
irracional; e a mesma que nenhuma das anteriores; pois, o sobre nenhuma
das anteriores, aplicado a uma racional, faz como largura a C. Do mesmo
modo, entio, promovendo essa ordem ilimitadamente, é evidente que a
partir da medial ilimitadas irracionais tém lugar, e nenhuma é a mesma que

nenhuma das anteriores; o que era PI'CCiSO PI‘OV'&II
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Defini¢oes

. Sélido é o que tem comprimento e largura e profundidade.

. E uma extremidade de um sélido é uma superficie.

. E uma reta estd em Angulos retos relativamente a um plano, quando
faga Angulos retos com todas as retas que a tocam e que estdo no plano
[suposto].

. Um plano estd em Angulos retos relativamente a um plano, quando as
retas tragadas, em um dos planos, em Angulos retos com a segio comum
dos planos, estejam em 4Angulos retos com o plano restante.

. Inclinagio de uma reta relativamente a um plano é, quando a partir da
extremidade elevada da reta até o plano seja tragada uma perpendicular,
e do ponto produzido até a extremidade da reta no plano seja ligada
uma reta, o Angulo contido pela que foi tragada e a alteada.

- Inclinagio de um plano relativamente a um plano ¢ o Angulo agudo
contido pelas tragadas, em cada um dos planos, em dngulos retos com
a $e¢A0 comum, NO MeSmMo ponto.

. Um plano ¢ dito ter-se inclinado em relagio a um plano semelhante-
mente a um outro relativamente a um outro, quando os ditos Angulos
das inclinagdes sejam iguais entre si.

. Planos paralelos sio os que ndo se encontram.

. Figuras sélidas semelhantes sio as contidas por planos semelhantes

iguais em quantidade‘
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E ﬁguras sélidas iguais e semelhantes sio as contidas por planos seme-
lhantes, iguais em quantidade e em magnitude.

Angulo s6lido é a inclinagio por mais de duas retas que se tocam e que
nio estdo na mesma superficie, relativamente a todas as retas. De outro
modo: o dngulo sélido ¢ o contido por mais de dois Angulos planos,
que nio estdo no mesmo plano, construidos em um ponto.

PirAmide ¢é uma figura sélida contida por planos, construida a partir
de um plano até um ponto.

Prisma ¢é uma figura sélida contida por planos, dos quais os dois
opostos sio tanto iguais quanto também semelhantes e paralelos, e 0s
restantes sio paralelogramos.

Esfera ¢ a figura compreendida quando, o didmetro do semicirculo
permanecendo fixo, o semicirculo, tendo sido levado a volta, tenha
retornado, de novo, a0 mesmo lugar de onde comegou a ser levado.

E eixo da esfera é a reta que permanece fixa, 3 volta da qual o semicirculo
é girado.

E centro da esfera ¢ o mesmo que também o do semicirculo.

E didmetro da esfera é alguma reta tragada pelo centro e sendo limitada
em cada um dos lados pela superficie da esfera.

Cone é a ﬁgura compreendida, quando um lado, dos 3 volta do ﬁngulo
reto, de um tridngulo retdngulo, permanecendo fixo, o tridngulo, tendo
sido levado a volta, tenha retornado ao mesmo lugar de onde comegou
a ser levado. E, caso, por um lado, a reta que permanece fixa seja igual a
restante, [a] levada d volta do Angulo reto, o cone serd retAngulo, caso,
por outro lado, menor, obtusingulo, e caso maior, acutingulo.

E eixo do cone é a reta que permanece fixa, a volta da qual o tridngulo
é girado.

E base é o circulo descrito pela reta levada a volrta.

Cilindro ¢ a figura compreendida, quando um lado, dos a volta do
ingulo reto, de um paralelogramo retingulo, permanecendo fixo, o
paralelogramo, tendo sido levado a volta, tenha retornado ao mesmo
lugar de onde comegou a ser levado.

E eixo do cilindro é a reta que permanece fixa, 3 volta da qual o parale-

logramo ¢ girado.
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E bases sio os circulos descritos pelos dois lados opostos conduzidos
a volta.

Cones e cilindros semelhantes sio aqueles dos quais tanto os eixos
quanto os didmetros das bases estio em proporgio.

Cubo ¢ uma figura sélida contida por seis quadrados iguais.
Octaedro ¢ uma figura sélida contida por o1to tridngulos iguais e equi-
literos.

Icosaedro é uma ﬁgura sélida contida por vinte tridingulos iguais e
equildteros.

. Dodecaedro ¢ uma figura sélida contida por doze pentdgonos iguais e

equiléteros e equiﬁngulos.
I.

Ndo estd uma parte dE uma lin]m reta no plano SMPOStO e uma outra

parte, em um mais elevado.

C Pois, se possfvel, esteja uma parte, a AB, da linha reta
ABC no plano suposto1 e alguma parte, a BC, no mais
D elevado.
B Entdo, uma reta continua estard sobre uma reta com
A a AB no plano suposto. Seja a BD; portanto, a AB é um

segmento comum das retas ABC, ABD; o que é impossi—

, VISto que, caso com o centro B e oraio AB seja descrito um circulo, os

diAmetros cortario circunferéncias desiguais do circulo.

Portanto, nio estd uma parte de uma linha reta no plano suposto e a

outra, em um mais elevado; o que era PI‘CCiSO provar.

I Suposto significa, aqui, posto por baixo, subjacente, sub-posto (alids, sub-posto di,

pela assimilagio do b ao p, supposto, e pela redugio do fonema geminadoap simples,
suposto).
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2.

Caso duas retas cortem-se, estdo em wm plano, e todo tridngulo estd em um plano.

Cortem-se, pois, as duas retas AB, CD no ponto E; digo A D
que as AB, CD estdo em um plano, e todo tridngulo estd em c
um plano. F G

Fiquem, pois, tomados os pontos F, G nas EC, EB, en- TR

contrados ao acaso, e ﬁquem Iigadas as CB, FG, e ﬁquem

tragadas através as FH, GI; digo, primeiramente, que o tridngulo ECB estd
em um plano. Pois, se uma parte do tridngulo ECB, ou a FHC ou a GBI,
estd no [plano] suposto, e a restante em um outro, também, alguma parte
de uma das retas EC, EB estari no plano Suposto, e a outra em um outro.
Esea parte FCBG do triﬁngulo ECB esteja no plano suposto, e a restante
em um outro, alguma parte também de ambas as retas EC, EB estard no
plano suposto, e a outra em um outro; o que foi provado absurdo. Portanto,
o triﬁngulo ECB estid em um plano. Mas, no qual estid o triﬁngulo ECB,
nesse também, cada uma das EC, EB, e no qual cada uma das EC, EB, nesse
também, as AB, CD. Portanto, as retas AB, CD estio em um plano, e todo

triﬁngulo estd em um plano; 0 que era preciso provar.

3.

Caso dOiS PlﬂflOS cortem-se, a SEgﬁO comum deles ¢ uma reta.

Cortem-se, pois, os dois planos AB, BC, e sejaa linha DB

a se¢io comum deles; digo que a linha DB ¢ uma reta. E
Potis, se nio, ﬁquem 1igadas do D até o B, por um lado, ;

a reta DEB no plano AB, e, por outro lado, a reta DFB no D A

plano BC. Entio, as extremidades das duas retas DEB, DFB c

serio as mesmas e, muito evidentemente, conterio uma area;
o que é absurdo. Portanto, as DEB, DFB nio sio retas. Do mesmo modo,
entdo, provaremos que nem alguma outra sendo ligada do D até o B existira,

exceto a segio comum DB dos planos AB, BC.
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Portanto, caso ClOiS PI&DOS cortems-se, a segﬁo comum deles ¢ uma reta;

O que era preciso provar‘

4.

Caso uma reta seja alcada em dngulos retos, na se¢do comum, com duas
retas que se cortam, também estard em dngulos retos com o plano por elas.

Fique, pois, alteada alguma reta, a EF, em 4ngulos
retos a partir do E com as duas retas AB, CD que se

cortam no ponto E; digo que a EF também estd em

ingulos retos com o plano pelas AB, CD.

Fiquem, pois, cortadas as AE, EB, CE, ED iguais
entre si, e fique tragada através alguma pelo E, ao aca-
so,a GEH, e ﬁquem 1igadas as AD, CB, e ainda, a partir do E encontrado
ao acaso, fiquem ligadas as FA, FG, FD, FC, FH, FB. E, como as duas AE,
ED sio iguais as duas CE, EB, e contém angulos iguais, portanto, a base
AD ¢ igual Abase CB,eo triﬁngulo AED sera igual a0 triﬁngulo CEB; desse
modo, também o dngulo sob DAE [¢] igual ao sob EBC. Mas também o
ﬁngulo sob AEG ¢ igual ao sob BEH. Entio, os AGE, BEH s3o dois triin-
gulos tendo os dois Angulos iguais aos dois Angulos, cada um a cada um, e
um lado, o AE, igual aum lado, 0 EB, o junto aos ﬁngulos 1guais; portanto,
terdo os lados restantes iguais aos lados restantes. Portanto, por um lado,
a GE ¢ igual a EH, e, por outro lado, a AG, a BH. E, como a AE ¢ igual a
EB, e a FE é comum e em ﬁngulos retos, portanto, a base FA ¢é igual 3 base
FB. Pelas mesmas coisas, entio, também a FC é igual AFD. E, comoa AD
é igual 3 CB, e também a FA ¢ igual 3 FB, entio, as duas FA, AD sio iguais
as duas FB, BC, cada uma a cada uma; e a base FD foi provada igual a base
FC; portanto, também o Angulo sob FAD ¢ igual ao Angulo sob FBC. E
como, de novo, a AG foi provada igual A BH, mas, certamente, também a FA
¢ igual 3 FB, entdo, as duas FA, AG sdo iguais as duas FB, BH. E o Angulo
sob FAG foi provado igual ao sob FBH; portanto, a base FG é igual 3 base
FH. E como, de novo, a GE foi provada igual 3 EH, e a EF ¢ comum, entio

as duas GE, EF sio iguais as duas HE, EF; e a base FG é igual A base FH;
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portanto, o ﬁngulo sob GEF ¢ igual a0 ﬁngulo sob HEE Portanto, cada um
dos Angulos sob GEF, HEF ¢ um reto. Portanto, a FE estd em dngulos retos
com a GH que foi tracado, casualmente, pelo E. Do mesmo modo, entio,
provaremos que a FE fard Angulos retos relativamente a todas as retas que
a tocam e que estdo no plano suposto. Mas, uma reta estd em Angulos retos
relativamente a um plano, quando faga dngulos retos relativamente a todas
as retas que a tocam e que estio no mesmo plano; portanto, a FE estd em
ngulos retos com o plano suposto. Mas, o plano suposto ¢ o pelas retas
AB, CD. Portanto, a FE estd em Angulos retos com o plano pelas AB, CB.

Portanto, caso uma reta seja alcada em Angulos retos, na se¢io comum,
com duas retas que se cortam, também estard em Angulos retos com o plano

POI‘ 6135; (¢] que era preciso provar.

5.

Caso uma reta seja alteada em dngulos retos, na se¢ao comum, com trés
retas que se tocam, as trés retas estdo em wm plano.

Fique, pois, alteada alguma reta, a AB, em Angulos
retos, no ponto de contato B, com as trés retas BC, BD,

BE; digo que as BC, BD, BE estdo em um plano.

Pois, nio, mas se possfvel estejam, por um lado, as

BD, BE no plano suposto, e, por outro lado, a BC no

mais elevado, e fique prolongado o plano pelas AB, BC;
fard, entdo, como se¢io comum, uma reta no plano su-
posto. Faca a BE Portanto, as trés retas AB, BC, BF estio em um plano, o
tracado pelas AB, BC. E, como a AB esti em ﬁngulos retos relativamente a
cada uma das BD, BE, portanto, a AB estd em Angulos retos com o plano
pelas BD, BE. Mas o plano pelas BD, BE é o suposto; portanto, a AB esti
em Angulos retos relativamente ao plano suposto. Desse modo, também a
AB fard Angulos retos com todas as retas que a tocam e que estdo no plano
suposto. Mas a BE que estd no plano suposto, toca-a; portanto, o ﬁngulo
sob ABE é reto. Mas o sob ABC também foi suposto reto; portanto, o in-

gulo sob ABF ¢ igual a0 sob ABC. E estio em um plano; oqueé impossfvel‘
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Portanto, a reta BC nio estd no plano mais elevado; portanto, as trés retas
BC, BD, BE estdo em um plano.

Portanto, caso uma reta seja alteada em Angulos retos, no ponto de
contato, com trés retas que se tocam, as trés retas estdo em um plano; o

que era PI‘CCiSO PI‘OVEII‘.

6.

Caso duas retas estejam em dngulos retos com o mesmo plano, as retas

serao pamlelas.

C A Estejam as duas retas AB, CD em ﬁngulos retos com
o plano suposto; digo que a AB ¢ paralela a CD.

/‘ Encontrem, pois, o plano SUpOSto nos pontos B,D,e
"‘ fique ligada a reta BD, e fique tragada a DE em 4ngulos
'/ retos com a BD, no plano suposto, e ﬁque posta a DE

igual 3 AB, e fiquem ligadas as BE, AE, AD.

E, como a AB estd em angulos retos relativamente ao plano suposto,
[portanto| também fard dngulos retos com todas as retas que a tocam e
que estdo no plano suposto. Mas cada uma das BD, BE toca a AB, estando
no plano suposto; portanto, cada um dos ﬁngulos sob ABD, ABE ¢ reto.
Pelas mesmas coisas, entio, também cada um dos sob CDB, CDE é reto.
E, como a AB ¢ igual a DE, e a BD é comum, entio as duas AB, BD sio
1guais as duas ED, DB: e contém ﬁngulos retos; portanto, a base AD ¢ igual
a base BE. E, como a AB ¢ igual a DE, mas também a AD, a BE, entio as
duas AB, BE sio iguais as duas ED, DA; e a AE é uma base comum deles;
portanto, o Angulo sob ABE ¢ igual ao Angulo sob EDA. Mas o sob ABE ¢
reto; portanto, também o sob EDA é reto: portanto, a ED estd em ﬁngulos
retos relativamente 3 DA. Mas também estd em Angulos retos relativamente
a cada uma das BD, DC. Portanto, a ED alteou-se em 4ngulos retos, no
ponto de contato, com as trés retas BD, DA, DC; portanto, as trés retas
BD, DA, DC estio em um plano. Mas no qual as DB, DA, nesse também
a AB; pois, todo triﬁngulo esta em um plano; portanto, as retas AB, BD,
DC estio em um plano. E cada um dos 4ngulos sob ABD, BDC ¢ reto;
portanto, a AB é paralela 3 CD.
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Portanto, caso duas retas estejam em ﬁngulos retos com O mesmo PI&HO,

as retas serao paralelas; (@] que era preciso provar.

7.

Caso duas retas sejam paralelas, ¢ sejam tomados pontos, encontrados ao
acaso, em cada wma delas, a reta sendo ligada nos pontos estd no mesmo
plano que as paralelas.

Sejam as duas retas paralelas AB, CD, e ﬁquem

tomados em cada uma delas os pontos E, F, encon- A E B
trados ao acaso; digo que a reta sendo ligada nos G
pontos E, F estd no mesmo plano que as paralelas.

Pois, ndo, mas, se possivel, esteja no mais elevado € F D

como a EGE e fique tragado através da EGF um

plano; fard, entio, como segio no plano SUpOSto, uma reta. Faga como a EF;

portanto, as duas retas EGE EF contém uma area; o que ¢é impossivel. Por-

tanto, a reta sendo ligada do E até o F nio estd no plano mais elevado: por-

tanto, a reta sendo ligada do E até o F estd no plano pelas paralelas AB, CD.
Portanto, caso duas retas sejam paralelas, e sejam tomados pontos, en-

contrados ao acaso, em cada uma, a reta sendo ligada nos pontos estd no

mesmo lano ue as aralelas;o ue era preciso provar.
P q p q P P

3.

Caso duas retas sejam paralelas, e wma delas esteja em dngulos retos com
algum plano, também a restante estard em dngulos retos com o mesmo

plano,

Sejam as duas retas paralelas AB, CD, e esteja uma delas, a AB, em An-
gulos retos com o plano suposto; digo que também a restante CD estard
em Angulos retos com o mesmo plano.

Encontrem, pois, as AB, CD o plano suposto nos pontos B, D, e fique
Iigada a BD; portanto, as AB, CD, BD estao em um plano. Fique tracada
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A C a DE em ﬁngulos retos com a BD no plano suposto,
e fique posta a DE igual 2 AB, e fiquem ligadas as BE,
AE, AD. E, como a AB estd em ﬁngulos retos relativa-
mente ao plano suposto, portanto, também a AB esti
B D em Angulos retos relativamente a todas as retas que a
tocam e que estio no plano suposto; portanto, cada
E um dos dngulos sob ABD, ABE [¢] reto. E, como a
reta BD encontrou as paralelas AB, CD, portanto, os
ﬁngulos sob ABD, CDRB sio iguais a dois retos. Mas o sob ABD ¢ reto;
portanto, também o sob CDB é reto; portanto, a CD estd em Angulos retos
relativamente 3 BD. E, como a AB ¢ igual a DE, e a BD é comum, entio as
duas AB, BD sio iguais s duas ED, DB; e o 4ngulo sob ABD ¢ igual ao
ﬁngulo sob EDB; pois, cada um é reto; portanto, a base AD ¢ igual A base
BE. E, como, por um lado, a AB ¢é igual 2 DE, e, por outro lado, a BE, 3
AD, ent3o as duas AB, BE sio 1guais as duas ED, DA, cada uma a cada uma.
E a AE é uma base comum deles; portanto, o ﬁngulo sob ABE ¢ igual a0
Angulo sob EDA. Mas o sob ABE ¢ reto; portanto, também o sob EDA ¢
reto; portanto, a ED estiem ﬁngulos retos relativamente 3 AD. E também
estd em ﬁngulos retos relativamente 3 DB; portanto, a ED também esti
em ﬁngulos retos com o plano pelas BD, DA. Portanto, a ED também fari
ingulos retos relativamente a todas as retas que a tocam e que estio no
plano pelas BDA. Mas a DC estd no plano pelas BDA, visto que as AB, BD
estio no plano pelas BDA, e, no qual as AB, BD, nesse também estd a DC.
Portanto, a ED estd em Angulos retos com a DC; desse modo, também a
CD estd em ﬁngulos retos com a DE. Mas também a CD estd em ﬁngulos
retos com a BD. Portanto, a CD algou-se em Angulos retos, a partir da
se¢io comum, o D, com as duas retas DE, DB que se cortam; desse modo,
a CD também estd em ﬁngulos retos com o plano pelas DE, DB. Mas o
plano pelas DE, DB ¢é o suposto; portanto, a CD estd em ﬁngulos retos
com o plano suposto.
Portanto, caso duas retas sejam paralelas, e uma delas esteja em Angulos
retos com algum plano, também a restante estard em angulos retos com o

mesmo plano; [©) que era preciso provar.
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9.

As paralelas & mesma reta e que ndo estdo no mesmo plano que ela,
também sao paralelas entre si.

Seja, pois, cada uma das AB, CD paralela 3 EF, B H A

nao estando no mesmo plano que 612{; CllgO que a

AB ¢é paralela 3 CD. F G
Fique, pois, tomado o ponto G, encontrado \| C

a0 acaso, na EFE, e, a partir dele, fiquem tragadas,

por um lado, a GH em 4ngulos retos com a EF no plano pelas EE, AB, e,
por outro lado, a GI de novo em ﬁngulos retos com a EF no pelas FE, CD.
E, como a EF estd em Angulos retos relativamente a cada uma das GH,
al, portanto, também a EF estd em ﬁngulos retos com o plano pelas GH,
GL.EaEF¢ paralela a AB; portanto, também a AB estd em ﬁngulos retos
com o plano pelas HGI. Pelas mesmas coisas, entio, também a CD estd em
ﬁngulos retos com o plano pelas HGI; portanto, cada uma das AB, CD est4
em ﬁngulos retos com o plano pelas HGI. Mas, caso duas retas estejam em
ingulos retos com o mesmo plano, as retas sio paralelas; portanto, a AB é

paralela a CD; o que era preciso provar.
10.

Caso duas retas que se tocam sejam paralelas a duas retas que se tocam,
ndo no mesmo plano, conterdao angulos iguais.

Sejam, pois, as duas retas que se tocam AB,

BC paralelas s duas retas que se tocam DE, EE, B C
nio no mesmo plano; digo que o 4ngulo sob
ABC ¢ igual ao sob DEE A

Fiquem, pois, cortadas iguais entre si as BA, \.

BC, ED, EF, e fiquem ligadas as AD, CF, BE,
AC, DE E, como a BA ¢ igual e paralela a ED,
portanto, também a AD ¢ igual e paralela a BE.
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Pelas mesmas coisas, entdo, também a CF é igual e paralela a BE; portanto,
cada uma das AD, CF é igual e paralela a BE. Mas as paralelas 3 mesma reta
e que nio estdo no mesmo plano que ela sio também paralelas entre si;
portanto, a AD ¢ paralela e igual a CE E as AC, DF ligam—nas; portanto, a
AC é igual e paralela d DE E, como as duas AB, BC sdo iguais as duas DE,
EE e a base AC é igual A base DE portanto, o ﬁngulo sob ABC é igual a0
Angulo sob DEE

Portanto, caso duas retas que se tocam sejam paralelas a duas retas que
se tocam, nio no mesmo plano, conterdo ingulos iguais; o que era preciso

provar.

I1.

Do ponto elevado dado até o plano dado tracar wma linha reta
perpena]imlaﬁ

Sejam, por um lado, o ponto elevado dado A, e, por
outro lado, o plano dado o suposto; é preciso, entio,
do ponto A até o plano suposto tragar uma linha reta

perpendicular.

Fique, pois, tragada através alguma reta, a BC, ao

acaso, no plano suposto, e fique tragada do ponto A até

aBCa perpendicular AD. Se, por um lado, de fato, a AD é perpendicular

também ao plano suposto, estaria sendo produzido o que foi prescrito. Se,

por outro lado, nio, ﬁque tracada do ponto DaDEem ﬁngulos retos com

a BC no plano suposto, e fique tragada do A até a DE a perpendicular AF,
e fique tragada pelo ponto F a GH paralela 3 BC.

E, como a BC estd em dngulos retos com cada uma das DA, DE, portan-
to, a BC também estd em Angulos retos com o plano pelas EDA. E a GH
¢ paralela a ela; mas, caso duas retas sejam paralelas, e uma delas esteja em
ngulos retos com algum plano, também a restante estard em Angulos retos
com o mesmo plano; portanto, a GH estd em 4ngulos retos com o plano
pelas ED, DA. Portanto, também a GH esti em ﬁngulos retos relativamente

a todas as retas que a tocam e que estao no plano pelas ED, DA. Mas a AF
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toca-a, estando no plano pelas ED, DA; portanto, a GH estd em ﬁngulos
retos relativamente 3 FA; desse modo, também a FA estd em Angulos retos
relativamente 3 HG. Mas a AF também estd em ﬁngulos retos relativamente
a DE; portanto, a AF estd em ﬁngulos retos relativamente a cada uma das
GH, DE. Mas, caso uma reta seja alteada em ﬁngulos retos, na secio, rela-
tivamente a duas retas que se cortam, também estard em Angulos retos com
o plano por elas; portanto, a FA estd em dngulos retos com o plano pelas
ED, GH. Mas o plano pelas ED, GH ¢ o suposto; portanto, a AF estd em
ingulos retos com o plano suposto.

Portanto, do ponto elevado dado A até o plano suposto foi tragada a

linha reta perpendicular AF; o que era preciso fazer.

12.

Levantar wma linha reta em dngulos retos com o plano dado a partir do
ponto dado sobre ele.

Sejam, por um lado, o plano dado o suposto, e, por
outro lado, A o ponto sobre ele; ¢ preciso, entio, a D
partir do ponto A, levantar uma linha reta em ﬁngulos
retos com o plano suposto.

Fique concebido algum ponto elevado, 0 B, e, a par-
tir do B até o plano suposto fique tragada a perpendicu-
lar BC, e pelo ponto A fique tragada a AD paralela d BC.

Como, de fato, as duas retas AD, CB sio paralelas, e uma delas, a BC,
estd em Angulos retos com o plano suposto, portanto, também a restante
AD estd em Angulos retos com o plano suposto.

Portanto, foi levantada a AD em Angulos retos com o plano dado a partir

do ponto A sobre ele; o que era preciso fazer.
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I3.

A partir do mesmo ponto ndo serdo levantadas, do mesmo lado, duas retas

em dngulos retos com o mesmo plano.

Pois, se possivel, a partir do mesmo ponto A ﬁquem
levantadas, do mesmo lado, as duas retas AB, AC em
ingulos retos com o plano suposto, e fique tragado atra-

vés o plano pelas BA, AC; fard, entdo, como segio, uma

reta pelo A no plano suposto. Faca a DAE; portanto, as
retas AB, AC, DAE estio em um plano. E, como a CA
estd em ﬁngulos retos com o plano suposto, também fard ﬁngulos retos
relativamente a todas as retas que a tocam e que estao no plano suposto.
Mas a DAE toca-a, estando no plano suposto; portanto, o ﬁngulo sob CAE
é reto. Pelas mesmas coisas, entio, também o sob BAE é reto; portanto,
o sob CAE ¢ igual ao sob BAE. E estio em um plano; o que ¢ impossfvel.

Portanto, a partir do mesmo ponto ndo serdo levantadas, do mesmo lado,

duas retas em ﬁngulos retos com O mesmo plano; o que era PI‘CCiSO PI‘OVEII‘.

14.

Os planos serdo paralelos, aqueles planos relativamente aos quais a mesma
reta estd em dngulos retos.

Esteja, pois, alguma reta, a AB, em angu-
los retos relativamente a cada um dos planos

C | CD, EF; digo que os planos sdo paralelos.

Pois, se nio, sendo prolongados, encon-

trar-se-30. Encontrem-se; fario, entio, uma

y  retacomo segio comum, Fagam a GH e fique
tomado, na GH, o ponto I, encontrado ao
acaso, e fiquem ligadas as AL, BL. E, como a AB estd em 4ngulos retos re-
lativamente ao plano EE, portanto, também a AB estid em ﬁngulos retos

relativamente A reta Bl que estd no plano que fot prolongado EF; portanto,
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o ﬁngulo ABI é reto. Pelas mesmas coisas, entio, também o sob BAI é reto.
Entdo, os dois Angulos, os sob ABI, BAI, do tridngulo ABI sdo iguais a dois
retos; o que ¢ impossfvel. Portanto, os planos CD, EF sendo prolongados,
ndo se encontrarao; portanto, os planos CD, EF sio paralelos.

Portanto, os planos sio paralelos, aqueles planos relativamente aos quais

a mesma reta esta em ﬁngulos retos; o que era preciso PI‘OVS.I“

I5.

Caso duas retas que se tocam sejam paralelas a duas retas que se tocam,
ndo estando no mesmo plano, os planos por elas sio paralelos.

Sejam, pois, as duas retas que se tocam AB, BC
paralelas as duas retas que se tocam DE, EE nio
estando no mesmo plano; digo que, sendo pro-
longados, os planos pelas AB, BC, DE, EF nio se

encontrarao.

Fique, pois, tracada a partir do ponto B até ao
plano pelas DE, EFa perpendicular BG, e encontre

como plano no ponto G, e ﬁquem tragadas pelo G,
por um lado, a GH paralela a ED, ¢, por outro lado, a GI, 3 EE E, como a
BG estd em ﬁngulos retos relativamente ao plano pelas DE, EE, portanto,
fard Angulos retos com todas as retas que a tocam e que estio no plano pe-
las DE, EE Mas cada uma das GH, GI toca-a, estando no plano pelas DE,
EF; portanto, cada um dos ﬁngulos sob BGH, BGI é reto. E, como a BA ¢
paralela 3 GH, portanto, os Angulos sob GBA, BGH sio iguais a dois retos.
Mas o sob BGH é reto; portanto, também o sob GBA é reto; portanto, a
GB estd em ﬁngulos retos com a BA. Pelas mesmas coisas, entio, também
a GB estd em Angulos retos com a BC. Como, de fato, a reta GB foi alteada
em ﬁngulos retos com as duas retas que se cortam BA, BC, portanto, tam-
bém a GB estd em Angulos retos com o plano pelas BA, BC. [Pelas mesmas
coisas, entio, também a BG estd em ﬁngulos retos com o plano pelas GH,
GI. Mas o plano pelas GH, GI é o pelas DE, EF; portanto, a BG estd em
ﬁngulos retos com o plano pelas DE, EE E também a GB foi provada em
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ﬁngulos retos com o plano Pelas AB, BC.] Mas os planos sao paralelos,
aqueles planos relativamente aos quais a mesma reta estd em angulos retos;
portanto, o plano pelas AB, BC ¢ paralelo ao pelas DE, EE

Portanto, caso duas retas que se tocam sejam paralelas a duas retas que
se tocam, ndo no mesmo plano, os planos por elas sio paralelos; o que era

preciso provar.

16.

Caso dois planos paralelos sejam cortados por algum plano, as secées
comuns deles sao paralelas.

Sejam, pois, cortados os dois
planos paralelos AB, CD pelo plano
EFGH, e sejam as EF, GH as secoes

| comuns deles; digo que a EF ¢ pa-
ralela a GH.

Pois, se nio, sendo prolongadas,
as EE GH encontrar-se-3o, ou no
lado dos E H ou no dos E, G. Fi-

quem prolongadas como no lado dos F, H, e encontrem-se primeiramente

no I. E, como a EFI estd no plano AB, portanto, também todos os pontos
sobre a EFI estio no plano AB. Mas oI é um dos pontos na reta EFI; por-
tanto, o I estd no plano AB. Pelas mesmas coisas, entio, também o I estd
no plano CD; portanto, os planos AB, CD, sendo prolongados, encontrar-
-se-30. E ndo se encontram, pelo terem sido supostos paralelos; portanto,
as retas EF, GH, sendo prolongadas no lado dos F, H, nio se encontrario.
Do mesmo modo, entio, provaremos que as retas EE GH, nem sendo pro-
longadas no lado dos E, G, se encontrario. Mas as que ndo se encontram
em nenhum dos lados sdo paralelas. Portanto, a EF ¢ Paralela a GH.
Portanto, caso dois planos paralelos sejam cortados por algum plano, as

segées comuns d€1€S sao paralelas; O que era PI’CCiSO provar.
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17.

Caso duas retas sejam cortadas por planos paralelos, serdo cortadas nas
mesmas razoes.

Sejam, pois, cortadas as duas
retas AB, CD pelos planos pa-
ralelos GH, 1], LM nos pontos
A, E, B, C, F D; digo que como
areta AE estd para a EB, assim
a CF paraa FD.

Fiquem, pois, Iigadas as AC,
BD, AD, e encontre a AD com
o plano IJ no ponto N, e fiquem
Iigadas as EN, NE E, como os
dois planos paralelos IJ, LM sio cortados pelo plano EBDN, as segdes co-

muns deles EN, BD sio paralelas. Pelas mesmas coisas, entio, como os dois
planos paralelos GH, IJ sdo cortados pelo plano ANFC, as segdes comuns
deles AC, NF sdo paralelas. E, como a reta EN foi tragada paralela a um dos
lados, 0 BD, do triﬁngulo ABD, portanto, em proporgao, como a AE estd para
EB, assim a AN para ND. De novo, como a NF foi tragada paralela a um dos
lados, o AC, do triﬁngulo ADC, em proporgao, como a AN esti para ND,
assim a CF para FD. Mas foi provado também como a AN paraa ND, assim
a AE para EB; portanto, também como a AE para EB, assim a CF para FD.

Portanto, caso duas retas sejam cortadas por planos paralelos, serdo

cortadas nas mesmas razoes; o que era PI‘CCiSO provar.

18.

Caso uma reta esteja em dngulos retos com algum plano, também estardo
em dngulos retos com o mesmo plano todos os planos por ela.

Esteja, pois, alguma reta, a AB, em 4ngulos retos com o plano suposto;
digo que também estdo em Angulos retos com o plano suposto todos os

planos pela AB.
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D G A Fique, pois, prolongado o Plano DE pela AB, e

seja a CE a se¢io comum do plano DE e do suposto,

e ﬁque tomado sobre a CE o ponto E encontrado ao

C f acaso,ea partir de F ﬁque tracada a FG, no plano DE,
em ﬁngulos retos com a CE. E, como a AB estd em
fmgulos retos com o plano suposto, também a AB esti
em Angulos retos relativamente a todas as retas que a tocam e que estio no
plano suposto; desse modo, também estd em angulos retos relativamente
a CE; portanto, o Angulo sob ABF ¢ reto. Mas também o sob GFB & reto;
portanto, a AB é paralela d FG. Mas a AB estd em Angulos retos com o plano
suposto; portanto, também a FG estd em dngulos retos com o plano supos-
to. E um plano estd em 4ngulos retos relativamente a um plano, quando as
retas tragadas, em um dos planos, em dngulos retos com a segio comum dos
planos estejam em Angulos retos com o plano restante. E a FG, tendo sido
tragada em um dos planos, o DE, em dngulos retos com a segio comum CE
dos planos, foi provada em 4ngulos retos com o plano suposto. Portanto,
o plano DE estd em ﬁngulos retos relativamente ao suposto. Do mesmo
modo, entdo, serdo provados também todos os planos pela AB, encontrados
a0 acaso, em Angulos retos com o plano suposto.

Portanto, caso uma reta esteja em dngulos retos com algum plano, tam-
bém estardo em dngulos retos com o mesmo plano todos os planos por ela;

o que era preciso provar.

I9.

Caso dois planos que se cortam estejam em dngulos retos com algum plano,
também a secao comum deles estard em dngulos retos com o mesmo plano.

Estejam, pois, os dois planos AB, BC em ingulos retos com o plano
suposto, e seja a segdo comum deles BD:; digo que a BD estd em ﬁngulos
retos com o plano suposto.

Pois, nao, e ﬁquem tracadas, a partir do ponto D, por um lado, no plano
AB, a DE em dngulos retos com a reta AD, ¢, por outro lado, no plano BC, a

DF em ﬁngulos retoscoma CD. E, como o plano AB estid em 'ngulos retos
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relativamente ao suposto, e a DE foi tragada, no
plano AB, em 4ngulos retos com a segio comum B

deles, portanto, a DE estd em ﬁngulos retos E

relativamente ao plano suposto. Do mesmo
modo, entdo, provaremos que também a DF

esta em ﬁDgUIOS retos relativamente a0 plano D

suposto. Portanto, a partir do mesmo ponto D, A c
duas retas levantadas no mesmo lado estio em
ingulos retos com o plano suposto; o que é impossivel. Portanto, a partir
do ponto D nio serd levantada em ngulos retos com o plano suposto,
exceto a segio comum DB dos planos AB, BC.

Portanto, caso dois planos que se cortam estejam em Angulos retos com
algum plano, também a segio comum deles estard em angulos retos com o

mesmo plano; O que era preciso pI‘OVEIIZ
20.

Caso um dngulo sélido seja contido por trés dngulos planos, dois
quaisquer, tomados juntos de toda mancira, sao maiores do que o restante.

Seja, pois, o Angulo sélido junto ao A D
contido por trés ﬁngulos planos, os sob
BAC, CAD, DAB; digo que dois quaisquer
dos Angulos sob BAC, CAD, DAB, tomados

juntos de toda maneira, sio maiores do que B £

C

o restante.

Se, por um lado, de fato, os ﬁngulos sob BAC, CAD, DAB sio iguais
entre si, ¢ evidente que dois quaisquer sio maiores do que o restante. Se,
por outro lado, ndo, seja maior o sob BAC, e ﬁque construfdo, sobre a reta
AB e no ponto A sobre ela, o sob BAE, no plano pelas BAC, igual ao ﬁngulo
sob DAB, e fique posta a AE igual 2 AD, e, tendo sido tragada pelo ponto
E, a BEC corte as retas AB, AC nos pontos B, C, e ﬁquem ligadas as DB,
DC. E, como a DA ¢ igual 3 AE, e a AB é comum, duas sdo iguais a duas. E

o ﬁngulo sob DAB é igual ao ﬁngulo sob BAE: portanto, a base DB é igual a
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base BE. E, como as duas BD, DC sio maiores do que a BC, das quais a DB
foi provada igual a BE, portanto, a restante DC ¢ maior do que a restante
EC. E, como a DA ¢ igual 3 AE, e a AC é comum, e a base DC é maior do
que a base EC, portanto o ﬁngulo sob DAC é maior do que o ﬁngulo sob
EAC. Mas também o sob DAB fot provado igual ao sob BAE; portanto, os
sob DAB, DAC sio maiores do que o sob BAC. Do mesmo modo, entio,
provaremos que também os restantes tomados dois a dois sio maiores do
que o restante.
Portanto, caso um 4ngulo sélido seja contido por trés Angulos planos,
ois quaisquer, tomados juntos de toda maneira, sio matores do que o
dois quaisq t dos juntos de tod do q

restante; o que era preciso provar.
21.

Todo ﬁngulo sélido ¢ contido por ﬁngulos planos menores do que quatro
retos.

Seja o Angulo sélido junto ao A contido pelos
ingulos planos sob BAC, CAD, DAB; digo que
D os sob BAC, CAD, DAB sio menores do que
quatro retos.
Fiquem, pois, tomados sobre cada uma das
B AB, AC, AD os pontos B, C, D, encontrados ao
acaso, e fiquem ligadas as BC, CD, DB. E, como
o ﬁngulo sélido junto ao B ¢ contido por trés ﬁngulos planos, os sob CBA,
ABD, CBD, dois quaisquer sio maiores do que o restante; portanto, os
sob CBA, ABD sio maiores do que o sob CBD. Pelas mesmas coisas, entio,
também, por um lado, os sob BCA, ACD sio maiores do que o sob BCD, e,
por outro lado, os sob CDA, ADB, sio maiores do que o CDB; portanto,
0s sets ﬁngulos, os sob CBA, ABD, BCA, ACD, CDA, ADB, sio maiores
do que os trés CBD, BCD, CDB. Mas os trés sob CBD, BDC, BCD sio
iguais a dois retos; portanto, os sefs, 0s sob CBA, ABD, BCA, ACD, CDA,
ADB, sio maiores do que dois retos. E, como os trés ngulos de cada um

dos triﬁngulos ABC, ACD, ADB sao iguais a dois retos, portanto, os nove
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angulos, os sob CBA, ACB, BAC, ACD, CDA, CAD, ADB, DBA, BAD,
dos trés tridingulos, sio iguais a seis retos, dos quais os seis dngulos, os
sob ABC, BCA, ACD, CDA, ADB, DBA, sio maiores do que dois retos;
portanto, os trés [ﬁngulos} restantes, os sob BAC, CAD, DAB, contendo
o Angulo sélido, sio menores do que quatro retos.

Portanto, todo ﬁngulo sélido é contido por ﬁngulos planos menores do

que quatro retos; o que era preciso provar.

22.

Caso existam trés ﬁngulos planos, dos quais os dois, tomados juntos de
toda mancira, sdo maiores do que o restante, e retas iguais os contenbam, é
possivel construir um tridngulo das que ligam as retas iguais.

Sejam os trés E

ingulos planos os
sob ABC, DEF,
GHI, dos quais D F

os dois, tomados

A C G I

juntos de toda ma-

neira, sio maiores do que o restante, por um lado, os sob ABC, DEF, do
que o sob GHI, e, por outro lado, os sob DEE GHI, do que o sob ARC,
e ainda os sob GHI, ABC, do que o sob DEFE e sejam 1guais as retas AB,
BC, DE, EE, GH, HI, e fiquem ligadas as AC, DE GI; digo que é possivel
construir um triﬁngulo das iguais as AC, DFE, GI, isto ¢, duas quatsquer das
AC, DE GI sio maiores do que a restante.

Se, por um lado, de fato, os ﬁngulos sob ABC, DEF, GHI sio iguais
entre si, é evidente que, também tornando-se iguats as AC, DE GI, é pos-
sivel construir um tridngulo das iguais as AC,
DE GI. Se, por outro lado, nio, sejam desi- H
guais, e fique construido sobre a reta HI e no
ponto H sobre ela o sob IH] igual ao 4ngulo
sob ABC; e fique posta a HJ igual a uma das
AB, BC, DE, EE GH, HI, e ﬁquem ligadas as
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1], GJ. E, como as duas AB, BC sio iguais as duas IH, HJ, e o ﬁngulo junto
ao B ¢ igual ao Angulo sob IH], portanto, a base AC ¢ igual A base I]. E,
como os sob ABC, GHI sio maiores do que o sob DEFE mas o sob ABC é
igual ao sob IH]J, portanto, o sob GHJ é maior do que o sob DEE E, como
as duas GH, HJ sdo iguais as duas DE, EF, e o0 Angulo sob GHJ é maior do
que o ﬁngulo sob DEF, portanto, a base GJ é maior do que a base DE Mas
a GI, IJ s3o maiores do que a GJ. Portanto, as GI, IJ sio, por muito, maio-
res do que a DE Mas, al] é igual a AC; portanto, as AC, GI s3o maiores do
que a restante DE Do mesmo modo, entio, provaremos que também
as AC, DF sio maiores do que a GI, e ainda as DE GI sio maiores do que
a AC. Portanto, é possfvel construir um triﬁngulo das iguais as AC, DE, GI;

o que era pI‘€CiSO PI‘OV&I‘.

23.

De trés ﬁngulos planos, dos quais os dois, tomados juntos de toda maneira,
sdo maiores do que o restante, construir um dngulo sélido; ¢ preciso entdo

serem os trés menores dO que quatro retos.

H Sejam os trés

B E ingulos planos da-

dos os sob ABC,

DEF, GHI, dos

A C D F quais os dois, to-

G I

mados juntos de
toda maneira, sejam maiores do que o restante, e ainda os trés sejam me-
nores do que quatro retos; ¢ preciso, entao, dos iguais aos sob ABC, DEE
GHI construir um angulo sélido.

Fiquem cortadas iguais as AB, BC, DE, EF, GH, HI, e fiquem ligadas
as AC, DE, GI; portanto, ¢ Possfvel, das iguais as AC, DF GI, construir
um tridngulo.

Fique construido o JLM, de modo a serem, por um lado, a AC igual a
JL, e, por outro lado, a DE a LM, e ainda a GI, 2 MJ, e fique descrito o
circulo JLM a volta do tridngulo JLM, e fique tomado o centro dele, e seja
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oN,e ﬁquem ligadas as JN, LN, MN; digo que L
a AB é maior do que a JN. Pois, se ndo, oua AB é .
igual a JN, ou menor. Seja, primeiramente, igual.
E, comoaAB¢ igual a JN, mas, por um lado, a AB 0
¢igual a BC, e, por outro lado, a NJ, a NL, entio J M
as duas AB, BC sio iguais as duas JN, NL, cada \/

uma a cada uma; e a base AC foi suposta igual

a base JL; portanto, o ingulo sob ABC ¢ igual ao Angulo sob JNL. Pelas
mesmas coisas, entdo, também o sob DEF ¢ igual a0 sob LNM, e ainda o
sob GHI, ao sob MNJ; portanto, os trés dngulos sob ABC, DEF, GHI sio
iguais aos trés sob JNL, LNM, MNJ. Mas os trés sob JNL, LNM, MN]J
s30 iguais a quatro retos; portanto, também os trés sob ABC, DEE GHI
sdo iguais a quatro retos. Mas foram também supostos menores do que
quatro retos; o que é absurdo. Portanto, a AB nio é igual a JN. Digo que
nem a AB é menor do que JN. Pois, se possfvel, seja. B ﬁquem postas, por
um lado, a NO igual aAB, e, por outro lado, a NP igual aBC, e ﬁque ligada
a OP E, como a AB ¢ igual 3 BC, também a NO ¢ igual 3 NP; desse modo,
também a restante JO ¢ igual a PL. Portanto, a JL ¢ paralela a OP ¢ o JLN
é equiﬁngulo com o OPN; portanto, como a NJ esta paraa]L, assim a NO
para a OP; alternadamente, como a JN para a NO, assim a JL para a OP
Mas a JN é maior do que a NO; portanto, também a JLL é maior do que a
OP Mas a JL foi posta igual 3 AC; portanto, também a AC é maior do que
a OP. Como, de fato, as duas AB, BC sio iguais as duas ON, NP ¢ a base
AC é maior do que a base OP, portanto, o Angulo sob ABC é maior do que
o ﬁngulo sob ONP. Do mesmo modo, entio, provaremos que também, por
um lado, o sob DEF é maior do que o sob LNM, e, por outro lado, o sob
GHI, do que o sob MNJ. Portanto, os trés ﬁngulos sob ABC, DEE, GHI
sio maiores do que os trés sob JNL, LNM, MNJ. Mas os sob ABC, DEFE,
GHI foram SUpOStos menores do que quatro retos; portanto, os sob JNL,
LNM, MNJ sio, por muito, menores do que quatro retos. Mas sdo iguats;
o que é absurdo. Portanto, a AB nio é menor do que a JN. Mas foi provado
que nem igual; portanto, a AB é maior do que aJN. Fique, entdo, levantada,
a partir do ponto N, a NR em Angulos retos com o plano do circulo JLM,

e, pelo que o quadrado sobre a AB é maior do que o sobre a JN, équele seja
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igual osobreaNR, e ﬁquem Iigadas as RJ, RL, RM. E, como a RN estd em
ingulos retos relativamente ao plano do circulo JLM, portanto, também a
RN estd em ﬁngulos retos relativamente a cada uma das JN, LN, MN. E,
como a JNé igual aNL, masa NR é comum e em ﬁngulos retos, portanto,
a base R] ¢ igual A base RL. Pelas mesmas coisas, entdo, também a RM ¢
igual acadaumadas RJ, RL; portanto, as trés RJ, RL, RM sio iguais entre
si. E como, pelo que o sobre a AB ¢ maior do que o sobre a JN, équele o
sobre a NR foi suposto igual, portanto, o sobre a AB é igual a0s sobre as
JN, NR. Mas o sobre a JR é igual aos sobre as JN, NR; pois, o sob JNR é
reto; portanto, o sobre a AB é igual ao sobre a RJ; portanto, a AB ¢ igual
a RJ. Mas, por um lado, cada uma das BC, DE, EE GH, HI é igual a AB,
e, por outro lado, cada uma das RL, RM ¢ igual a R]; portanto, cada uma
das AB, BC, DE, EF, GH, HI ¢ igual a cada uma das RJ, RL, RM. E, como
as duas JR, RL sdo iguais as duas AB, BC, ¢ a base JL foi suposta igual 3
base AC, portanto, o ﬁngulo sob JRL ¢ igual ao ﬁngulo ABC. Pelas mesmas
coisas, entdo, também, por um lado, 0 sob LRM ¢ igual ao sob DEF, e, por
outro lado, o sob JRM, ao sob GHI.

Portanto, de trés ﬁngulos planos, os sob JRL, LRM, JRM, os 1guais aos
trés dados, os sob ABC, DEF, GHI, foi construido o Angulo sélido junto
ao R, contido pelos ﬁngulos sob JRL, LRM, JRM; o que era preciso fazer.

LEMA
C E do qual modo, pelo que o sobre a AB ¢ maior do
@ que o sobre a JN, é tomar igual aquele o sobre a NR,
A B provaremos assim. Fiquem expostas as retas AB, JN, e

seja maior a AB, e fique descrito sobre ela o semicirculo
ABC, e ﬁque ajustada no semicirculo ABC a AC igual areta JN, que ndo é
maior do que o didmetro AB, e fique ligada a CB. Como, de fato, o 4ngulo
sob ACB estd no semicirculo ACB, portanto, o sob ACB é reto. Portanto, o
sobre a AB é igual aos sobre as AC, CB. Desse modo, o sobre a AB é maior
do que o sobre a AC pelo sobre a CB. Mas a AC ¢ igual a JN. Portanto, o
sobre a AB é maior do que o sobre a JN pelo sobre a CB. Caso, de fato,
cortemos a NR igual A BC, o sobre a AB serd maior do que o sobre a JN

pelo sobre a NR; o que era proposto fazer.
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24.

Caso um sélido seja contido por planos paralelos, os planos opostos dele

sdo iguais e também paralelogramos.

Seja, pois, o s6lido CDHG contido
pelos planos paralelos AC, GE AH, DE,
BE AE; digo que os planos opostos dele

A G

sdo 1guais e também paralelogramos.
Pois, como os dois planos paralelos
BG, CE sio cortados pelo plano AC,

as se¢Oes comuns deles sio paralelas.

D E

Portanto, a AB ¢ paralela 8 DC. De novo, como os dois planos paralelos
BE AE sio cortados pelo plano AC, as se¢des comuns deles sio paralelas‘
Portanto, a BC ¢ paralela 3 AD. Mas também a AB foi provada paralela 3
DC; portanto, o AC é um paralelogramo‘ Do mesmo modo, entio, prova-
remos que também cada um dos DE FG, GB, BE AE é um paralelogramo.

Fiquem ligadas as AH, DE E, como, por um lado, a AB ¢ paralela a DC,
e, por outro lado, a BH, A CF entio, as duas AB, BH, que se tocam, sdo
paralelas As duas DC, CE que se tocam, nio NO Mesmo plano; portanto,
conteriao ﬁngulos 1guais; portanto, o ﬁngulo sob ABH ¢ igual ao sob DCE
E, como as duas AB, BH sdo iguais as duas DC, CE e o dngulo sob ABH ¢
igual ao Angulo DCE, portanto, a base AH ¢ igual & base DF, e o tridngulo
ABH ¢ igual a0 triﬁngulo DCE E, por um lado, o paralelogramo BG éo
dobro do ABH, e, por outro lado, o paralelogramo CE ¢é o dobro do DCF;
portanto, o paralelogramo BG é igual ao paralelogramo CE. Do mesmo
modo, entdo, provaremos que também, por um lado, o AC ¢ igual ao GF,
e, por outro lado, o AE, ao BE

Portanto, caso um sélido seja contido por planos paralelos, 0s planos

opostos dele sio iguais e também paralelogramos; o que era preciso provar.
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25.

Caso um sélido paralelepipedo seja cortado por um plano que ¢ paralelo
aos planos opostos, como a base estard para a base, assim o sélido
para o sélido.

Fique, pois, cortado o s6-

lido paralelepipedo ABCD

N B G ! pelo plano FG que ¢ paralelo
a0s planos opostos RA, DH;

0 U digo que como a base AEFU

FL/Cl/X |/s estdparaabase EHCE assim

J K A E H L M o sélido ABFY para o sélido
EGCD.

Fique, pois, prolongada a AH sobre cada um dos lados, e fiquem postas,
quantas quer que sejam, por um lado, as AK, KJ 1guats a AE, e, por outro
lado, as HL, LM iguais a EH, e ﬁquem completados 0s paralelogramos JO,
KU, HX, LS, e os sélidos JP, KR, DL, LT. E, como as retas JK, KA, AE sio
iguais entre s, também, por um lado, os paralelogramos JO, KU, AF sao
iguais entre si, e, por outro lado, os KN, KB, AG, entre si, e ainda os JV, KP,
AR, entre s1; pois sio opostos. Pelas mesmas coisas, entio, também, por
um lado, os paralelogramos EC, HX, LS sdo iguais entre si, e, por outro
lado, os HG, HI, IM sio iguais entre si, e ainda os DH, LZ, MT; portanto,
trés planos dos sélidos JB, KR, AY sio iguais a trés planos. Mas os trés
$30 iguals aos trés OpOstos; portanto, os trés sélidos JB KR, AY sio iguais
entre si. Pelas mesmas coisas, entio, também os trés sélidos ED, DL, LT
s30 iguals entre si; portanto, quantas vezes a base JF é da base AF, tantas
vezes também o sélido JY é do sélido AY. Pelas mesmas coisas, entdo, quan-
tas vezes a base MF é da base FH, tantas vezes também o sélido MY ¢ do
solido HY. E, se a base JF ¢ igual a base ME, também o sélido JY ¢é igual
a0 sélido MY, e se a base JF excede a base ME, também o sélido JY excede
o sélido MY, e se ¢ inferior, inferior. Entido, existindo quatro magnitudes,
por um lado, as duas bases AF, FH, e, por outro lado, os dois sélidos AY,

YH, foram tomados, por um lado, os mesmos mﬁltiplos da base AF ¢ do
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sélido AY tanto a base JF quanto o sélido JY, e, por outro lado, da base HF
e do sélido HY tanto a base MF quanto o sélido MY, e foi provado que,
se a base JF excede a base FM, também o sélido JY excede o [sélido] MY,
e se igual, igual, e se inferior, inferior. Portanto, como a base AF esti para

a base FH, assim o sélido AY parao sélido YH; o que era preciso provar.
26.

Sobre a reta dada e no ponto sobre ela, construir um dngulo sélido igual ao

angulo sélido dado.

Sejam, por um lado, a reta dada AB, e, por outro lado, o ponto dado
A sobre ela, e o ﬁngulo sélido dado, o junto ao D, contido pelos ﬁngulos
planos sob EDC, EDE FDC; € preciso, entdo, sobre a reta AB e no ponto
A sobre ela, construir um ﬁngulo sélido igual ao ﬁngulo sélido junto ao D.
Fique, pois, tomado sobre
a DF o ponto F ao acaso, e F
fique tragada, a partir de F até R %\

o plano pelas ED, DC, a per- L Y

pendicular FG, e encontre com C

o plano no G, e fique ligada
a DG, e ﬁquem construidos, E A

sobre a reta AB e no ponto A
sobre ela, por um lado, o sob
BAL igual a0 ﬁngulo sob EDC, e, por outro lado, o sob BAK igual ao sob
EDG, e fique posta a AK igual 2 DG, e fique levantada, a partir do ponto
K,aKH em ﬁngulos retos com o plano pelas BAL, e ﬁque posta a KH igual
a GE e fique ligada a HA; digo que o dngulo sélido junto ao A, contido
pelos Angulos BAL, BAH, HAL ¢ igual ao dngulo sélido junto ao D, contido
pelos ﬁngulos EDC, EDE FDC.

Fiquem, pois, cortadas iguais as AB, DE, e fiquem ligadas as HB, KB, FE,
GE. E, como a FG estid em ﬁngulos retos relativamente ao plano suposto,
também fard Angulos retos com todas as retas que a tocam e que estdo no

plano suposto; portanto, cada um dos ﬁngulos sob FGD, FGE é reto. Pelas
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mesmas coisas, entio, também cada um dos ﬁngulos sob HKA, HKB é reto.
E, como as duas KA, AB sido iguais as duas GD, DE, cada uma a cada uma, e
contém ﬁngulos iguaits, portanto a base KB é igual 3 base GE. Mas também
aKH ¢ igual a GF; e contém ﬁngulos retos; portanto, também a HB ¢ igual
a FE. De novo, como as duas AK, KH sio iguais as duas DG, GE e contém
ﬁngulos retos, portanto, a base AH é igual 3 base FD. Mas também a AB ¢é
igual 3 DE; entdo, as duas HA, AB sio iguais ds duas DE DE. E a base HB
é igual A base FE; portanto, o ﬁngulo sob BAH ¢ igual a0 ﬁngulo sob EDE
Pelas mesmas coisas, entdo, também o sob HAL ¢ igual ao sob FDC [visto
que, caso cortemos iguais as AL, DC e liguemos as KL, HL, GC, FC, como
o sob BAL todo é igual ao sob EDC todo, dos quais o sob BAK fot suposto
igual a0 sob EDG, portanto, o sob KAL restante ¢ igual a0 sob GDC restan-
te. E, como as duas KA, AL sio iguais as duas GD, DC, e contém ﬁngulos
iguais, portanto, a base KL ¢ igual 3 base GC. Mas também a KH ¢ igual a
GF; entio, as duas LK, KH sio iguaits as duas CG, GF; e contém 3ngulos
retos; portanto, a base HL é igual A base FC. E, como as duas HA, AL sio
iguais as duas FD, DC, e a base HL ¢ igual a base FC, portanto, o ngulo sob
HAL ¢ igual ao Angulo FDC]. Mas também o sob BAL ¢ igual ao sob EDC.

Portanto, sobre a reta dada AB e no ponto A sobre ela, foi construido

um igual ao ﬁngulo sélido dado junto ao D; o que era preciso fazer.

27.

Sobre a reta dada, descrever um sélido paralelepipedo semelbante, ¢ também
semelbantemente posto, ao sélido paralelepipedo dado.

Sejam, por um lado, a reta

D dada AB, e, por outro lado, 0 s6-

F L lido paralelepipedo dado CD; ¢
H preciso, entdo, sobre a reta dada

AB, descrever um sélido parale-

A B lepfpedo semelhante e também

C E semelhantemente posto ao s6-

lido paralelepipedo dado CD.
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Fique, pots, construfdo, sobre a reta AB e no ponto A sobre ela, o contido
pelos BAH, HAK, KAB igual a0 Angulo sélido junto ao C, de modo a serem
iguats, por um lado, o ﬁngulo sob BAH ao sob ECFE e, por outro lado, o sob
BAK, ao sob ECG, e o sob KAH, ao sob GCF; ¢ ﬁque produzido, por um
lado, como a EC para a CG, assim a BA para a AK, e, por outro lado, como
a GC paraa CE assim a KA paraa AH. Portanto, por igual posto, também
como a EC esti para a CE assim a BA para a AH. E, ﬁquem completados
o paralelogramo HB e o sélido AL.

E, como a EC estd para a CG, assim a BA para a AK, e os lados a volta
dos ﬁngulos iguais, 0s sob ECG, BAK, estio em proporg¢do, portanto, o
paralelogramo GE é semelhante ao paralelogramo KB. Pelas mesmas coisas,
também, por um lado, o paralelogramo KH ¢é semelhante ao paralelogramo
GF e, ainda, o FE, ao HB; portanto, trés paralelogramos do sélido CD sio
semelhantes a trés paralelogramos do sélido AL. Mas, por um lado, os trés
sdo tanto iguais quanto semelhantes aos trés opostos, e, por outro lado,
os trés sio tanto iguais quanto semelhantes aos trés opostos; portanto, o
sélido CD todo ¢ semelhante ao sélido AL todo.

Portanto, sobre a reta dada AB, foi descrito o AL semelhante, e também
semelhantemente posto, ao sélido paralelepipedo dado CD; o que era

preciso fazer.

28.

Caso um sélido paralelepipedo seja cortado por um plano segundo as
diagonais dos planos opostos, o sélido serd cortado em dois pelo plano.

Fique, pois, cortado o sélido paralelepipedo B E
AB pelo plano CDEF segundo as diagonais CFE,
DE dos planos opostos; digo que o s6lido AB serd  H
cortado em dois pelo plano CDEE G
Pois, como, por um lado, o triingulo CGF ¢
igual ao triﬁngulo CFB, e, por outro lado, 0 ADE, D A
ao DEH, e também, por um lado, o paralelogramo CA ¢é igual ao EB; pois,

sdo opostos; e, por outro lado, o GE, ao CH, portanto, também o prisma
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contido, por um lado, pelos dois triﬁngulos CGE ADE, e, por outro lado,
pelos trés paralelogramos GE, AC, CE ¢ igual ao prisma contido, por
um lado, pelos dois triﬁngulos CEB, DEH, e, por outro lado, pelos trés
paralelogramos CH, BE, CE; pois, sio contidos por planos iguais tanto
na quantidade quanto na magnitude. Desse modo, o sélido todo AB foi

cortado em dois pelo plano CDEEF; o que era preciso provar.

29.

Os sélidos paralelepipedos que estdao sobre a mesma base e sob
a mesma altura, dos quais as alteadas estdo sobre as mesmas retas,
sdo iguais entre si.

Estejam os sélidos paralelepipedos

H K CM, CN sobre a mesma base AB, sob a

FI\ G 1\ N mesma altura, dos quais as alteadas AG,

M AF, LM, LN, CD, CE, BH, BK estejam

C B sobre as mesmas retas FN, DK; digo que
o sélido CM ¢ igual ao sélido CN.

A L Pois, como cada um dos CH, CK é um

paralelogramo, a CB ¢ igual a cada uma

das DH, EK; desse modo, também a DH ¢ igual a EK. Fique subtraida a

EH comum; portanto, a DE restante ¢ igual 3 HK restante. Desse modo,

também, por um lado, o tridlngulo DCE ¢ igual ao triingulo HBK, e, por
outro lado, o paralelogramo DG, ao paralelogramo HN. Pelas mesmas
coisas, entdo, também o tridingulo AFG ¢ igual ao triingulo MLN. Mas
também, por um lado, o paralelogramo CF ¢ igual ao paralelogramo BM,
e, por outro lado, o CG, ao BN; pois, $30 Opostos; portanto, o prisma
contido, por um lado, pelos dois tridngulos AFG, DCE, e, por outro lado,
pelos trés paralelogramos AD, DG, CG ¢ igual a0 prisma contido, por um
lado, pelos dois tridngulos MLN, HBK, ¢, por outro lado, pelos trés para-
Ielogramos BM, HN, BN. Fique composto o sélido comum, do qual uma
base é paralelogramo AB, enquanto que o GEHM ¢ a oposta; portanto, o
s6lido paralelepipedo CM todo ¢ igual ao sélido paralelepipedo CN todo.
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Portanto, os sélidos paralelepipedos que estio sobre a mesma base e sob
a mesma altura, dos quais as alteadas estdo nas mesmas retas, sio iguais

entre st; O que era preciso provar.
30.

Os sélidos paralelepipedos que estiao sobre a mesma base e sob a mesma
altura, dos quais as alteadas nao estdo sobre as mesmas retas, sio iguais
entre si.

Estejam sobre a mesma base AB, sob a mes- N 0 K R

ma altura, os sélidos paralelepipedos CM, CN, qu—_ﬁg\H
dos quais as alteadas AE, AG, LM, LN, CD, 7 ND
CE, BH, BK ndo estejam sobre as mesmas retas;
digo que o sélido CM ¢ igual ao sélido CN.
Fiquem, pois, prolongadas as NK, DH, e

L B

encontrem-se no R, e ainda fiquem prolonga-
das as FM, GE até 0s O, P e ﬁquem Iigadas as A C

AQ, LO, CP,BR. Entio, o sélido CM, do qual uma base ¢ o paralelogramo
ACBL, enquanto que a oposta ¢ o FDHM,, ¢é igual ao sélido CO, do qual

uma base é o paralelogramo ACBL, enquanto que a oposta é o QPRO; pois,
tanto sobre a mesma base ACBL quanto sob a mesma altura, dos quais as
alteadas AE, AQ, LM, LO, CD, CP. BH, BR estio sobre as mesmas retas
FO, DR. Mas o sélido CO, do qual uma base é o paralelogramo ACBL,
enquanto que a oposta ¢ o QPRO, ¢ igual ao sélido CN, do qual uma base
¢ o paralelogramo ACBL, enquanto que a oposta ¢ o GEKN; pois, de novo,
estio tanto sobre a mesma base ACBL quanto sob a mesma altura, dos quais
as alteadas AG, AQ, CE, CP LN, LO, BK, BR estio sobre as mesmas retas
GP, NR. Desse modo, também o sélido CM ¢ igual ao sélido CN.
Portanto, os sélidos paralelepipedos sobre a mesma base e sob a mesma
altura, dos quais as alteadas ndo estdo sobre as mesmas retas, sio iguais

entre si; O que era preciso provar.
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31.

Os sélidos paralelepipedos que estio sobre bases iguais e sob a mesma
altura sao iguais entre si.

P F |
D w

Estejam os sélidos para-
Ielepfpedos AE, CF sobre as
bases iguais AB, CD, sob a
Q S v mesma altura; digo que o s6-

lido AE ¢ igual ao sélido CE

C R T Estejam, primeiramente,
entdo, as alteadas HK, BE,
0 U
S
Y
K

a\/ AG, LM, OP, DE CQ, RS em

J X ﬁngulos retos com as b’ASES
E

Z
AB, CD, e fique prolongada

H AN a RT sobre uma reta com a
\“ M CR,e ﬁque construfdo, sobre

‘v areta RT e no ponto R sobre

A L ela, 0 sob TRY igual a0 angu-

lo sob ALB, e fiquem postas, por um lado, a RT igual 2 AL, e, por outro lado,
a RY igual a LB, e ﬁquem completados tanto a base RX quanto o sélido
VY. E, como as duas TR, RY sdo iguais as duas AL, LB, e contém Angulos
iguals, portanto, o paralelogramo RX ¢igual e semelhante ao paralelogramo
HL. E como, de novo, por um lado, a AL ¢é igual a RT, e, por outro lado, a
LM, 2 RS, e contém 4ngulos retos, portanto, o paralelogramo RV ¢ igual
e semelhante ao paralelogramo AM. Pelas mesmas coisas, entio, também o
LE ¢ tanto igual quanto semelhante ao SY; portanto, trés paralelogramos
do sélido AE sio tanto iguais quanto semelhantes a trés paralelogramos do
sélido VY. Mas, por um lado, os trés sio tanto iguais quanto semelhantes
aos trés opostos, e, por outro lado, os trés, aos trés opostos; portanto, o
sélido paralelepipedo AE todo ¢ igual ao sélido paralelepfpedo VY todo.
Fiquem tracadas através as DR, XY, e encontrem-se no Z, e pelo T ﬁque
tragada a WTJ paralela 3 DZ, e fique prolongada a OD relativamente a
W, e fiquem completados os sélidos ZV, RI. Entio, o sélido VZ, do qual
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uma base é o Paralelogramo RV, enquanto que a oposta ¢ o Za, é igual a0
s6lido VY, do qual uma base é o paralelogramo RV, enquanto que a oposta
éo YU, pois, estio tanto sobre a mesma base RV quanto sob a mesma
altura, dos quais as alteadas RZ, RY, TJ, TX, Ss, So, Va, VU estio sobre as
mesmas retas ZX, sU. Mas o sélido VY é igual ao AE; portanto, também
o s6lido VZ ¢ igual ao sélido AE. E, como o paralelogramo RYXT ¢ igual
a0 paralelogramo /T pois, estio tanto sobre a mesma base RT quanto nas
mesmas paralelas RT, ZX; mas, o RYXT ¢ igual ao CD, porque também,
ao AB, portanto, também o paralelogramo ZT ¢ igual a0 CD. Mas o DT
¢ um outro; portanto, como a base CD esta para a DT, assima ZT para a
DT. E, como o sélido paralelepfpedo CI foi cortado pelo plano RE que é
paralelo 20s planos Opostos, como a base CD esti para a base DT, assim
o sélido CF para o sélido RI. Pelas mesmas coisas, entio, como o sélido
paralelepipedo ZI foi cortado pelo plano RV, que ¢é paralelo aos planos
Opostos, como a base ZT esti para a base TD, assim o sélido ZV para
o RI. Mas, como a base CD para a DT, assima ZT para a DT portanto,
também como o sélido CF para o sélido RI, assim o sélido ZV para o
RI. Portanto, cada um dos sélidos CE ZV tem para o RI a mesma razao;
portanto, o sdlido CF ¢ igual ao sélido ZV. Mas o ZV foi provado igual
ao AE; portanto, também o AE ¢ igual ao CE

Naio estejam, entdo,

as alteadas AG, HK, G K P F

BE, LM, CN, OP DE M E

RS em Angulos retos Y\ ) . X v S
com as bases AB, CD; U :A T H D

digo, de novo, que o i B 7 |
sélido AE é igual a0 s6- c B

lido CE Fiquem, pois,

tragadas, a partir dos pontos K, E, G,M,PE N, Satéo plano SUpOSto as
perpendiculares KQ, ET, GY, MU, PX, FV, NZ, SI, e encontrem com o
plano nos pontos Q, T, Y, U, X, V, Z, I, e fiquem ligadas as QT, QY, YU,
TU, XV, XZ, Z1, IV. Entio, o sélido KU ¢ igual ao sélido PI; pots, estio
tanto sobre as bases iguais KM, PS quanto sob a mesma altura, dos quais

as alteadas estdo em Angulos retos com as bases. Mas, por um lado, o sélido
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KU ¢ igual ao sélido AE, e, por outro lado, o PI, ao CF; pois, estao tanto
sobre a mesma base quanto sob a mesma altura, dos quais as alteadas nio
estio sobre as mesmas retas. Portanto, também o sélido AE ¢ igual ao
sélido CE

Portanto, os sélidos paralelepfpedos, que estdo sobre bases iguais e sob

a mesma altura, s3o lguals entre si; 0 que era preciso provar.

32.

Os sélidos paralelepipedos que estdao sob a mesma altura estao entre si

como as bases.

Estejam os sélidos

B D K )
paralelepipedos AB, CD
sob a mesma altura;

E digo que os sélidos
A c F G H paralelepipedos AB, CD

estio entre si como as

bases, isto ¢, que como a base AE estd para a base CF, assim o sélido AB
para o sélido CD.

Fique, pois, aplicado a FG o FH igual ao AE, ¢, por um lado, sobre a
base FH, e, por outro lado, da mesma altura que o CD, ﬁque completado
o sélido paralelepipedo GK. Entio, o sélido AB é igual ao sélido GK; pois,
estdo tanto sobre as bases iguais AE, FH quanto sob a mesma altura. E,
como o sélido paralelepfpedo CK foi cortado pelo plano DG que é paralelo
a0s planos OpOStos, portanto, cOmo a base CF esti para a base FH, assim
o s6lido CD para o sélido DH. Mas, por um lado, a base FH ¢ igual 3 base
AE, e, por outro lado, o sélido GK, ao sélido AB; portanto, como a base
AE estd para a base CF, assim o sélido AB para o sélido CD.

Portanto, os sélidos paralelepipedos que estdo sob a mesma altura estdo

entre si COMo as bases; (¢] que era preciso provar.
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33.

Os sélidos paralelepipedos semelbantes estao entre si na tripla razdo dos
lados homdlogos.

Sejam os sélidos paralelepipedos semelhantes AB, CD, e C F

seja a AE homéloga a CF; digo que o sélido AB tem para o N

s6lido CD uma razio tripla do que a AE, para a CE

Fiquem, ports, prolongadas as EK, EL, EM sobre uma reta D
com as AE, GE, HE, e fiquem postas, por um lado, a EK
igual a CE e por outro lado, a EL igual AFN, eaindaa EM,AFR, e ﬁquem
completados o paralelogramo KL e o sélido KO.

E, como as duas KE, EL sio iguais
s duas CE FN, mas também o ﬁngulo B Q
sob KEL ¢ igual ao 4ngulo sob CFN, H P

visto que também o sob AEG é igual ao

sob CEN, pela semelhanga dos sélidos

AB, CD, portanto, o paralelogramo KL A E L

¢ igual [e semelhante} 20 paralelogra—

mo CN. Pelas mesmas coisas, entio,

também, por um lado, o paralelogramo 0

KM ¢ igual e semelhante ao [paralelo-

gramo] CR, e ainda 0 EQ, ao DF; portanto, trés paralelogramos do sélido
KO sio iguais e semelhantes a trés paralelogramos do sélido CD. Mas, por
um lado, os trés sdo iguais e semelhantes aos trés opostos, e, por outro lado,
os trés sdo iguails e semelhantes aos trés opostos; portanto, o sélido KO
todo ¢ igual e semelhante ao sélido CD todo. Fique completado o parale-
Iogramo GK, e, por um lado, sobre as bases dos paralelogramos GK, KL, e,
por outro lado, da mesma altura que o AB, fiquem completados os sélidos
EQ, LR E, pela semelhanga dos sélidos AB, CD, como a AE estd para a CF,
assim a EG para a FN, ea EH paraa FR, mas, por um lado, a CF ¢ igual a
EK, e, por outro lado, a FN,aELea FR, 2 EM, portanto, como a AE estd
paraa EK, assima GE paraa ELeaHE paraa EM. Mas, por um lado, como
a AE para a EK, assim o [paralelogramo} AG para o paralelogramo GK,
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e, por outro lado, como a GE para a EL, assim o GK para o KL, e como a
HE para EM, assim o PE para o KM; portanto, também como o paralelo-
gramo AG para o GK, assim o GK para o KL e o PE para o KM. Mas, por
um lado, como o AG para o GK, assim o sélido AB para o sélido EQ, e
como o GK para o KL, assim o sélido QE para o sélido PL, e como o PE
para o KM, assim o sélido PL para o sélido KO:; portanto, também como
o s6lido AB parao EQ, asstm o EQ parao PLeo PL parao KO. Mas, caso
quatro magnitudes estejam em propor¢io continuada, a primeira tem para
a quarta uma razio tripla da que para a segunda; portanto, o sélido AB tem
para o KO uma razio tripla da que o AB para o EQ. Mas, como o AB para
o EQ, assim o paralelogramo AG para o GK, e areta AE para a EK:; desse
modo, também o sélido AB tem para o KO uma razio tripla da que a AE,
para a EK. Mas, [por um lado], o sélido KO é igual ao sélido CD, e, por
outro lado, a reta EK, A reta CF; portanto, também o sélido AB tem para o
sélido CD uma razio tripla da que o lado homélogo dele AE, para o lado
homélogo CE

Portanto, os sélidos paralelepipedos semelhantes estdo em tripla razio

C[OS lados homélogos; O que era Preciso PI”OV’AI'.

COROLARIO

Disso, entio, é evidente que, caso quatro retas estejam em proporgao,
como a primeira estard para a quarta, assim o sélido paralelepfpedo sobre
a primeira para o descrito semelhante e semelhantemente sobre a segunda,
visto que também a primeira tem para a quarta uma razao tripla da que,

para a segunda.

34.

Dos sélidos paralelepipedos iguais, as bases sao inversamente proporcionais
as alturas; ¢ sao iguais aqueles sélidos paralelepipedos, dos quais as bases
sdo inversamente proporcionais ds alturas.

Sejam os sélidos paralelepfpedos iguais AB, CD; digo que, dos sélidos

paralelepfpedos AB, CD, as bases sio inversamente proporcionais s alturas,
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e, como a base EH est4 para a base R D
NP assim a altura do sélido CD K B U
para a altura do sélido AB. G ; M

Estejam, pois, primeiramente, as T
alteadas AG, EE LB, HK, CM, NQ, L P

OD, PR em ﬁngulos retos com as

A E C N

bases deles; digo que como a base
EH esta para a base NP assim a CM para a AG.

Se, por um lado, de fato, a base EH ¢ igual 3 base NP e também o sélido
AB ¢ igual ao sélido CD, também a CM serd igual 3 AG. Pois, os sélidos
paralelepipedos sob a mesma altura estdo entre si como as bases [pois, se,
sendo iguais as bases EH, NP as alturas AG, CM nio fossem iguais, por-
tanto nem o sélido AB seria igual a0 CD. Mas foi suposto igual; portanto,
a altura CM nio ¢ desigual a altura AG; portanto, igual|. E, como a base
EH para a NP asstm a CM estard paraa AG, e ¢ evidente que dos sélidos
paralelepfpedos AB, CD, as bases sio inversamente proporcionais As alturas.

Nio seja, entdo, a base EH igual A base NP mas seja maior a EH. Mas
também o sélido AB ¢é igual ao sélido CD:; portanto, também a CM ¢
maior do que a AG [pois, se nio, portanto, de novo, nem os sdlidos AB,
CD serdo 1guais; mas, foram supostos iguais]. Fique posta, de fato, a CT
igual a AG, e fique completado, por um lado, sobre a base NP, e, por ou-
tro lado, de altura CT, o sélido paralelepfpedo UC. E, como o sélido AB
é igual ao sélido CD, e o CU ¢ exterior, e 0s iguais tém para o mesmo a
mesma razio, portanto, como o sélido AB estd para o sélido CU, assim o
sélido CD para o sélido CU. Mas, por um lado, como o sélido AB para
o sélido CU, assim a base EH para a base NP; pois, os sélidos AB, CU
sio de igual altura; e, por outro lado, como o sélido CD para o sélido CU,
assim a base MP paraa base TP ea CM paraa CT; portanto, também como
a base EH para a base NP assim a MC paraa CT. Masa CT ¢ igual A AG;
portanto, também como a base EH paraa base NP assim a MC paraa AG.
Portanto, dos sélidos paralelepipedos AB, CD, as bases sdo inversamente
proporcionais as alturas.

De novo, entio, dos sélidos paralelepipedos AB, CD, as bases sio inver-

samente proporcionais s alturas, e como a base EH esteja paraa base NP
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assim a altura do sélido CD para a altura do sélido AB; digo que o sélido
AB ¢ igual ao sélido CD.

Estejam [pois], de novo, as alteadas em Angulos retos com as bases, e,
por um lado, se a base EH é igual A base NP e como a base EH est4 para a
base NP assim a altura do sélido CD para a altura do sélido AB, portanto,
também a altura do sélido CD é igual d altura do sélido AB. Mas os sélidos
paralelepipedos sobre bases iguais e sob a mesma altura sdo iguais entre si;
portanto, o sélido AB ¢ igual ao sélido CD.

Nio seja, entdo, a base EH igual A [base] NP mas seja maior a EH;
portanto, também a altura do sélido CD é maior do que a altura do AB,
isto é,a CM, do que a AG. Fique posta, de novo, a CT igual aAG, e ﬁque
completado o sélido CU do mesmo modo. Como a base EH estd para a
base NP assim a MT para a AG, mas a AG ¢ igual a CT, portanto, como
a base EH estd para a base NP assim a CM para a CT. Mas, como, por um
lado, a [base} EH para a base NP assim o sélido AB para o sélido CU:
pois, os sélidos AB, CU sio de iguais alturas; e, por outro lado, como a
CM para a CT, assim tanto a base MP para a base PT quanto o sélido CD
para o sélido CU. Portanto, também como o sélido AB para o sélido CU,
assim o sélido CD para o sélido CU; portanto, cada um dos AB, CD tem
para o CU a mesma razdo. Portanto, o sélido AB é igual ao sélido CD [o
que era preciso provar|.

Nio estejam, entdo, as alteadas, FE, BL, GA, HK, QN, DO, MC, RP em
ingulos retos com as bases deles, e fiquem tragadas, a partir dos pontos E G,
B, K, Q, M, D, R até os planos pelas EH, NP, perpendiculares e encontrem
com os planos nos S, LY, U, X, V,Z, ], e ﬁquem completados os sélidos
FU, QZ; digo que também assim, dos sélidos AB, CD que sio iguais, as
bases sio inversamente proporcionais As alturas, também como a base EH
estd para a base NP assim a altura do sélido CD paraa altura do sélido AB.

Como, o sélido AB ¢ igual a0 sélido CD, mas, por um lado, o AB é igual
ao BT; pois, estio tanto sobre a mesma base FK quanto sob a mesma altura
[dos quais, as alteadas ndo estdo sobre as mesmas retas]; e, por outro lado,
o s6lido CD ¢ igual ao DV; pois, de novo, estio tanto sobre a mesma base
RQ quanto sob a mesma altura [dos quais, as alteadas nio estdo sobre as

mesmas retas|; portanto, também o s6lido BT é igual ao sélido DV [e, dos
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sélidos paralelepfpedos 1guais, dos quais K B

as alturas estdo em Angulos retos com as F
bases deles, as bases sio inversamente pro- " L/
porcionais as alturas]. Portanto, como a \ ii A\/E
base FK estd para a base QR, assim a altura A T S
do sélido DV para a altura do sélido BT.

Mas, por um lado, a base FK ¢ igual a base J

EH, e, por outro lado, a base QR, A base %

NP; portanto, como a base EH est4 paraa D X
base NP assim a altura do sélido DV para
a altura do sélido BT. Mas as alturas dos R / Z v

sélidos DV, BT e dos sélidos DC, BA sio P

as mesmas; portanto, como a base BH esta M C

paraa base NP assim a altura do sélido DC
para a altura do sélido AB. Portanto, dos sélidos paralelepl’pedos AB, CD
as bases sio inversamente proporcionais as alturas.

De novo, entio, dos sélidos paralelepipedos AB, CD, as bases sio inver-
samente proporcionais 3s alturas, e como a base EH esteja paraa base NP
assim a altura do sélido CD para a altura do sélido AB; digo que o sdlido
AB ¢ igual ao sélido CD.

Pois, tendo sido construfdas as mesmas coisas, como a base EH estd
para a base NP, assim a altura do sélido CD para a altura do sélido AB, e,
por um lado, a base EH ¢ igual a base FK, e, por outro lado, a NP a QR,
portanto, como a base FK estd para a base QR, assim a altura do sélido
CD para a altura do sélido AB. Mas as alturas dos sélidos AB, CD e dos
BT, DV sio as mesmas; portanto, como a base FK esti para a base QR,
assim a altura do sélido DV para a altura do sélido BT. Portanto, dos s6-
lidos paralelepfpedos BT, DV, as bases sio inversamente proporcionais as
alturas [mas, aqueles sélidos paralelepfpedos, dos quais as alturas estdo em
ingulos retos com as suas bases, e as bases sdo inversamente proporcionais
as alturas, sdo iguais|; portanto, o sélido BT ¢ igual ao sélido DV. Mas,
por um lado, o BT ¢ igual ao BA; pots, [estio} tanto sobre a mesma base
FK quanto sob a mesma altura [dos quais, as alteadas ndo estdo sobre as

mesmas retas . E, por outro lado, o sélido DV ¢ igual ao sélido DC [ pois,
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de novo, estio sobre a mesma base QR e sob a mesma altura e nio nas
mesmas retas . Portanto, também o sélido AB ¢ igual ao sélido CD; o que

era preciso provar.

35.

Caso dois dngulos planos sejam iguais, e sobre os vértices deles sejam
alteadas retas elevadas contendo dngulos iguais com as retas do comego,
cada wm a cada wm, ¢ sobre as elevadas sejam tomados pontos, encontrados
ao acaso, ¢ a partir deles até os planos, nos quais estdo os dngulos do
comego, sejam tracadas perpendimlares, e a partir dos pontos prodvt{idos
nos planos até os dngulos do comeco sejam ligadas retas, conterdo dngulos
iguais com as elevadas.

G/ Sejam os ﬁngulos
M o, .
retilineos iguais os sob

BAC, EDF e, a partir
dos pontos A, D sejam

&I

alteadas as retas eleva-

/.
das AG, DM, contendo
E ingulos iguais com as
A C KL p N retas do comego, cada

F um a cada um, por um
lado, o sob MDE, ao
sob GAB, e, por outro lado, 0 sob MDE ao GAC, e ﬁquem tomados sobre

as AG, DM os pontos G, M, encontrados ao acaso, e ﬁquem tracadas, a

partir dos pontos G, M até os planos pelas BAC, EDE as perpendiculares
GL, MN, e encontrem com os planos nos N, L, e ﬁquem Iigadas as LA,
ND; digo que o Angulo sob GAL ¢é igual ao dngulo sob MDN.

Fique tomada a AH igual a DM, e fique tragada pelo ponto H a HK pa-
ralelad GL. Mas a GL é perpendicular ao plano pelas BAC; portanto, a HK
também ¢é perpendicular ao plano pelas BAC. Fiquem tragadas, a partir dos
pontos K, N até as retas AB, AC, DF, DE, as perpendiculares KC, NE KB,
NE, e ﬁquem Iigadas as HC, CB, MF, FE. Como o sobre a HA ¢ igual a0s
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sobre as HK, KA, e os sobre as KC, CA sio iguais ao sobre a KA, portanto,
também o sobre a HA é igual aos sobre as HK, KC, CA. Mas o sobre a HC
é igual aos sobre as HK, KC; portanto, o sobre a HA é igual a0s sobre as
HC, CA. Portanto, o ﬁngulo sob HCA é reto. Pelas mesmas coisas, entio,
também o Angulo sob DFM ¢ reto. Portanto, o Angulo sob ACH ¢ igual ao
sob DFM. Mas também o sob HAC ¢é igual ao sob MDE. Entio, os MDE
HAC sio dois tridngulos, tendo dois Angulos iguais a dois Angulos, cada um
a cada um, e um lado igual a um lado, o que se estende sob um dos Angulos
iguats, o HA, a0 MD; portanto, também terio os lados restantes 1guais aos
lados restantes, cada um a cada um. Portanto, a AC ¢ igual 3 DE. Do mesmo
modo, entio, provaremos que também a AB ¢ igual a DE [assim: ﬁquem
ligadas as HB, ME. E, como o sobre a AH ¢ igual aos sobre as AK, KH, e
os sobre as AB, BK sio iguais ao sobre a AK, portanto, os sobre as AB, BK,
KH sio iguais ao sobre AH. Mas o sobre a BH ¢ igual aos sobre as BK,
KH; pois o ﬁngulo sob HKB é reto, pelo ser também a HK perpendicular
ao plano suposto; portanto, o sobre a AH ¢ igual aos sobre as AB, BH;
portanto, o ﬁngulo sob ABH é reto. Pelas mesmas coisas, entio, também
o ﬁngulo sob DEM ¢ reto. Mas também o ﬁngulo sob BAH ¢ igual ao sob
EDM; pois, foram SUpOstos; e a AH ¢é igual aDM; portanto, também a AB
é igual a DE} . Como, de fato, por um lado, a AC é igual a DE e, por outro
lado, a AB, a DE, entido as duas CA, AB sio iguais as duas FD, DE. Mas
também o Angulo sob CAB ¢ igual ao dngulo sob FDE; portanto, a base
BC ¢ igual Abase EF e o triﬁngulo, a0 triﬁngulo e os ﬁngulos restantes, aos
Angulos restantes; portanto, o dngulo sob ACB ¢ igual ao sob DFE. Mas
também o sob ACK, reto, é igual ao sob DFN, reto; portanto, o sob BCK
restante ¢ igual a0 sob EFN restante. Pelas mesmas coisas, entdo, também
o sob CBK é igual ao sob FEN. Entio, os BCK, EFN sio dois triﬁngulos,
tendo [os} dois ﬁngulos iguais a dois ﬁmgulos, cada um a cada um, ¢ um
lado igual a um lado, o junto aos Angulos iguais, o BC, ao EF; portanto,
também terio os lados restantes iguais aos lados restantes. Portanto, a CK
¢ igual 3 FN. Mas também a AC ¢é igual 2 DF; entio, as duas AC, CK sio
iguais as duas DE FN: e contém ﬁngulos retos. Portanto, a base AK é igual
a base DN. E, como a AH ¢é igual 3 DM, também o sobre a AH ¢ igual ao
sobre a DM. Mas, por um lado, os sobre as AK, KH sio iguais ao sobre a
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AH; pois, o sob AKH é reto; e, por outro lado, os sobre as DN, NM sio
iguais ao sobre a DM; pois, o sob DNM ¢ reto; portanto, os sobre as AK,
KH sdo 1guais aos sobre as DN, NM, dos quais o sobre a AK é igual ao sobre
a DN; portanto, o sobre a KH restante é igual a0 sobre a NM: portanto, a
HK ¢ igual 8 MN. E, como as duas HA, AK sio iguais as duas MD, DN,
cada uma a cada uma, e a base HK foi provada igual A base MN, portanto,
o Angulo sob HAK ¢ igual ao Angulo sob MDN.

Portanto, caso dois ﬁngulos planos sejam 1guais e as coisas seguintes do

enunciado [0 que era preciso provar].

COROLARIO

Disso, entdo, é evidente que, caso dois Angulos planos sejam iguais, e
sejam alteadas sobre eles retas elevadas iguais, contendo ﬁngulos iguais com
as retas do comeco, cada um a cada um, as perpendiculares tragadas a partir
delas até os planos, nos quais estdo os dngulos do comego, sdo iguais entre

si; 0 que era preciso provar.

36.

Caso trés retas estejam em proporcdo, o sélido paralelepipedo das trés ¢
igual ao sélido paralelepipedo sobre a média, por um lado, equildtero, e,
por outro lado, equiﬁngulo com o predito.

K Estejam as trés retas A,

H

“A N D B Cem proporgao, como
m aAparaaB, assima B para

‘- - : a C; digo que o sélido das

M L A, B, C ¢ igual ao sélido

sobre a B, por um lado,
A equildtero, e, por outro
B lado, equiingulo com o
C

predito.
Fique exposto o Angulo sélido junto ao E, contido pelos sob DEG, GEF,
FED, e ﬁque posta cada uma das DE, GE, EF igual aB, e ﬁque completado
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o sélido paralelepfpedo EK, e a LM igual AA, e ﬁque construido, sobre a
reta LM e no ponto L sobre ela, 0 4ngulo sélido contido pelos NLQ, QLM,
MLN, igual a0 ﬁngulo sélido juntoaokE, e ﬁquem postas, por um lado, a LQ
igual aB, e, por outro lado, a LN igual aC.E, comoaAestd paraa B, assim
aBparaaC, e, por um lado, a A ¢ igual A LM, e, por outro lado, a B, a cada
uma das LQ, ED, ea C, A LN, portanto, como a LM est3 paraa EF assim a
DE para a LN. E os lados, 2 volta dos Angulos iguais, os sob NLM, DEZ,
sdo inversamente proporcionais; portanto, o paralelogramo MN é igual a0
paralelogramo DE E, como os sob DEE, NLM sio dois Angulos retilineos
planos iguais, e sobre eles foram alteadas as retas elevadas LQ, EG, tanto
iguais entre si quanto contendo angulos iguais com as retas do comego, cada
um a cada um, portanto, as perpendiculares tragadas a partir dos pontos G,
Qaté os planos das NLM, DEF sio iguais entre si; desse modo, os sélidos
LH, EK estio sob a mesma altura. Mas os sélidos paralelepipedos sobre
bases iguais e sob a mesma altura s3o iguais entre sf; portanto, o sélido HL
é igual ao sélido EK. E, por um lado, o LH ¢é o sélido das A, B, C, e, por
outro lado, 0 EK é 0 sélido sobre a B; portanto, o sélido paralelepipedo das
A, B, C¢ igual ao sélido sobre a B, por um lado, equilétero, e, pelo outro

lado, equiingulo com o predito; o que era preciso provar.

37.

Caso quatro retas estejam em propor¢do, também os sélidos paralelepipedos
semelbantes ¢ também semelbantemente descritos sobre elas estardo
~ 7] / Ve
em propor¢do; e, caso os sélidos paralelepipedos semelbantes e também
semelbantemente descritos sobre elas estejam em propor¢do, as retas mesmas

estardo em proporgao.

Estejam as quatro retas AB, CD, EEF, GH em proporg¢do, como a AB para
a CD, assima EF para a GH, e ﬁquem descritos sobre as AB, CD, EE GH
s6lidos paralelepipedos semelhantes e também semelhantemente postos KA,
LC, ME, NG; digo que, como o KA estd para o LC, assim o ME para o NG.
Pois, como o sélido paralelepipedo KA ¢ semelhante ao LC, portanto, o

KA tem para o LC uma tripla razio da que a AB, paraa CD. Pelas mesmas
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K L coisas, entio, também o ME tem
% @ para 0 NG uma tripla razio da
A B C D que a EE para a GH. E, como a
M N AB estd para a CD, assim a EF
para a GH. Portanto, também
% % como o AK para o LC, asstm o
E F G H ME para o NG.
Mas, entio, como o sélido AK para o sélido LC, assim o sélido ME esteja
parao NG; digo que, como a reta AB estd paraa CD, asstma EF paraa GH.
Pois como, de novo, o KA tem para o LC uma tripla razio da que a AB,
para a CD, mas, também o ME tem para o NG uma tripla razio da que
a EF, para a GH, e, como o KA est3 para o LC, asstm o ME para o NG,
portanto, também como a AB para a CD, asstm a EF para a GH.
Portanto, caso quatro retas estejam em proporgao, e as coisas seguintes

do enunciado; o que era preciso provar.

38.

Caso os lados dos planos opostos de um cubo sejam cortados em dois,
e pelas secoes sejam prolongados planos, a secdo comum dos planos e a
diagonal do cubo cortam-se em duas.

Fiquem, pois, cortados os lados dos
D K F planos opostos CEF, AH do cubo AF em
Y 0 dois nos pontos K,LLM,N, QPBPO,R,e

pelas secdes fiquem prolongados os planos

C E KN, QR, e sejama YS a segio comum dos
T planos, e a DG a diagonal do cubo AE
Digo que, por um lado,a YT éigual A TS,

B M H e, por outro lado, a DT, A TG.

Fiquem, pois, ligadas as DY,YE, BS,
S SG. E, como a DQ ¢ paralela a OFE, os
A N G Angulos alternos, os sob DQY, YOE, sio

iguats entre si. E, como, por um lado, a
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DQ¢ igual A OF, e, por outro lado, 2 QY, A YO, e contém ﬁngulos iguais,
portanto, a base DY ¢ igual a YE, e o tridngulo DQY ¢ igual ao tridngulo
OYE, e os ﬁngulos restantes sao iguais aos ﬁngulos restantes; portanto,
o ﬁngulo sob QYD ¢ igual ao ﬁngulo sob OYE. Entio, por 1sso, a DYE ¢
uma reta. Pelas mesmas coisas, entio, também a BSG é uma reta, e a BS é
igual aSG. E, comoa CA¢ igual e paralela a DB, mas a CA é tanto igual
quanto paralela 3 EG, portanto, também a DB ¢ tanto igual quanto paralela
a EG. E as retas DE, BG sao Iigadas a elas; portanto, a DE ¢ paralela a BG.
Portanto, por um lado, o 4ngulo sob EDT ¢ igual ao sob BGT; pois, sio
alternos; e, por outro lado, 0 sob DTY, ao sob GTS. Entio, os DTY, GTS
sio dois triﬁngulos, tendo os dois ﬁngulos 1guais aos dois ﬁngulos e um lado
igual a um lado, o que se estende sob um dos angulos iguais, o DY, ao GS;
pois, sio metades das DE, BG; e terdo os lados restantes iguais aos lados
restantes. Portanto, a DT é igual a TG, enquantoa YT, a TS.

Portanto, caso os lados dos planos opostos de um cubo sejam cortados
em dois, e pelas segdes sejam prolongados planos, a segio comum dos

planos ¢ a diagonal do cubo cortam-se em duas; o que era preciso provar.

39.

Caso dois prismas sejam de alturas iguais, e urm tenha um pamlelogmmo
como base, ¢ o outro, um tridngulo, ¢ o paralelogramo seja o dobro do
triﬁngulo, 0s prismas serdo iguais.

Sejam os dois prismas de alturas

M 0
iguais ABCDEE, GHKLMN, e um B D
tenha como base o paralelogramo C a L N
AFE e o outro, o triingulo GHK, e A H
E F G K

seja o paralelogramo AF o dobro do

triﬁngulo GHK; digo que o prisma ABCDEF ¢ igual a0 prisma GHKLMN.
Fiquem, pois, completados os sélidos AQ, GO. Como o paralelogramo

AF ¢ o dobro do triﬁngulo GHK, mas também o paralelogramo HK ¢ o

dobro do tridingulo GHK, portanto, o paralelogramo AF ¢ igual ao parale-

logramo HK. Mas os sélidos paralelepipedos que estdo sobre bases iguais
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e sob a mesma altura s3o iguais entre si; portanto, o sélido AQ ¢ igual ao
sélido GO. E, por um lado, o prisma ABCDEF é metade do sélido AQ, e,
por outro lado, o prisma GHKLMN é metade do sélido GO; portanto, o
prisma ABCDEF ¢ igual ao prisma GHKLMN.

Portanto, caso dois prismas sejam de alturas iguais, ¢ um tenha um pa-
ralelogramo como base, ¢ 0 outro, um tridngulo, e o paralelogramo seja o

dobro do triﬁngulo, os prismas s30 iguais; o que era preciso provar.
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Livro XII

Os poligonos semelbantes nos circulos estdo entre si como os quadrados
sobre os diametros.

A F Sejam os circulos ABC,
/\ FGH, e neles estejam os
B E G | poligonos semelhantes
ABCDE, FGHKL, e se-

M N jam os didmetros dos cir-

H K culos BM, GN; digo que,

C D como o quadrado sobre a

BM estd para o quadrado sobre a GN, assim o polfgono ABCDE para o
polfgono FGHKL.

Fiquem, pos, ligadas as BE, AM, GL, FN. E, como o polfgono ABCDE
¢ semelhante ao polfgono FGHKL, também o ﬁngulo sob BAE é igual a0
sob GFL, e como a BA est4 para a AE, asstm a GF para a FL. Entao, os
BAE, GFL sio dois tridingulos, tendo um 4ngulo igual a um angulo, o sob
BAE, ao sob GFL, e os lados, A volta dos ﬁngulos iguais, em proporgao;
portanto, o triingulo AEB é equidngulo com o tridngulo FGL. Portanto, o
ﬁngulo sob AEB ¢ igual ao sob FLG. Mas, por um lado, o sob AEB é igual
ao sob AMB; pois, foram situados sobre a mesma circunferéncia; e, por
outro lado, o sob FLG, ao sob FNG; portanto, o sob AMB ¢ igual ao sob
FNG. Mas também o sob BAM, reto, é igual a0 sob GEN, reto; portanto,
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também o restante é igual ao restante. Portanto, o triﬁngulo ABM ¢ equiﬁn—
gulo a0 triﬁngulo FGN. Portanto, em proporgao, como a BM estd para a
GN, assim a BA para a GE Mas, por um lado, a do quadrado sobre a BM
para o quadrado sobre a GN é o dobro da razio da BM para a GN, e, por
outro lado, a do poligono ABCDE para o poh’gono FGHKL ¢é o dobro da
da BA para a GF; portanto, também como o quadrado sobre a BM para o
quadrado sobre a GN, assim o polfgono ABCDE para o polfgono FGHKL.

Portanto, os poligonos semelhantes nos circulos estdo entre si como os

quadrados sobre os didmetros; o que era preciso provar.

2.

Os 61/1’[14[05 estao entre si como os (]Mddf’ﬂdOS SOl?TB os diﬁmetros.

Sejam os circulos ABCD,
EFGH, e [sejam | os didme-
tros deles BD, FH; digo

que, como o circulo ABCD

estd para o circulo EFGH,

assim o quadrado SObI‘E a

BD para o quadrado sobre
a FH.

Poits, se nio como o

circulo ABCD estd para S T

o circulo EFGH, assim o

quadrado sobre a BD para

o sobre a FH, como o so-

bre a BD para o sobre a FH, assim o circulo ABCD estari ou para alguma
irea menor do que o circulo EFGH ou para uma maior. Esteja, primeira-
mente, para uma menor, a S.E ﬁque inscrito no circulo EFGH o quadrado
EFGH; entio, o quadrado inscrito é maior do que a metade do circulo
EFGH, visto que, caso pelos pontos E, F; G, H tracemos [retas] que tocam
o circulo, o quadrado EFGH ¢ metade do quadrado sendo circunscrito ao

circulo, e o circulo é menor do que o quadrado circunscrito; desse modo,
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o quadrado inscrito EFGH ¢ maior do que a metade do circulo EFGH.
Fiquem cortadas em duas as circunferéncias EE FG, GH, HE nos pontos
K,L,M, N, e ﬁquem ligadas as EK, KE FL, LG, GM, MH, HN, NE; por-
tanto, cada um dos triﬁngulos EKE FLG, GMH, HNE é maior do que a
metade do segmento do circulo correspondente a ele mesmo, visto que, caso
pelos pontos K, L, M, N tracemos as que tocam o circulo e completemos
os paralelogramos sobre as retas EE, FG, GH, HE, cada um dos tridingulos
EKF, FLG, GMH, HNE seri metade do paralelogramo correspondente a
ele mesmo, mas o segmento correspondente a ele mesmo ¢ menor do que
o paralelogramo; desse modo, cada um dos tridingulos EKE, FLG, GMH,
HNE ¢ maior do que a metade do segmento do circulo correspondente a
ele mesmo. Entio, cortando as circunferéncias restantes em duas, e ligando
as retas e fazendo isso sempre, deixaremos alguns segmentos do circulo que
serdo menores do que o excesso pelo qual o circulo EFGH excede a drea S.
Pois, foi provado, no primeiro teorema do décimo livro, que, tendo expostas
duas magnitudes desiguais, caso seja subtraida da maior uma maior do que
ametade, e da deixada, uma maior do que a metade, e isso acontega sempre,
serd deixada alguma magnitude que serd menor do que a menor magnitude
exposta. Fiquem deixadas, de fato, e sejam os segmentos do circulo EFGH
sobre as EK, KE FL, LG, GM, MH, HN, NE menores do que o excesso
pelo qual o circulo EFGH excede a drea S. Portanto, o poligono restante
EKFLGMHN ¢ maior do que a drea S. Fique inscrito também no circulo
ABCD o poligono AQBOCPDR semelhante ao polfgono EKFLGMHN;
portanto, como o quadrado sobre a BD estd para o quadrado sobre a FH,
assim o polfgono AQBOCPDR para o polfgono EKFLGMHN. Mas
também como o quadrado sobre a BD para o sobre a FH, assim o circulo
ABCD para a drea S; portanto, também como o circulo ABCD para a drea
S, assim o polfgono AQBOCPDR para o polfgono EKFLGMHN; por-
tanto, alternadamente, como o circulo ABCD para o poligono nele, assim
adrea S para o polfgono EKFLGMHN. Mas o circulo ABCD ¢ maior do
que o poligono nele; portanto, também a drea S é maior do que o poligono
EKFLGMHN. Mas também é menor; o que ¢ impossfvel. Portanto, nio
COmo o quadrado sobre a BD estd para o sobre a FH, assim o circulo ABCD

para alguma drea menor do que o circulo EFGH. Do mesmo modo, entio,
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provaremos que nem como o sobre a FH para o sobre a BD, assim o circulo
EFGH para alguma drea menor do que o circulo ABCD.

Digo, entdo, que nem como o sobre a BD para o sobre a ZH, assim o
circulo ABCD para alguma drea maior do que o circulo EFGH.

Pois, se possfvel, seja para uma maior, a S. Portanto, em proporgao, como
o quadrado sobre a FH estd para o sobre a DB, assim a drea S parao circulo
ABCD. Mas, como a irea S para o circulo ABCD, assim o circulo EFGH
para alguma irea menor do que o circulo ABCD; portanto, também como
o sobre a FH para o sobre a BD, assim o circulo EFGH para alguma drea
menor do que o circulo ABCD; o que foi provado impossivel. Portanto,
nio como o quadrado sobre a BD estd para o sobre a FH, assim o circulo
ABCD para alguma drea maior do que o circulo EFGH. Mas foi provado
que nem para uma menor; portanto, como o quadrado sobre a BD estd para
o sobre a FH, assim o circulo ABCD para o circulo EFGH.

Portanto, os circulos estio entre si como os quadrados sobre os diAme-

tros; o que era preciso provar.

LEMA

Digo, entdo, que, sendo a drea S maior do que o circulo EFGH, como a
drea S estd para o circulo ABCD, assim o circulo EFGH para alguma
drea menor do que o circulo ABCD.

Fique, pois, produzido como a drea S para o circulo ABCD, assim o cfrcu-
lo EFGH para a drea T. Digo que adrea T é menor do que o circulo ABCD.
Pois, como a 4drea S estd para o circulo ABCD, assim o circulo EFGH para
a drea T, alternadamente, como a drea S estd para o circulo EFGH, assim o
circulo ABCD para a drea T. Mas a drea S é maior do que o circulo EFGH;
portanto, também o circulo ABCD ¢ maior do que a drea T. Desse modo,
como a irea S estd parao circulo ABCD, assim o circulo EFGH para alguma

irea menor do que o circulo ABCD; o que era preciso provar.
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Toda pirdmide, tendo um tridngulo como base, ¢ dividida em duas
pirdmides iguais ¢ também semelbantes entre si ¢ [semelbantes| a toda,
tendo triﬁngulos como bases, e em dois prismas iguais; e os dois prismas sao
maiores do que a metade da pirdmide toda.

Seja uma pirdmide, da qual, por um lado, o
triﬁngulo ABC é base, e, por outro lado, o ponto
D é vértice; digo que a pirﬁmide ABCD ¢ divi-
dida em duas pirdmides iguais entre si, tendo
tridingulos como base e semelhantes A toda, e
em dois prismas iguais; e 0s dois prismas sio
maiores do que a metade da pirdmide toda.

Fiquem, pos, cortadas as AB, BC, CA, AD,
DB, DC em duas nos pontos E, F, G, H, K, L,
e ﬁquem ligadas as HE, EG, GH, HK, KL, LH, KE, FG. Como, por um
lado, a AE ¢ igual a EB, e, por outro lado, a AH, a DH, portanto, a EH ¢é

paralela 3 DB. Pelas mesmas coisas, entio, também a HK é paralela a AB.
Portanto, o HEBK é um paralelogramo; portanto, a HK é igual a EB. Mas
aEB¢ igual A EA; portanto, também a AE é igual 3 HK. Mas também a AH
é igual A HD: entio, as duas EA, AH sio iguais as duas HK, HD, cada uma
a cada uma; e o Angulo sob EAH ¢ igual ao 4ngulo sob KHD; portanto, a
base EH é igual 3 base KD. Portanto, o triﬁngulo AEH ¢é igual e semelhante
ao triingulo HKD. Pelas mesmas coisas, entdo, também o tridingulo AHG
é tanto igual quanto semelhante ao triﬁngulo HLD. E, como as duas retas
que se tocam EH, HG sio paralelas as duas retas que se tocam KD, DL,
nio estando no mesmo plano, conterdo Angulos iguais. Portanto, o dngulo
sob EHG ¢ igual a0 ﬁngulo sob KDL. E, como as duas retas EH, HG sio
iguais s duas retas KD, DL, cada uma a cada uma, e o Angulo sob EHG ¢
igual ao ﬁngulo KDL, portanto, a base EG [é} igual 3 base KL; portanto,
o tridingulo EHG ¢ igual e semelhante ao triingulo KDL. Pelas mesmas
coisas, entio, também o triﬁngulo AEG ¢é tanto igual quanto semelhante

a0 triﬁngulo HKL. Portanto, a pirﬁmide, da qual, por um lado, o triﬁngulo
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AEG é base, e, por outro lado, o ponto H é vértice, é igual e semelhante 3
pirdmide, da qual, por um lado, o triingulo HKL é base, e, por outro lado,
o ponto D é vértice. E, como a HK foi tracada paralela a um dos lados,
o AB, do triﬁngulo ADB, o triﬁngulo ADB ¢ equifmgulo com o triﬁngulo
DHK, e tém os lados em proporg¢io; portanto, o triﬁngulo ADB ¢é seme-
lhante ao triﬁngulo DHK. Pelas mesmas coisas, entio, também, por um
lado, o triingulo DBC é semelhante ao tridngulo DKL, e, por outro lado, o
ADC, ao DLH. E, como as duas retas que se tocam BA, AC sdo paralelas as
duas retas que se tocam KH, HL, nio no mesmo plano, conterio ﬁngulos
iguais. Portanto, o Angulo sob BAC ¢ igual a0 sob KHL. E, como a BA estd
paraa AC, assim a KH paraa HL; portanto, o triﬁngulo ABC ¢é semelhante
ao trilngulo HKL. Portanto, também a pirimide, da qual, por um lado, o
triﬁngulo ABC ébase, e, por outro lado, o ponto D é vértice, ¢ semelhante 3
pirdimide, da qual, por um lado, o tridngulo HKL é base, ¢, por outro lado, o
ponto D ¢é vértice. Mas a pirﬁmide, da qual, por um lado, o triﬁngulo HKL
[é} base, e, por outro lado, o ponto D é vértice, fot provada semelhante 2
pirdmide, da qual, por um lado, o tridngulo AEG ¢ base, e, por outro lado,
o ponto H é vértice [desse modo, também a pirﬁmide, da qual, por um lado,
o triingulo ABC é base, e, por outro lado, o ponto D é vértice, é semelhante
a pirﬁmide, da qual, por um lado, o triﬁngulo AEG é base, e, por outro lado,
o ponto H ¢é vértice]. Portanto, cada uma das pirﬁmides AEGH, HKLD ¢
semelhante a pirdimide ABCD toda. — E, como a BF ¢ igual a FC, o para-
Ielogramo EBFG é o dobro do triﬁngulo GFC. E como, caso dois prismas
sejam de iguais alturas, e um tenha um paralelogramo como base, o outro,
um triﬁngulo, eo paralelogramo seja o dobro do triﬁngulo, 0s prismas sio
iguais, portanto, o prisma contido, por um lado, pelos dois tridngulos BKE,
EHG, e, por outro lado, pelos trés paralelogramos EBFG, EBKH, HKFG
é igual a0 prisma contido, por um lado, pelos dois triﬁngulos GFC, HKL,
e, por outro lado, pelos trés paralelogramos KFCL, LCGH, HKFG. E, ¢
evidente que cada um dos prismas, tanto aquele do qual o paralelogramo
EBEG é base, e a reta HK, oposta, quanto aquele do qual o tridngulo GFC
é base, e o triﬁngulo HKL, oposto, é mator do que cada uma das pirﬁmides,
das quais, por um lado, os triingulos AEG, HKL sio bases, e, por outro

lado, os pontos H, D sio vértices, visto que [também], caso liguemos as
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retas EF, EK| por um lado, o prisma, do qual o paralelogramo EBFG é base,
e areta HK é oposta, ¢ maior do que a pirimide, da qual o tridngulo EBF é
base, e o ponto K é vértice. Mas a pirﬁmide, da qual o triﬁngulo EBFE é base,
e o ponto K é vértice, é igual a pirﬁmide, da qual o triﬁngulo AEG é base, ¢
o ponto H ¢é vértice; pois, sio contidas por planos iguais e semelhantes.
Desse modo, também o prisma, do qual, por um lado, o paralelogramo
EBEG é base, e, por outro lado, a reta HK ¢ oposta, é maior do que a pi-
rAmide, da qual, por um lado, o triﬁngulo AEG é base, e, por outro lado,
o ponto H ¢é vértice. E, por um lado, o prisma, do qual o paralelogramo
EBFG é base, e a reta HK é oposta, é igual ao prisma, do qual, por um lado,
o triﬁngulo GFC é base, e, por outro lado, o triﬁngulo HKL ¢ oposto; e,
por outro lado, a pirimide, da qual o tridngulo AEG ¢ base, ¢ o ponto H
é vértice, é igual a pirﬁmide, da qual o triﬁngulo HKL é base, e o ponto D¢
vértice. Portanto, os ditos dois prismas sio maiores do que as ditas duas
pirﬁmides, das quais, por um lado, os triﬁngulos AEG, HKL sio bases, e,
por outro lado, os pontos H, D sio vértices.

Portanto, a pirimide toda, da qual o tridngulo ABC ¢ base, e o ponto D ¢
vértice, foi dividida tanto em duas pirﬁmides iguais entre si [e semelhantes
A toda] quanto em dois prismas iguais, e 0s dois prismas sio maiores do

que a metade da pirﬁmide toda; o que era preciso provar.

4.

Caso duas pirdmides estejam sob a mesma altura, tendo tridngulos
como bases, ¢ seja dividida cada wma delas tanto em duas pirdmides,
iguais entre si ¢ semelbantes a toda quanto em dois prismas iguais, como
a base de uma pirdmide estard para a base da outra pirdmide, assim
todos os prismas em uma pirﬁmide para todos os prismas, iguais
em quantidade, na outra pirdmide.

Sejam duas pirAmides sob a mesma altura, tendo os tridngulos ABC,
DEF como bases, e os pontos G, H como vértices, e ﬁque cada uma delas
dividida tanto em duas pirAmides iguais entre si e semelhantes a toda quan-

to em dois prismas 1guais; digo que, como a base ABC esti paraa base DEE
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assim todos os prismas G
na pirﬁmide ABCG para
0s prismas, iguais em
quantidade, na pirﬁmide 0, N
DEFH. §

Pots, como, por um 5
lado, a BQ éigual 3 QC, -< L C

K Q

e, por outro lado, a AL, B
a LC, portanto, a LQ
¢ paralela 3 AB e o tridingulo ABC ¢ semelhante ao tridngulo LQC. Pelas

mesmas coisas, entio, também o triﬁngulo DEF ¢ semelhante ao triﬁngulo
RUE E, como, por um lado, a BC é o dobro da CQ, ¢, por outro lado, a
EF, da FU, portanto, como a BC esta para a CQ, asstm a EF para a FU. E
foram descritas, por um lado, sobre as BC, CQ as retilineas ABC, LQC
semelhantes e também semelhantemente postas, e, por outro lado, sobre as
EF FU as [retilineas| DEF, RUF semelhantes e também semelhantemente
postas. Portanto, como o triﬁngulo ABC esti parao triﬁngulo LQC, asstm
o triﬁngulo DEF para o triﬁngulo RUFE; portanto, alternadamente, como o
triingulo ABC estéd para o [ tridngulo | DEF assim o [ trifingulo | LQC para o
triﬁngulo RUE Mas, como o triﬁngulo LQC para o triﬁngulo RUE assim
o prisma, do qual, por um lado, o tridngulo LQC [¢] base, e, por outro
lado, o OMN ¢ oposto, para o prisma, do qual, por um lado, o tridngulo
RUF é base, e, por outro lado, o STY ¢ oposto; portanto, também como
o tridngulo ABC para o triingulo DEF, assim o prisma, do qual, por um
lado, o triﬁngulo LQC é base, e, por outro lado, 0o OMN ¢ oposto, para o
prisma, do qual, por um lado, o tridngulo RUF ¢ base, e, por outro lado,
o STY ¢ oposto. Mas, como os ditos prismas entre si, assim o prisma, do
qual, por um lado, o paralelogramo KBQL é base, e, por outro lado, a reta
OM ¢ oposta, para o prisma, do qual, por um lado, o paralelogramo PEUR
¢ base, e, por outro lado, a reta ST ¢ oposta. Portanto, também os dois
prismas, tanto aquele do qual, por um lado, o paralelogramo KBQL ¢ base,
e, por outro lado, a OM ¢é oposta quanto aquele, do qual, por um lado, o
LQC é base, e, por outro lado, 0o OMN ¢ oposto, para os prismas, tanto
aquele do qual, por um lado, o PEUR ¢ base, e, por outro lado, a reta ST
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¢ oposta quanto aquele, do qual, por um lado, o triﬁngulo RUF é base, ¢,
por outro lado, o STY ¢é oposto. Portanto, também como a base ABC est4
para a base DEF, assim os dois ditos prismas para os dois ditos prismas.
E, do mesmo modo, caso estejam divididas as pirﬁmides OMNG, STYH
tanto em dois prismas quanto em duas pirdmides, como a base OMN estard
para a base STY, assim os dois prismas na pirﬁmide OMNG para os dois
prismas na pirﬁmide STYH. Mas, como a base OMN paraa base STY, assim
a base ABC para a base DEF; pots, cada um dos triﬁngulos OMN, STY ¢
igual a cada um dos tridngulos LQC, RUE Portanto, também como a base
ABC para a base DEE assim os quatro prismas para os quatro prismas.
E, do mesmo modo, caso dividamos as restantes pirﬁmides tanto em duas
pirdmides quanto em dois prismas, como a base ABC estard para a base
DEE assim todos os prismas na pirﬁmide ABCG para todos os prismas,

iguais em quantidade, na pirimide DEFH; o que era preciso provar.
LEMA

E que, como o tridngulo LQC para o tridngulo RUF, assim o prisma, do

qual o tridngulo LQC ¢ base, e o OMN ¢ oposto, para o prisma, do qual,

por um lado, o [tridngulo] RUF ¢ base, ¢, por outro lado, o STY ¢ oposto,
assim deve ser demonstrado.

Pois, na mesma figura, fiquem concebidas a partir dos G, H até os planos
ABC, DEF, perpendiculares, muito evidentemente obtendo-as iguais pelo
serem as pirﬁmides supostas de alturas iguais. E como duas retas, tanto a
GC quanto a perpendicular a partir do G sio cortadas pelos planos paralelos
ABC, OMN, serio cortadas nas mesmas razdes. E a GC foi cortada em duas
pelo plano OMN no N; portanto, também a perpendicular a partir do G até
o plano ABC seri cortada em duas pelo plano OMN. Pelas mesmas coisas,
entdo, também a perpendicular a partir do H até o plano DEF serd cortada
em duas pelo plano STY. E, as perpendiculares a partir dos G, H aos planos
ABC, DEF sio iguats; portanto, também sio iguais as perpendiculares a
partir dos triﬁngulos OMN, STY até os ABC, DEE Portanto, os prismas,
dos quats, por um lado, os triﬁngulos LQC, RUF sio bases, e, por outro
lado, os OMN, STY sio opostos, [sio] de iguais alturas. Desse modo,
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também os sélidos paralelepfpedos, os descritos sobre os ditos prismas
[s30] de alturas iguais e estdo entre si como as bases; portanto, também as
metades, como a base LQC estd para a base RUF assim os ditos prismas

entre si; o que era preciso provar.

5.

As pirdmides, que estdo sob a mesma altura e que tém tridngulos como
bases, estdo entre si como as bases.

Estejam pirﬁmides sob

por um lado, os triangu-

los ABC, DEF sio bases,

1 : G
amesma altura, das quats, \

e, por outro lado, os pon-

tos G, H sio vértices;
. A
digo que, como a base \

M
N
i L
ABC esta paraa base DEE K <>Q/

assim a pirimide ABCG B
para a piraimide DEFH.

Pois, se ndio como a base ABC estd para a base DEF assim a pirémide
ABCG para a pirﬁmide DEFH, como a base ABC para a base DEF, assim

a pirﬁmide ABCG estard ou para algum sélido menor do que a pirﬁmide

DEFH ou para um maior. Esteja, primeiramente, para um menor, o X, e
ﬁque dividida a pirﬁmide DEFH tanto nas duas pirﬁmides iguais entre si e
semelhantes i toda quanto nos dois prismas iguais; entao, os dois prismas
sio maiores do que a metade da pirﬁmide toda. E, de novo, as pirﬁmides
produzidas na divisio fiquem semelhantemente divididas, e isso sempre

acontega, até que sejam deixadas algumas pirimides a

partir da pirﬁmide DEFH, as quais sio menores do que

o excesso, pelo qual a pirimide DEFH excede o sélido

X. Fiquem deixadas e sejam, para efeito do argumento,
as DPRS, STYH; portanto, os prismas restantes na pirﬁmide DEFH sao
maiores do que o sélido X. Fique dividida, também a pirﬁmide ABCG do

536



Os elementos

mesmo modo e em igual quantidade quea pirﬁmide DEFH; portanto, como
abase ABC estd para a base DEF, assim os prismas na pirﬁmide ABCG para
0s prismas na pirﬁmide DEFH. Mas também como a base ABC paraa base
DEEF, assim a pirﬁmide ABCG para o sélido X. Portanto, também como a
pirimide ABCG para o sélido X, assim os prismas na pirimide ABCG para
0s prismas na pirﬁmide DEFH; portanto, alternadamente, como a pirﬁmide
ABCG para os prismas nela, assim o sélido X para os prismas na pirimide
DEFH. Mas a pirﬁmide ABCG ¢é maior do que os prismas nela; portanto,
também o sélido X é maior do que os prismas na pirimide DEFH. Mas
também é menor; o que é impossivel. Portanto, nio como a base ABC estd
paraa base DEF assim a pirﬁmide ABCG para algum sélido menor do que
a pirﬁmide DEFH. Do mesmo modo, entio, provaremos que nem como a
base DEF para a base ABC, assim a pirﬁmide DEFH para algum sélido
menor do que a pirimide ABCG.

Digo, entdo, que ndo estd nem como a base ABC paraa base DEF, assim
a pirﬁmide ABCG para algum sélido maior do que a pirﬁmide DEFH.

Pois, se possfvel, esteja para um maior, o X; portanto, nversamente, COmo
a base DEF esta paraa base ABC, assim o sélido X para a pirﬁmide ABCG.
Mas, como o sélido X paraa pirﬁmide ABCG, assim a pirﬁmide DEFH para
algo menor do que a pirﬁmide ABCG, como foi provado antes; portanto,
também como a base DEF para a base ABC, assim a pirdimide DEFH para
algo menor do que a pirimide ABCG; o que foi provado absurdo. Portanto,
nio como a base ABC esti para a base DEE assim a pirﬁmide ABCG para
algum sélido maior do que a pirdimide DEFH. E, foi provado que nem
para um menor. Portanto, como a base ABC est4 para a base DEF, assim a

pirﬁmide ABCG para a pirﬁmide DEFH; o que era preciso provar.

6.

As pirdmides, que estao sob a mesma altura e tém poligonos como bases,
estdo entre si como as bases.

Estejam pirdmides sob a mesma altura, das quais, por um lado, os

polfgonos ABCDE, FGHKL sio [as] bases, e, por outro lado, os pontos
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M, N sao os vértices; digo que, M N

como a base ABCDE estd para

a base FGHKL, assim a pirﬁmi—

de ABCDEM para a pirimide

FGHKLN. G

Fiquem, pois, ligadas as AC, L

AD, FH, FK. Como, de fato, as
ABCM, ACDM sio duas pira-

mides, tendo tridngulos como bases e igual altura, estdo entre si como as

E

bases; portanto, como a base ABC estd para a base ACD, assim a pirimide
ABCM para a pirﬁmide ACDM. E, por composigﬁo, como a base ABCD
para a base ACD, assim a pirdimide ABCDM para a pirimide ACDM. Mas
também como a base ACD paraa base ADE, assim a Pirﬁmide ACDM para
a pirﬁmide ADEM. Portanto, por igual posto, como a base ABCD para a
base ADE, assim a pirﬁmide ABCDM para a pirﬁmide ADEM. E, de novo,
por composigio, como a base ABCDE para a base ADE, assim a pirﬁmide
ABCDEM para a pirimide ADEM. Do mesmo modo, entio, serd provado
que também como a base FGHKL paraa base FGH, assim também a pirﬁ—
mide FGHKLN para a pirdimide FGHN. E, como as ADEM, FGHN sio
duas pirﬁmides, tendo triﬁngulos como bases ¢ mesma altura, portanto,
como a base ADE estd para a base FGH, assim a pirimide ADEM para
a pirimide FGHN. Mas, como a base ADE para a base ABCDE, assim a
pirﬁmide ADEM estava para a pirﬁmide ABCDEM. Portanto, por igual
posto, também como a base ABCDE para a base FGH, assim a pirimide
ABCDEM para a pirﬁmide FGHN. Mas, por certo, também como a base
FGH para a base FGHKL, assim também a pirﬁmide FGHN estava para
a pirﬁmide FGHKLN. Portanto, por igual posto, também como a base
ABCDE paraa base FGHKL, assim a pirﬁmide ABCDEM para a pirﬁmide
EFGHKLN; o que era preciso provar.
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7.

Todo prisma, tendo um tridngulo como base, ¢ dividido em trés piramides
iguais entre si, tendo triﬁngulos como bases.

Seja um prisma, do qual, por um lado, o tridngulo
ABC é base, e, por outro lado, o DEF é oposto; digo
E D que o prisma ABCDEF ¢ dividido em trés pirimides

iguais entre s, tendo triﬁngulos como bases.
Fiquem, pois, ligadas as BD, EC, CD. Como o
ABED ¢é um paralelogramo, e a BD uma diagonal dele,
B A Pportanto, o triﬁngulo ABD ¢ igual a0 triﬁngulo EBD;
portanto, também a pirimide, da qual, por um lado,
o triﬁngulo ABD é base, e, por outro lado, o ponto C é vértice, é igual a
pirdmide, da qual, por um lado, o tridngulo DEB ¢ base, ¢, por outro lado,
o ponto C é vértice. Mas a pirﬁmide, da qual, por um lado, o triﬁngulo DEB
¢ base, e, por outro lado, o ponto C ¢é vértice, é a mesma que a pirﬁmide,
da qual, por um lado, o tridingulo EBC ¢ base, e, por outro lado, o ponto
D é vértice; pois, sio contidas pelos mesmos planos. Portanto, também a
pirdmide, da qual, por um lado, o tridngulo ABD ¢ base, e, por outro lado,
o ponto C ¢é vértice, é igual a pirﬁmide, da qual, por um lado, o triﬁngulo
EBC é base, e, por outro lado, o ponto D é vértice. De novo, como o FCBE
¢ um paralelogramo, e a CE ¢ uma diagonal dele, o tridingulo CEF ¢ igual
ao triﬁngulo CBE. Portanto, também a pirﬁmide, da qual, por um lado, o
tridngulo BCE ¢ base, e, por outro lado, o ponto D & vértice, ¢ igual a pi-
rAmide, da qual, por um lado, o triﬁngulo ECF é base, e, por outro lado, o
ponto D ¢ vértice. Mas a pirdmide, da qual, por um lado, o tridngulo BCE
¢ base, e, por outro lado, o ponto D é vértice, foi provada igual a pirﬁmide,
da qual, por um lado, o triﬁngulo ABD é base, e, por outro lado, o ponto C
¢ vértice; portanto, também a pirdmide, da qual, por um lado, o tridngulo
CEF é base, e, por outro lado, o ponto D é vértice, é igual a pirﬁmide, da
qual, por um lado, o tridngulo ABD [¢] base, e, por outro lado, o ponto
C ¢ vértice; portanto o prisma ABCDEF foi dividido em trés pirﬁmides

iguais entre si, tendo tridngulos como bases.
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E, como a pirﬁmide, da qual, por um lado, o triﬁngulo ABD é base, e,
por outro lado, o ponto C ¢é vértice, ¢ a mesma que a pirimide, da qual o
triﬁngulo CABébaseco ponto D, vértice; pots, sdo contidas pelos mesmos
planos; mas a pirﬁmide, da qual o triﬁngulo ABD ébaseeco ponto C, vértice,
foi provada um tergo do prisma, do qual o tridngulo ABC é base e o DEF,
oposto, portanto, também a pirﬁmide, da qual o triﬁngulo ABC é base e o

ponto D, vértice, é um terco do prisma tendo a mesma base, o triﬁngulo

ABC, e o DEEF, oposto.

COROLARIO

Disso, entdo, é evidente que toda pirdmide é uma terga parte do prisma
que tem a mesma base com ela e igual altura [visto que, caso a base do
prisma tenha alguma outra figura retilinea, uma que tal, também a oposta,
também ¢ dividido em prismas, tendo tridngulos como bases e como as

opostas, € COmo a base toda para cada um}; o que era preciso PI‘OV'&I‘.

8.

As pirdmides semelbantes e que tém tridngulos como bases estdo em uma
razdo tripla da dos lados homdlogos.

Sejam as pirﬁmides semelhantes e

semelhantemente postas, das quais, por K L Q 0
um lado, os tridngulos ABC, DEF sio D P
bases, e, por outro lado, os pontos G,H A M

sdo vértices; digo que a pirdimide ABCG G N H R
tem para a pirdimide DEFH uma razio B C E F

tripla da que a BC para a EE

Fiquem, ports, completados os sélidos paralelepfpedos BGML, EHPO.
E, comoa pirﬁmide ABCG é semelhante 2 pirﬁmide DEFH, portanto, por
um lado, o Angulo sob ABC é igual ao Angulo sob DEEF, ¢, por outro lado, o
sob GBC, ao sob HEE e o sob ABG, ao sob DEH, e, como a AB est4 para
a DE, assim a BC para a EF e a BG para a EH. E, como a AB estd para a

DE, assim a BC para a EE e os lados 3 volta dos ﬁngulos iguais estao em
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proporgio, portanto, o paralelogramo BM ¢é semelhante ao paralelogramo
EP. Pelas mesmas coisas, entdo, também, por um lado, o BN ¢ semelhante
ao ER, e, por outro lado, o BK, ao EQ; portanto, os trés MB, BK, BN sio
semelhantes aos trés EP EQ, ER. Mas, por um lado, os trés MB, BK, BN
sdo iguais e também semelhantes aos trés opostos, e, por outro lado, os trés
EP, EQ, ER sido iguais e também semelhantes aos trés opostos. Portanto,
os sélidos BGML, EHPO sio contidos por planos semelhantes, iguais
em quantidade. Portanto, o sélido BGML é semelhante ao sélido EHPO.
Mas os sélidos paralelepipedos semelhantes estio em uma razio tripla da
dos lados homélogos. Portanto, o sélido BGML tem para o sélido EHPO
uma raziao tripla da que o lado homélogo BC, para o lado homélogo EE
Mas, como o s6lido BGML para o sélido EHPO, assim a pirimide ABCG
para a pirﬁmide DEFH, visto que a pirﬁmide ¢ uma sexta parte do sélido,
pelo ser também o prisma o triplo da pirimide, sendo a metade do sélido pa-
ralelepipedo. Portanto, também a pirimide ABCG tem para a pirimide
DEFH uma razio tripla da que a BC para a EF; o que era preciso provar.

COROLARIO

Disso, é evidente que também as pirimides semelhantes que tém poligo—
nos como bases estio entre si em uma razio tripla da dos lados homélogos.
Pois, tendo elas sido divididas nas pirimides nelas, tendo tridngulos como
bases, pelo serem divididos também os poligonos semelhantes das bases
em tridngulos semelhantes e iguais em quantidade, e homélogos aos todos,
como uma pirimide, tendo um tridngulo como base, em uma estard para
uma pirﬁmide, tendo um triﬁngulo como base, na outra, assim também
todas as pirimides, tendo tridngulos como bases, em uma pirimide para
as pirﬁmides, tendo triﬁngulos como bases, na outra pirﬁmide, isto ¢, a pro-
pria pirﬁmide que tem um poligono como base paraa pirﬁmide que tem um
polfgono como base. Mas a pirémide que tem um triﬁngulo como base estd
para a que tem um tridngulo como base em uma razio tripla da dos lados
homélogos; portanto, também a que tem um poligono como base tem para

a que tem a base semelhante uma razao tripla da que O lado, para o lado
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9.

Das piramides iguais e que tém tridngulos como bases, as bases sao
inversamente proporcionais ds alturas; e sdo iguais aquelas pirﬁmides
que tem triﬁngulos como bases, das quais as bases sdo inversamente
proporcionais ds alturas.

Sejam, pois, pirimides iguais, tendo os tridingulos ABC, DEF como
bases, e os pontos G, H como vértices; digo que, das pirﬁmides ABCQG,
DEFH as bases sdo inversamente proporcionais as alturas, e como a base
ABC estd para a base DEF, assim a altura da pirﬁmide DEFH paraa altura
da pirﬁmide ABCG.

Fiquem, pois, completados 0s
sélidos paralelepipedos BGML, H Q L
EHPO. E, como a pirimide ABCG 0 G
é igual a pirﬁmide DEFH, e, por um
lado, o sélido BGML é seis vezes a A
pirdmide ABCG, e, por outro lado, 0 E D B C
sélido EHPO ¢ sets vezes a pirﬁmide
DEFH, portanto, o sélido BGML ¢
igual a0 s6lido EHPO. Mas dos sélidos paralelepfpedos iguais, as bases sio

F P

inversamente proporcionais As alturas; portanto, como a base BM esti para
a base EP, assim a altura do sélido EHPO para a altura do sélido BGML.
Mas, como a base BM para a EP assim o triﬁngulo ABC para o triﬁngulo
DEE Portanto, também como o tridngulo ABC para o tridngulo DEF, assim
a altura do sélido EHPO paraa altura do sélido BGML. Mas, por um lado,
aaltura do s6lido EHPO é a mesma que a altura da pirdimide DEFH, e, por
outro lado, a altura do sélido BGML ¢ a mesma que a altura da pirﬁmide
ABCG; portanto, como a base ABC esti paraa base DEF assim a altura da
pirdimide DEFH para a altura da pirdimide ABCG. Portanto, das pirimides
ABCG, DEFH, as bases sio inversamente proporcionais As alturas.

Mas, entio, das pirimides ABCG, DEFH, sejam as bases inversamente
proporcionais 3s alturas, e como a base ABC esteja paraa base DEFE assim
a altura da pirimide DEFH para a altura da pirimide ABCG; digo que a
pirdmide ABCG é igual 3 pirimide DEFH.
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Tendo sido, pois, construidas as mesmas coisas, como a base ABC estd
para a base DEE assim a altura da pirimide DEFH para a altura da pirimide
ABCG, mas, como a base ABC paraa base DEFE assim o paralelogramo BM
parao paralelogramo EP portanto, também como o paralelogramo BM para
o paralelogramo EP assim a altura da pirimide DEFH para a altura da pira-
mide ABCG. Mas [por um lado] aaltura da pirﬁmide DEFH ¢ a mesma que
a altura do paralelepipedo EHPO, ¢, por outro lado, a altura da pirAmide
ABCG ¢ amesma que a altura do paralelepfpedo BGML; portanto, como a
base BM estd para a base EP, assim a altura do paralelepipedo EHPO para
a altura do paralelepipedo BGML. Mas sio iguais aqueles sélidos parale-
lepfpedos, dos quais as bases sio inversamente proporcionais s alturas;
portanto, o sélido paralelepipedo BGML ¢ igual ao sélido paralelepipedo
EHPO. E, por um lado, a pirﬁmide ABCG ¢é uma sexta parte do BGML,
e, por outro lado, a pirimide DEFH ¢ uma sexta parte do paralelepipedo
EHPO; portanto, a pirﬁmide ABCG ¢ igual a pirﬁmide DEFH.

Portanto, das pirﬁmides iguats e que tém triﬁngulos como bases, as bases
sio 1nversamente proporcionais As alturas; e sio 1guais aquelas pirﬁmides
que tém tridngulos como bases, das quais as bases sio inversamente pro-

porcionais As alturas; o que era preciso provar.
10.

Todo cone ¢ wuma terca parte do cilindro que tem a mesma base que ele e
altura igual.

Tenha, pois, um cone tanto a mesma base
que um cilindro, o circulo ABCD, quanto al-
tura igual; digo que o cone é uma terga parte
do cilindro, isto é, o cilindro é o triplo do cone.

Pois, se o cilindro nio é o triplo do cone, o
B G cilindro serd ou maior do que o triplo ou menor

do que o triplo‘ Seja, primeiramente, maior do
F C que o triplo, e fique inscrito no circulo ABCD
o quadrado ABCD; entio, o quadrado ABCD ¢
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maior do quea metade do circulo ABCD. E ﬁque alteado sobre o quadrado
ABCD um prisma de igual altura que o cilindro. Entdo, o prisma alteado
¢ maior do que a metade do cilindro, visto que, caso circunscrevamos um
quadrado ao circulo ABCD, o quadrado inscrito no circulo ABCD é metade
do circunscrito; e os s6lidos paralelepipedos alteados sobre eles sio prismas
de alturas iguais; mas os sélidos paralelepfpedos que estio sob a mesma
altura estdo entre si como as bases; portanto, o prisma que foi alteado sobre
o quadrado ABCD ¢ metade do prisma que foi alteado sobre o quadrado
circunscrevendo o circulo ABCD; e o cilindro é menor do que o prisma que
foi alteado sobre o quadrado circunscrevendo o circulo ABCD; portanto, o
prisma que foi alteado sobre o quadrado ABCD, de altura igual A do cilin-
dro, é maior do que a metade do cilindro. Fiquem cortadas as circunferén-
cias AB, BC, CD, DA em duas nos pontos E,EG H,e ﬁquem Iigadas as
AE, EB, BE FC, CG, GD, DH, HA; portanto, cada um dos tridngulos AEB,
BFC, CGD, DHA ¢ maior do que a metade do segmento, correspondente
a ele mesmo, do circulo ABCD, como provamos antes. Fiquem alteados
sobre cada um dos tridngulos AEB, BFC, CGD, DHA prismas de alturas
iguais a do cilindro; portanto, cada um dos prismas que foram alteados ¢é
maior do que a meia parte do segmento do cilindro correspondente a ele
mesmo, VIsto que, caso pelos pontos E, F, G, H tracemos paralelas as AB,
BC, CD, DA, e completemos 0s paralelogramos AB, BC, CD, DA, e sobre
eles alteemos sélidos paralelepipedos de alturas iguais A do cilindro, cada
um dos que foram alteados é metade dos prismas sobre os triﬁngulos AEB,
BEC, CGD, DHA; e os segmentos do cilindro sio menores do que os s6-
lidos paralelepipedos que foram alteados; desse modo, também os prismas
sobre os tridingulos AEB, BFC, CGD, DHA sio maiores do que a metade
dos segmentos do cilindro correspondentes a eles mesmos. Entdo, cortando
as circunferéncias deixadas em duas e ligando retas e alteando, sobre cada
um dos tridngulos, prismas de alturas iguais a do cilindro, e fazendo isso
sempre, deixaremos alguns segmentos do cilindro, que serdo menores do
que o excesso pelo qual o cilindro excede o triplo do cone. Fiquem deixados,
esejam os AE, EB, BE FC, CG, GD, DH, HA; portanto, o prisma restante,
do qual, por um lado, o poligono AEBFCGDH ¢ base, e, por outro lado, a

altura é a mesma que a do cilindro, é maior do que o triplo do cone. Mas o
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prisma, do qual por um lado, o polfgono AEBFCGDH é base, e, por outro
lado, a altura é a mesma que a do cilindro, ¢ o triplo da pirimide, da qual,
por um lado, o poh’gono AEBFCGDH é base, e, por outro lado, o vértice é o
mesmo que o do cone. Portanto, também a pirﬁmide, da qual, por um lado,
o polfgono AEBFCGDH [é} base, e, por outro lado, o vértice é o mesmo
que o do cone, é maior do que o cone que tem o circulo ABCD como base.
Mas também é menor; pois, é contido por ele; o que é impossivel. Portanto,
o cilindro nio é maior do que o triplo do cone.

Digo, entdo, que nem o cilindro é menor do que o triplo do cone.

Pois, se possivel, seja o cilindro menor do que o triplo do cone; portan-
to, inversamente, o cone é maior do que a terga parte do cilindro. Fique,
entio, inscrito no circulo ABCD o quadrado ABCD; portanto, o quadrado
ABCD ¢ maior do que a metade do circulo ABCD. E, ﬁque alteada sobre
o quadrado ABCD uma pirmide, tendo o mesmo vértice que o cone;
portanto, a pirﬁmide que foi alteada é maior do que a meia parte do cone,
visto que, como demonstramos antes, caso circunscrevamos um quadrado
ao circulo, o quadrado ABCD serd metade do quadrado circunscrito ao
circulo; e, caso, sobre os quadrados alteemos sélidos paralelepipedos de
alturas iguais 3 do cone, os quais também sio chamados prismas, o que
foi alteado sobre o quadrado ABCD serd metade do que foi alteado sobre
o quadrado circunscrevendo o circulo; pois, estdo entre si como as bases.
Desse modo, também os tergos; portanto, também uma pirdmide, da qual
o quadrado ABCD ¢ base, ¢ metade da pirﬁmide que foi alteada sobre o
quadrado circunscrevendo o circulo. E a pirdmide que foi alteada sobre o
quadrado A volta do circulo é maior do que o cone; pois, contém-no. Por-
tanto, a pirimide, da qual o quadrado ABCD é base, ¢ o vértice é 0 mesmo
que o do cone, é maior do que a metade do cone. Fiquem, pois, cortadas as
circunferéncias AB, BC, CD, DA em duas nos pontos E,EG,He ﬁquem
ligadas as AE, EB, BE, FC, CG, GD, DH, HA; portanto, também cada um
dos triﬁngulos AEB, BFC, CGD, DHA é maior do que a meia parte do
segmento do circulo ABCD correspondente a ele mesmo. E, tém alteadas,
sobre cada um dos triﬁngulos AEB, BFC, CGD, DHA, pirﬁmides, tendo o
mesmo vértice que o cone; portanto, também cada uma das pirdimides que

foram alteadas, segundo 0 mesmo modo, é maior do que a meia parte do
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segmento do cone correspondente a ela mesma. Cortando, entdo, as circun-
feréncias deixadas em duas, e ligando as retas, e alteando sobre cada um dos
triﬁngulos uma pirﬁmide, tendo o mesmo vértice que o cone, e fazendo isso
sempre, deixaremos alguns segmentos do cone, que serdo menores do que o
excesso, pelo qual o cone excede a terga parte do cilindro. Fiquem deixados,
e sejam os sobre as AE, EB, BE FC, CG, GD, DH, HA; portanto, a pirﬁmide
restante, da qual, por um lado, o poligono AEBFCGDH ¢ base, e, por outro
lado, o vértice é o mesmo que o do cone, é maior do que a terga parte do
cilindro. Mas a pirimide, da qual, por um lado, o poligono AEBFCGDH
¢ base, e, por outro lado, o vértice é o mesmo que o do cone, é uma terga
parte do prisma, do qual, por um lado, o polfgono AEBFCGDH é base, e,
por outro lado, a altura é a mesma que a do cilindro. Portanto, o prisma,
do qual, por um lado, o polfgono AEBFCGDH é base, e, por outro lado,
a altura é a mesma que a do cilindro, ¢ maior do que o cilindro, do qual o
circulo ABCD é base. Mas também é menor; pots, é contido por ele; o que
é impossfvel. Portanto, o cilindro nio é menor do que o triplo do cone. Mas
foi provado que nem maior do que o triplo; portanto, o cilindro ¢ o triplo
do cone; desse modo, o cone é uma terga parte do cilindro.

Portanto, todo cone é uma terga parte de um cilindro que tem a mesma

base que 616 € altura 1gual, O que era PI'(?CiSO provar.

II.

Os cones ¢ cilindros que estdo sob a mesma altura estao entre si
como as bases.

Estejam sob a mesma altura cones e cilindros, dos quais, por um lado,
os circulos ABCD, EFGH [sdo] bases, e, por outro lado, os KL, MN sio
eixos, e os AC, EG, didmetros das bases; digo que, como o circulo ABCD
estd para o circulo EFGH, assim o cone AL para o cone EN.

Pois, se nio, como o circulo ABCD para o circulo EFGH, assim o cone
AL estard ou para algum s6lido menor do que o cone EN ou para um
maior. Esteja, primeiramente, para um menor, o Q, e, pelo que o sélido

Q é menor do que o cone EN, seja o sélido V igual équilo; portanto, o
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cone EN ¢ igual aos sélidos Q, V. Fique, pois, inscrito no circulo EFGH
o quadrado EFGH. Portanto, o quadrado ¢ maior do que a metade do
circulo. Fique alteada sobre o quadrado EFGH uma pirﬁmide de altura
igual 3 do cone; portanto, a pirdmide que foi alteada é maior do que a me-
tade do cone, visto que, caso circunscrevamos um quadrado ao circulo, e
sobre ele alteemos uma pirdmide de altura igual 3 do cone, a pirdmide que
foi inscrita é metade da que foi circunscrita; pois, estdo entre si, COMO as
bases; mas o cone é menor do que a pirimide que foi circunscrita. Fiquem
cortadas as circunferéncias EF, FG, GH, HE em duas nos pontos O, PR,
Se ﬁquem ligadas as HO, OE, EP, PE FR, RG, GS, SH. Portanto, cada
um dos tridngulos HOE, EPE, FRG, GSH ¢ maior do que a metade do
segmento do circulo correspondente a ele mesmo. Fique alteada sobre cada
um dos tridngulos HOE, EPE, FRG, GSH uma pirimide de altura igual 3
do cone; portanto, também cada uma das pirﬁmides que foram alteadas é
maior do que a metade do segmento do cone correspondente a ela mesma.
Cortando, entdo, as circunferéncias deixadas em duas, e ligando as retas,
e alteando sobre cada um dos triﬁngulos pirﬁmides de alturas iguais a do
cone, e fazendo isso sempre, deixaremos alguns segmentos do cone que
serdo menores do que o sélido V. Fiquem deixados e sejam os sobre os
HOE, EPF, FRG, GSH; portanto, a pirimide restante, da qual o poligono

HOEPFRGS é base, e a altura é a mesma que a do cone, é maior do que o

sélido Q. Fique inscrito também no circulo ABCD o polfgono DTAYBUCX
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semelhante, e semelhantemente posto, ao polfgono HOEPFRGS, e ﬁque
alteada sobre ele uma pirAmide de altura igual @ do cone AL. Como, de
fato, o sobre a AC esti para o sobre a EG, assim o polfgono DTAYBUCX
para o polfgono HOEPFRGS, mas como o sobre a AC para o sobre a EG,
assim o circulo ABCD para o circulo EFGH, portanto, também como o
circulo ABCD para o circulo EFGH, assim o polfgono DTAYBUCX para
o poligono HOEPFRGS. Mas o circulo ABCD para o circulo EFGH,
assim o cone AL para o sélido Q, e como o polfgono DTAYBUCX para o
poligono HOEPFRGS, assim a pirAmide, da qual, por um lado, o poligono
DTAYBUCX é base, e, por outro lado, o ponto L é vértice para a pirdimide,
da qual, por um lado, o polfgono HOEPFRGS ¢ base, e, por outro lado,
o ponto N ¢é vértice. Portanto, também como o cone AL para o sélido Q,
assim a pirﬁmide, da qual, por um lado, o Polfgono DTAYBUCX é base, e,
por outro lado, o ponto L é vértice para a pirdmide, da qual, por um lado,
o poh’gono HOEPFRGS ¢ base, e, por outro lado, o ponto N ¢ vértice;
portanto, alternadamente, como o cone AL esti paraa pirﬁmide nele, assim
o s6lido Q para a pirdmide no cone EN. Mas o cone AL é maior do que
a pirﬁmide nele; portanto, também o sélido Q é maior do que a pirﬁmide
no cone EN. Mas também é menor; o que é absurdo. Portanto, nio como
o circulo ABCD esta para o circulo EFGH, assim o cone AL para algum
s6lido menor do que o cone EN. Do mesmo modo, entio, provaremos que
nem como o circulo EFGH est4 para o circulo ABCD, assim o cone EN
para algum sélido menor do que o cone AL.

Digo, entdo, que nem como o circulo ABCD parao circulo EFGH, assim
o cone AL para algum sélido maior do que o cone EN.

Pots, se possfvel, esteja para um maior, o Q; portanto, inversamente,
como o circulo EFGH est4 para o circulo ABCD, assim o sélido Q para
o cone AL. Mas, como o sélido Qpara o cone AL, assim o cone EN para
algum sélido menor do que o cone AL; portanto, também como o circulo
EFGH parao circulo ABCD, assim o cone EN para algum sélido menor do
que o cone AL; o que foi provado impossivel. Portanto, nio como o circulo
ABCD parao circulo EFGH, assim o cone AL para algum sélido maior do
que o cone EN. Mas foi provado que nem para um menor; portanto, Como o

circulo ABCD esta parao circulo EFGH, assim o cone AL para o cone EN.
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Mas, como o cone para o cone, o cilindro para o cilindro; pois, cada um
éo triplo de cada um. Portanto, também como o circulo ABCD para o cfr-
culo EFGH, assim os cilindros sobre eles de alturas 1guais [és dos cones].

Portanto, os cones e cilindros que estdo sob a mesma altura estdo entre

si como as bases; o que era PI‘CCiSO PI‘OV&I‘.

12.

Os cones e cilindros semelbantes estdo entre si em uma razao tripla da dos
didmetros nas bases.

N Sejam cones e cilindros seme-
Ihantes, dos quais, por um lado,
os circulos ABCD, EFGH sio
bases, e as BD, FH, os diAmetros
das bases, e, por outro lado, os

KL, MN, eixos dos cones e cilin-

dros; digo que o cone, do qual,

por um lado, o circulo ABCD

i) [é] base, e, por outro lado, 0 pon-

to L é vértice, tem para o cone,

do qual, por um lado, o circulo
EFGH [¢] base, e, por outro lado, o ponto N é vértice, uma razio tripla da
que a BD, paraa FH.

Pois, se o cone ABCDL nio tem para o cone EFGHN uma razio tri-
pla da que a BD, para a FH, o cone ABCDL terd ou para algum sélido
menor do que o cone EFGHN uma razio tripla ou para um malor. Tenha,
primeiramente, para um menor, o Q, e ﬁque inscrito no circulo EFGH o
quadrado EFGH; portanto, o quadrado EFGH é maior do que a metade do
circulo EFGH. E, ﬁque alteada, sobre o quadrado EFGH, uma pirﬁmide
tendo 0 mesmo vértice que o cone; portanto, a pirimide que foi alteada

¢ maior do que a meia parte do cone. Fiquem, entdo, cortadas as circunferén-
cias EF, FG, GH, HE em duas nos pontos O, B R, S ¢ fiquem ligadas as EO,
OF FP PG, GR, RH, HS, SE. Portanto, cada um dos triﬁngulos EOF, FPG,
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GRH, HSE é maior do que a meia parte do segmento do circulo EFGH
correspondente a ele mesmo. E, fique alteada sobre cada um dos tridngulos
EOFE FPG, GRH, HSE uma pirﬁmide, tendo o mesmo vértice que o cong;
portanto, também cada uma das pirﬁmides que foram alteadas é maior do
que a meia parte do segmento do cone correspondente a ela mesma. Entio,
cortando as circunferéncias deixadas em duas, e Iigando as retas, e alteando,
sobre cada um dos triﬁngulos, pirﬁmides, tendo o mesmo vértice que o cone,
e fazendo isso sempre, deixaremos alguns segmentos do cone que serdo me-
nores do que o excesso pelo qual o cone EFGHN excede o sélido Q. Fiquem
deixados, e sejam os sobre as EO, OF, FP, PG, GR, RH, HS, SE; portanto,
a pirﬁmide restante, da qual, por um lado, o poligono EOFPGRHS é base,
e, por outro lado, o ponto N ¢é vértice, é maior do que o sélido Q. Fique,
também, inscrito no circulo ABCD o polfgono ATBYCUDX semelhante
e semelhantemente posto ao poligono EOFPGRHS, e fique alteada so-
bre o polfgono ATBYCUDX uma pirﬁmide, tendo o mesmo vértice que
o cone, ¢, por um lado, dos que contém a pirimide, da qual, por um lado, o
poligono ATBYCUDX é base, e, por outro lado, o ponto L & vértice, seja
o LBT um triﬁngulo, e, por outro lado, dos que contém a pirﬁmide, da
qual, por um lado, o poligono EOFPGRHS ¢ base, ¢, por outro lado, o
ponto N ¢é vértice, seja o NFO um triﬁngulo, e ﬁquem Iigadas as KT, MO.
E, como o cone ABCDL é semelhante ao cone EFGHN, portanto, como
a BD esta para a FH, assim o eixo KL para o eixo MN. Mas, como a BD
para a FH, asstm a BK para FM; portanto, também como a BK paraa FM,
assim a KL para a MN. E, alternadamente, como a BK para a KL, assim a
FM para a MN. E os lados a volta dos ﬁngulos 1guais, 0s sob BKL, FMN,
estdo em proporgio; portanto, o tridngulo BKL é semelhante ao tridngulo
FMN. De novo, como a BK estd para a KT, assim a FM para a MO, ¢ a
volta dos ﬁngulos iguaits, 0s sob BKT, FMO, visto que, aquela parte que
o ﬁngulo sob BKT ¢ dos quatro retos junto ao centro K, a mesma parte
também o ﬁngulo sob FMO ¢ dos quatro retos junto ao centro M; como,
de fato, os lados a volta dos 4ngulos iguais estdo em proporgio, portanto
o triﬁngulo BKT ¢ semelhante ao triﬁngulo FMO. De novo, como foi
provado, como a BK paraa KL, asstm a FM paraa MN), mas, por um lado,
a BK ¢ igual a KT, ¢, por outro lado, a FM, 3 OM, portanto, como a TK
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estd para a KL, assitm a OM para a MN. E, a volta dos ﬁngulos iguais, 0s
sob TKL, OMN; pois, sio retos; os lados estio em proporgao; portanto, o
tridngulo LKT é semelhante ao tridngulo NMO. E como, pela semelhanga
dos triﬁngulos LKB, NME como a LB estd para a BK, assim a NF para a
FM, mas, pela semelhanga dos triAngulos BKT, FMO, como a KB estéd para
a BT, asstm a MF para a FO, portanto, por igual posto, como a LB para a
BT, assim a NF para a FO. De novo, como, pela semelhanga dos tridngulos
LTK, NOM, como a LT estd para a TK, assim a NO para a OM, mas, pela
semelhanga dos tridngulos TKB, OME, como a KT estd para a TB, assim
a MO paraa OF, portanto, por igual posto, como a LT paraa TB, asstm a
NO paraa OF Mas foi provado também como a TB paraa BL, asstim a OF
paraa FN. Portanto, por igual posto, como a TL paraa LB, assima ON para
a NE Portanto, os lados dos triﬁngulos LTB, NOF estio em proporgao;
portanto, os tridngulos LTB, NOF sio equingulos; desse modo, também
sio semelhantes. Portanto, também uma pirﬁmide, da qual, o triﬁngulo
BKT ¢é base, e, por outro lado, o ponto L é vértice, é semelhante a uma
pirdmide, da qual, por um lado, o triingulo FMO ¢ base, e, por outro lado,
o ponto N ¢ vértice; pois, sio contidos por planos semelhantes, iguais em
quantidade. Mas as pirAmides semelhantes e que tém tridngulos como bases
estio em uma razao tripla da dos lados homc’)logos. Portanto, a pirﬁmide
BKTL tem para a pirimide FMON uma razio tripla da que a BK, para a
FM. Do mesmo modo, entio, ligando retas a partir dos A, X, D, U, C, Y
atéoKea partir dos E, S, H, R, G, P até o M, e alteando, sobre cada um
dos tridngulos, pirdimides, tendo 0 mesmo vértice que os cones, provaremos
que também cada uma das pirimides, semelhantemente arranjada, terd para
cada pirdimide, semelhantemente arranjada, uma razio tripla da que o lado
homélogo BK, para o lado homc’)logo M, isto é, da que a BD, paraa FH.
E, como um dos antecedentes para um dos consequentes, assim todos
os antecedentes para todos os consequentes; portanto, também como a
pirﬁmide BKTL estd para a pirﬁmide FMON, assim a pirﬁmide toda, da
qual o poligono ATBYCUDX ¢ base e o ponto L é vértice, para a pirimide
toda, da qual, por um lado, o polfgono EOFPGRHS é base, e, por outro
lado, o ponto N ¢é vértice; desse modo, também uma pirdmide, da qual,

por um lado, o ATBYCUDX ¢ base, e, por outro lado, o L é vértice, tem

551



Euclides

para a pirdmide, da qual, [por um lado], o polfgono EOFPGRHS é base,
e, por outro lado, o ponto N é vértice, uma razio tripla da que a BD, para
a FH. Mas também foi suposto o cone, do qual, [por um Iado], o circulo
ABCD ¢ base, e, por outro lado, o ponto L é vértice, tendo para o sélido
Q uma razio tripla da que a BD, para a FH; portanto, como o cone, do
qual, por um lado, o circulo ABCD ¢ base, ¢, por outro lado, o L é vértice,
estd para o sélido Q, assim a pirAmide, da qual, por um lado, o [poligono]
ATBYCUDX ¢ base, e, por outro lado, o L é vértice, para a pirimide, da
qual, por um lado, o poligono EOFPGRHS é base, ¢, por outro lado, o N
¢ vértice; portanto, alternadamente, como o cone, do qual, por um lado, o
circulo ABCD é base, e, por outro lado, o L é vértice, para a pirﬁmide nele,
da qual, por um lado, o poligono ATBYCUDX ¢ base, e, por outro lado,
o L é vértice, assim o [sélido} Q para a pirﬁmide, da qual, por um lado, o
poligono EOFPGRHS é base, e, por outro lado, o N é vértice. Mas o dito
cone é maior do que a pirﬁmide nele; pots, contém-na. Portanto, também
o sélido Q é maior do que a pirﬁmide, da qual, por um lado, o polfg0110
EOFPGRHS ¢ base, ¢, por outro lado, o N é vértice. Mas também é menor;
o que ¢ impossfveL Portanto, o cone, do qual o circulo ABCD é base, ¢ o
[ponto] L, vértice, ndo tem para algum sélido menor do que o cone, do
qual, por um lado, o circulo EFGH é base, e, por outro lado, o ponto N ¢é
vértice, uma razio tripla da que a BD, para a FH. Do mesmo modo, entio,
provaremos que nem o cone EFGHN tem para algum sélido menor do que
o cone ABCDL uma razao tripla da que a FH, paraa BD.

Digo, entido, que nem o cone ABCDL tem para algum sélido maior do
que o cone EFGHN uma razao tripla da que a BD, paraa FH.

Pois, se possfvel, tenha para um maior, o Q. Portanto, inversamente, o
sélido Q tem para o cone ABCDL uma razio tripla da que a FH, paraa BD.
Mas o sélido Q para o cone ABCDL, assim o cone EFGHN para algum
sélido menor do que o cone ABCDL. Portanto, também o cone EFGHN tem
para algum sélido menor do que o cone ABCDL uma razio tripla da que a
FH, paraa BD; o que foi provado impossivel. Portanto, o cone ABCDL nio
tem para algum sélido maior do que o cone EFGHN uma razio tripla da que

aBD, paraa FH. Mas foi provado que nem para um menor. Portanto, o cone

ABCDL tem para o cone EFGHN uma razao tripla da que a BD, paraa FH.
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Mas, como o cone para o cone, o cilindro parao cilindro; pois, o cilindro
¢ o triplo do cone, o sobre a mesma base que o cone e de altura igual a dele.
Portanto, também o cilindro tem para o cilindro uma razio tripla da que
a BD, para a FH.

Portanto, os cones e cilindros semelhantes estio entre si em uma razio

tripla da dos didmetros nas bases; o que era preciso provar.

I3.

Caso um cilindro seja cortado por um plano que ¢ paralelo aos planos
opostos, como o cilindro estard para o cilindro, assim o eixo para o eixo.

G C T U Fique, pois, cortado o

cilindro AD pelo plano

0 R A
A (VO (o)

GH que ¢ paralelo a0s
j &j &j K]&j K]K planos opostos AB, CD,
P S B H D Y X

e encontre o plano GH o

e1Xo no ponto K; digo que, como o cilindro BG esti para o cilindro GD,
assim o eixo EK para o eixo KE

Fique, pois, prolongado o eixo EF em cada um dos lados até os pontos
L,M,e ﬁquem exXpostos os EN, NL, quantos quer que sejam, 1guais ao e1xo
EK, e 0s FQ, QM, quantos quer que sejam, iguats ao FK, e seja concebido
sobre o eixo LM o cilindro OX, do qual os circulos OP, UX sio bases. E
fiquem prolongados pelos pontos N, Q planos paralelos aos AB, CD e as
bases do cilindro OX e fagam os circulos RS, TY 2 volta dos centros N,
Q. E, como os eixos LN, NE, EK sdo iguais entre si, portanto, os cilindros
PR, RB, BG estio entre si como as bases. Mas as bases sio 1guais; portanto,
também os cilindros PR, RB, BG sio iguais entre si. Como, de fato, os
eixos LN, NE, EK sio iguais entre si, e também os cilindros PR, RB, BG
sdo 1guals entre si, € a quantidade é igual a quantidade, portanto, quantas
vezes o eixo KL é do eixo EK, tantas vezes também o cilindro PG seri do
cilindro GB. Pelas mesmas coisas, entio, também quantas vezes O eixo
MK ¢é do eixo KF tantas vezes também o cilindro XG é do cilindro GD. E,

por um lado, se o eixo KL ¢é igual a0 eixo KM, também o cilindro PG seri
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igual ao cilindro GX, e, por outro lado, se o eixo é maior do que o eixo,
também o cilindro é maior do que o cilindro, e se menor, menor. Entio,
existindo quatro magnitudes, por um lado, os eixos EK, KF, e, por outro
lado, os cilindros BG, GD, foram tomados os mesmos mﬁltiplos, por um
lado, do eixo EK e do cilindro BG, tanto o eixo LK quanto o cilindro PG,
e, por outro lado, do eixo KF e do cilindro GD, tanto o eixo KM quanto o
cilindro GX, e fot provado que, se o eixo KL excede o eixo KM, também
o cilindro PG excede o cilindro GX, e se igual, igual, € Se menot, menor.
Portanto, como o eixo EK est3 para o eixo KE assim o cilindro BG para o

cilindro GD; o que era preciso provar.

14.

Os cones ¢ cilindros que estdo sobre bases iguais estao entre si como as
alturas.

Sejam, pois, 0s cilindros EB, FD sobre : ”
as bases iguais, os circulos AB, CD; digo ’A‘
que, como o cilindro EB estd para o cilin- E C ‘\ D
dro FD, assim o eixo GH parao eixo KL. .‘

w M
o ponto N, e ﬁque posto o LN igual a0
eixo GH, e ﬁque concebido o cilindro CM i volta do eixo LN. Como, de

fato, os cilindros EB, CM estio sob a mesma altura, estio entre si como

=
wo

Fique, pois, prolongado o eixo KL até

as bases; mas as bases sio iguais entre si; portanto, também os cilindros
EB, CM sio iguais. E, como o cilindro FM foi cortado pelo plano CD
que ¢ paralelo aos planos opostos, portanto, como o cilindro CM estd
para o cilindro FD, assim o eixo LN para o eixo KL. Mas, por um lado, o
cilindro CM ¢ igual ao cilindro EB, e, por outro lado, o eixo LN, ao eixo
GH; portanto, como o cilindro EB esti parao cilindro FD, assim o eixo GH
para o eixo KL. Mas, como o cilindro EB para o cilindro FD, assim o cone
ABG para o cone CDK. Portanto, também como o eixo GH para o e1xo
KL, assim o cone ABG para o cone CDK, e o cilindro EB para o cilindro

FD; o que era preciso provar.
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15.
Dos cones ¢ cilindros iguais, as bases sdo inversamente proporcionais
as alturas; e sdo iguais aqueles cones e cilindros, dos quais as bases sao

inversamente proporcionais as alturas.

Sejam os cones e cilindros

0 S G
D Q v F iguais, dos quais, por um lado,
lﬂ\‘ & N os circulos ABCD, EFGH sio
5 R Y E bases, e as AC, EG, os didme-

tros deles, e, por outro lado, os

KL, MN sio os eixos, aqueles que sdo também alturas dos cones ou dos
cilindros, e fiquem completados os cilindros AQ, EO; digo que, dos cilin-
dros AQ, EQ, as bases sio inversamente proporcionais s alturas, e, como
a base ABCD est4 paraa base EFGH, assim a alcura MN paraa altura KL.
Pois, a altura LK ou é igual 3 altura MN ou nio. Seja, primeiramente,
igual. Mas também o cilindro AQ ¢ igual ao cilindro EO. Mas os cones e
cilindros que estdo sob a mesma altura estio entre si como as bases; por-
tanto, também a base ABCD ¢ igual 3 base EFGH. Desse modo, também
sio inversamente proporcionais, como a base ABCD para a base EFGH,
assim a altura MN paraa altura KL. Mas, entio, nio sejaa altura KL igual
a MN, mas seja maior a MN, e fique subtraida da altura MN a PN igual 3
KL, e ﬁque cortado o cilindro EO pelo plano TYS, paralelo, pelo ponto
P aos planos dos circulos EFGH, RO, e ﬁque concebido o cilindro ES,
por um lado, sobre o circulo EFGH, base, e, por outro lado, da altura NP
E, como o cilindro AQ ¢ igual ao cilindro EQO, portanto, como o cilindro
AQ estéd para o cilindro ES, assim o cilindro EO para o cilindro ES. Mas,
por um lado, como o cilindro AQ para o cilindro ES, assim a base ABCD
para a EFGH; pois, os cilindros AQ, ES estio sob a mesma altura; mas,
como o cilindro EO para o ES, assim a altura MN paraa altura PN; pois,
o cilindro EO foi cortado por um plano que é paralelo a0s planos opostos.
Portanto, também, como a base ABCD para a base EFGH, assim a altura
MN paraa altura PN. Mas a altura PN é igual 3 altura KL portanto, como
a base ABCD est4 para a base EFGH, assim a alcura MN paraa altura KL.
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Portanto, dos cilindros AQ, EQO, as bases sio inversamente proporcionais
as alturas.

Mas, entdo, dos cilindros AQ, EO, as bases sio inversamente propor-
cionais as alturas, e como a base ABCD esteja para a base EGH, assim a
altura MN para a altura KL; digo que o cilindro AQ é igual ao cilindro EO.

Pois, tendo sido construidas as mesmas coisas, como a base ABCD est3
para a base EFGH, assim a altura MN para a altura KL, e a altura KL ¢
igual 3 altura PN, portanto, como a base ABCD esta para a base EFGH,
assim a altura MN para a altura PN. Mas, por um lado, como a base ABCD
para a base EFGH, assim o cilindro AQ para o cilindro ES; pois estdo sob
a mesma altura; e, por outro lado, como a altura MN para a [altura] PN,
assim o cilindro EO para o cilindro ES; portanto, como o cilindro AQ esté
para o cilindro ES, assim o cilindro EO para o cilindro ES. Portanto, o
cilindro AQ ¢ igual ao cilindro EO. E assim mesmo também para os cones;

0 que era preciso provar.

16.

Estando dois circulos a volta do mesmo centro, inscrever no circulo maior
um poligono tanto equildtero quanto com um nitmero par de lados, nao
tocando o circulo menor.

Estejam os dois circulos dados ABCD,
EFGH i volta do mesmo centro K; é preci-

so, entio, inscrever no circulo maior ABCD

um poligono tanto equilitero quanto com um
ntmero par de lados, nio tocando o circulo
EFGH.

Fique, pois, tracada pelo centro K a reta

BKD, e, a partir do ponto G, ﬁque tracada a

GA em 4ngulos retos com a reta BD, e fique tragada através até o C; por-
tanto, a AC toca o circulo EFGH. Cortando, entio, a circunferéncia BAD
em duas, ¢ a metade dela em duas, e fazendo isso sempre, deixaremos uma

circunferéncia menor do que a AD. Fique deixada, e sejaalLD,ea partir do
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ponto L fique tragada a perpendicular LM 4 BD, e fique tragada através até
o N, e fiquem ligadas as LD, DN; portanto, a LD ¢ igual 3 DN. E, como a
LN ¢ paralela 3 AC, e a AC toca o circulo EFGH, portanto, a LN ndo toca
o circulo EFGH; portanto, por muito, as LD, DN nio tocam o circulo
EFGH. Caso, entdo, ajustemos continuamente ao circulo ABCD iguais a
reta LD, inscreveremos no circulo ABCD um polfgono tanto equilétero
quanto com um ndmero par de lados, ndo tocando o circulo menor EFGH;

o que era preciso fazer.

17.

Estando duas esferas a volta do mesmo centro, inscrever na esfera maior
um sélido poliedro, ndo tocando a esfera menor na superficie.

Fiquem concebidas duas esferas A volta do mesmo centro A; é preciso,
entio, inscrever na esfera maior um sélido poliedro, nio tocando a esfera
menor na superficie.

Fiquem cortadas as esferas por algum plano pelo centro; entdo, as segdes
serdo circulos, visto que a esfera era produzida pelo didimetro que permanece
fixo e pelo semicirculo que é levado a volta; desse modo, também segundo
quais posi¢des concebamos o semicirculo sobre, o plano prolongado atra-
vés dele fard um circulo na superffcie da esfera. E é evidente, que também
¢ o maior, visto que o didmetro da esfera, o qual ¢ tanto um didmetro do
semicirculo quanto, muito evidentemente, do circulo, é maior de todas as
[retas | tragadas através do circulo ou da esfera. Sejam, de fato, por um lado,
o circulo BCDE na esfera maior, e, por outro lado, o circulo FGH na esfera
menor, e ﬁquem tragados os dois didmetros BD, CE deles em ﬁngulos retos
entre si, e, estando os dois circulos BCDE, FGH i volta do mesmo centro,
ﬁque inscrito no circulo maior BCDE um poligono equilétero e com um
ndmero par de lados, que ndo toca o circulo menor FGH, do qual os lados
BK, KL, LM, ME estejam na quarta parte BE, e, tendo sido ligada a KA,
ﬁque tragada através até o N, e ﬁque alteada, a partir do ponto A, aAQem
ingulos retos com o plano do circulo BCDE e encontre com a superficie da

esferano Q, e pelas AQ e cada uma das BD, KN ﬁquem prolongados pla—
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nos; fario, entio, M E
pelas coisas ditas,

circulos maiores L
na superficie da S Y
esfera. Fagam, dos P R
quais os semicir- F
culos BQD, KQN X

estejam sobre os

didmetros BD,
KN. E, como a
QA estd em in-
gulos retos relati-
vamente ao plano

do circulo BCDE,

portanto, também

todos os planos

pela QA estio em Angulos retos relativamente ao plano do circulo BCDE;
desse modo, também os semicirculos BQD, KQN estio em ﬁngulos retos
relativamente ao plano do circulo BCDE. E, como os semicirculos BED,
BQD, KQN sio iguais; pois, estao sobre os diAmetros iguais BD, KN;
também as quartas partes BE, BQ, KQ sdo iguais entre si. Portanto, quantos
sio os lados do poh’gono na quarta parte BE tantos sio também nas BQ,
KQ iguats as retas BK, KL, LM, ME. Fiquem inscritos e sejam as BO, OP,
PR, RQ, KS, ST, TY,YQ, e fiquem ligadas as SO, TRYR, ¢ a partir dos O,
S ﬁquem tragadas perpendiculares a0 plano do circulo BCDE; entio, cairio
sobre as secdes comuns BD, KN dos planos, visto que também os planos
dos BQD, KQN estio em ﬁngulos retos relativamente ao plano do circulo
BCDE. Caiam, e sejam as OU, SX, e ﬁque ligada a XU. E, como nos semi-
circulos iguais BQD, KQN, as BO, KS sio cortadas iguais, e s3o tracadas
as perpendiculares OU, SX, [portanto} , por um lado, a OU ¢ igual a SX,
e, por outro lado, a BU, 3 KX. Mas também a BA toda ¢ igual 3 KA toda;
portanto, também a restante UA é igual arestante XA; portanto, como a BU
estd para a UA, assim a KX para a XA; portanto, a XU ¢ paralela 3 KB. E,

como cada uma das OU, SX estd em Angulos retos relativamente ao plano
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do circulo BCDE, portanto, a QU ¢ paralela 3 SX. Mas também foi provada
igual a ela; portanto, também as XU, SO sio iguais e paralelas. E, como a
XU ¢ paralela A SO, mas a XU ¢ paralela a KB, portanto, também a SO ¢
paralela a KB. E as BO, KS ligam—nas. Portanto, o quadrilétero KBOS esta
em um plano, visto que, caso duas retas sejam paralelas, e sobre cada uma
delas sejam tomados pontos, encontrados ao acaso, a reta sendo ligada nos
pontos estd no mesmo plano com as paralelas. Pelas mesmas coisas, entio,
também cada um dos quadriléteros SOPT, TPRY estd em um plano. E,
também o triﬁngulo YRQestd em um plano‘ Caso, entio, concebamos retas
sendo ligadas dos pontos O, S, B T, R, Y até o A, serd construida alguma
ﬁgura sélida poliédrica entre as circunferéncias BQ, KQ, composta de pi-
ramides, das quais, por um lado, os quadriléteros KBOS, SOPT, TPRY e o
triﬁngulo YRQ sio bases, e, por outro lado, o ponto A é vértice. Mas, caso
também construamos, sobre cada um dos lados KL, LM, ME do mesmo
modo que sobre a BK, as mesmas coisas, e ainda sobre as trés restantes
quartas partes, serd construida alguma ﬁgura poliédrica inscrita na esfera,
contida por pirimides, das quais, [por um lado], os ditos quadriléteros e
o triﬁngulo YRQ e as coisas coordenadas com eles sio bases, e, por outro
lado, o ponto A ¢ vértice.

Digo que o dito poliedro nio tocari a esfera menor na superffcie, sobre
a qual estd o circulo FGH.

Fique tragada, a partir do ponto A, a perpendicular AV ao plano do
quadrilétero KBOS e encontre com o plano no ponto V, e ﬁquem ligadas
as VB, VK. E, como a AV estd em Angulos retos relativamente ao plano do
quadrilétero KBOS, portanto, também estd em ﬁngulos retos relativamente
a todas as retas que a tocam e que estdo no mesmo plano do quadrildtero.
Portanto, a AV estd em ﬁngulos retos relativamente a cada uma das BV,
VK. E, como a AB ¢ igual 3 AK, também o sobre a AB é igual ao sobre a
AK. E, por um lado, os sobre as AV, VB sio iguais ao sobre a AB; pois o
junto ao V ¢é reto; e, por outro lado, os sobre as AV, VK sio iguais ao sobre
a AK. Portanto, os sobre as AV, VB sio iguais aos sobre as AV, VK. Fique
subtraido o sobre a AV comum; portanto, o sobre a BV restante é igual ao
sobre a VK restante; portanto, a BV ¢ igual 31 VK. Do mesmo modo, entio,

provaremos que também as retas sendo ligadas do V até os O, S sdo iguais
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a cada uma das BV, VK. Portanto, o circulo descrito com o centro V e com
raio uma das VB, VK passard também pelos O, S, e o quadrilitero KBOS
estard no circulo.

E, como a KB é maior do que a XU, mas a XU ¢ igual a SO, portanto, a
KB ¢ maior do que a SO. Mas a KB ¢ igual a cada uma das KS, BO; portanto,
também cada uma das KS, BO é maior do que a SO. E, como o KBOS ¢
um quadrilétero no circulo, e as KB, BO, KS sio iguais, e a OS é menor, e
a BV é o raio do circulo, portanto, o sobre a KB é maior do que o dobro do
sobre a BV. Fique tragada, a partir do K a perpendicular KZ a BU. E, como
a BD é menor do que o dobro da DZ, e como a BD estd para a DZ, assim
o pelas DB, BZ para o pelas DZ, ZB, sendo tragado o quadrado sobre a
BZ e sendo completado o paralelogramo sobre a ZD, portanto, também o
pelas DB, BZ é menor do que o dobro do pelas DZ,7ZB. E, sendo Iigada a
KD, por um lado, o pelas DB, BZ ¢ igual ao sobre a BK, e, por outro lado,
o pelas DZ, ZB ¢ igual a0 sobre a KZ; portanto, o sobre a KB é menor
do que o dobro do sobre a KZ. Mas o sobre a KB ¢ maior do que o dobro do
sobre a BV; portanto, o sobre a KZ ¢é maior do que o sobre a BV. E, como
a BA ¢ igual 3 KA, o sobre a BA é igual ao sobre a AK. E, por um lado, os
sobre as BV, VA sio iguais ao sobre a BA, e, por outro lado, os sobre as
KZ, ZA sdo iguais ao sobre a KA; portanto, os sobre as BV, VA sio iguais
aos sobre as KZ, ZA, dos quais o sobre a KZ ¢ maior do que o sobre a BV;
portanto, o sobre a ZA restante ¢ menor do que o sobre a VA. Portanto, a
AV é maior do que a AZ; portanto, por muito, a AV é maior do que a AG.
E, por um lado, a AV estd sobre uma base do poliedro, e, por outro lado, a
AG, sobre a superffcie da esfera menor; desse modo, o poliedro nio tocara
a esfera menor na superficie.

Portanto, estando duas esferas i volta do mesmo centro, foi inscrito na
esfera maior um sélido poliedro, nio tocando a esfera menor na superficie;

o que era preciso fazer.

COROLARIO

E, caso também seja inscrito em outra esfera um sélido poliedro se-
melhante ao sélido poliedro na esfera BCDE, o sélido poliedro na esfera

BCDE tem para o sélido poliedro na outra esfera uma razio tripla da que
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o didmetro da esfera BCDE, para o didmetro da outra esfera. Pois, tendo
sido divididas as esferas nas pirimides em semelhantes quantidades e
semelhantes arranjos, as pirﬁmides serio semelhantes. Mas as pirﬁmides
semelhantes estdo entre si em uma razio tripla da dos lados homélogos;
portanto, a pirdmide, da qual, por um lado, o quadrilitero KBOS ¢ base,
e, por outro lado, o ponto A é vértice, tem paraa Pirﬁmide, semelhantemente
arranjada na outra esfera, uma razio tripla da que o lado homdlogo, para o
lado homélogo, isto é, da que o raio AB da esfera A volta do centro A para
o raio da outra esfera. Do mesmo modo, também cada pirdmide das na es-
feraa volta do centro A terd para cada pirAmide semelhantemente arranjada
das na outra esfera uma razio tripla da que a AB para o raio da outra esfera.
E, como um dos antecedentes para um dos consequentes, assim todos os
antecedentes para todos os consequentes; desse modo, o sélido poliedro
todo na esfera a volta do centro A terd para o sélido poliedro todo na outra
[esfera} uma razao tripla da que a AB para o raio da outra esfera, isto é, da

que o didmetro BD parao didmetro da outra esfera; o que era preciso provar.

18.

As esferas estao entre si em uma razdo tripla da dos préprios didmetros.

Fiquem concebidos as esferas

ABC, DEF, ¢ os diAmetros BC,

ﬂ EF delas; digo que a esfera ABC
C tem para a esfera DEF uma ra-
' zio triplada que a BC, paraa EE
Pois, se a esfera ABC nio tem

D

para a esfera DEF uma tripla

razio da que a BC, para a EL,

portanto, a esfera ABC teri para
K

m
E U F alguma menor do que a esfera

DEF ou para uma maior uma
razdo tripla da que a BC para a

EE Tenha, primeiramente, para
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a menor GHK, e ﬁque concebida a DEF a volta do mesmo centro que a
GHK, e fique inscrito na esfera maior DEF um sélido poliedro nio tocando
a esfera menor GHK na Superffcie, e ﬁque inscrito também na esfera ABC
um sélido poliedro semelhante ao sélido poliedro na esfera DEF; portanto,
o sélido poliedro na esfera ABC tem para o sélido poliedro na DEF uma
razio tripla da que a BC para a EE Mas também a esfera ABC tem para
a esfera GHK uma razio tripla da que a BC, para a EF; portanto, como a
esfera ABC estd paraa esfera GHK, assim o sélido poliedro na esfera ABC
para o s6lido poliedro na estera DEF; [portanto], alternadamente, como a
esfera ABC para o poliedro nela, assim a esfera GHK para o sélido poliedro
na esfera DEE Mas a esfera ABC é maior do que o poliedro nela; portanto,
também a esfera GHK é maior do que o poliedro na esfera DEE Mas ¢é
também menor; pois, ¢é contida por ele. Portanto, a esfera ABC nio tem
para uma menor do que a esfera DEF uma razio tripla da que o didmetro
BC, para o EE. Do mesmo modo, entio, provaremos que nem a esfera DEF
tem para uma menor do que a esfera ABC uma razio tripla da que a EE
paraa BC.

Digo, entdo, que nem a esfera ABC tem para alguma maior do que a
esfera DEF uma razdo tripla da que a BC, para a EE

Potis, se possfvel, tenha para a maior LMN; portanto, inversamente, a
esfera LMN tem para a esfera ABC uma razio tripla da que o didmetro EF,
para o didmetro BC. Mas, como a esfera LMN para a esfera ABC, assim a
esfera DEF para alguma menor do que a esfera ABC, visto que a LMN ¢
maior do que a DEF, como foi provado antes. Portanto, também a esfera
DEF tem para alguma menor do que a esfera ABC uma razio tripla da que
a EF, para a BC; o que foi provado impossivel. Portanto, a esfera ABC nio
tem para alguma maior do que a esfera DEF uma razio tripla da que a BC,
para a EE. Mas foi provado que nem para uma menor. Portanto, a esfera
ABC tem paraa esfera DEF uma razio tripla da que a BC, paraa EF; o que

era preciso provar.
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Caso uma linba reta seja cortada em extrema e média razdo, o segmento
maior, tendo recebido antes a metade da toda, serve para produq’r 0
quintuplo do quadrado sobre a metade.

L F Fique, pois, dividida a linha reta AB em extrema e

média razio no ponto C, e seja o segmento maior AC e

0 AN fique prolongada a reta AD sobre uma reta com a CA,

i ,H - e ﬁque posta a AD metade da AB: digo que o sobre a
A CD ¢ o quintuplo do sobre a DA.

Fiquem, pois, descritos os quadrados AE, DF sobre

as AB, DC, e ﬁque descrita completamente a ﬁgura no

K ¢ E DEe ﬁque tracada através a FC até o G. E, como a AB

foi dividida em extrema e média razio no C, portanto,

o pelas ABC ¢ igual ao sobre a AC. E, por um lado, o pelas ABC ¢ o CE,
e, por outro lado, o sobre a AC é o FH; portanto, o CE ¢ igual ao FH. E,
como a BA é o dobro da AD, e, por um lado, a BA ¢ igual a KA, e, por outro
lado, a AD, 3 AH, portanto, também a KA é o dobro da AH. Mas, como
a KA para a AH, asstm o CK para o CH; portanto, o CK ¢ o dobro do
CH. Mas os LH, HC sio o dobro do CH. Portanto, o KC ¢ igual aos LH,
HC. Mas foi provado também o CE igual ao HF; portanto, o quadrado
todo AE é igual a0 gnémon MNQ. E, como a BA é o dobro da AD, o sobre
aBAéo quédruplo do sobre a AD, isto é, 0 AE, do DH. Mas o AE é igual
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ao gndmon MNQ); portanto, também o gnomon MNQ ¢ o quédruplo do
AO. Portanto, o DF todo é o quintuplo do AO. E, por um lado, 0 DF ¢ o
sobre a DC, e, por outro lado, 0 AO ¢ o sobre a DA; portanto, o sobre a
CD¢éo qufntuplo do sobre a DA.

Portanto, caso uma reta seja cortada em extrema e média razio, o seg-
mento maior, tendo recebido antes a metade da toda, serve para produzir o

quintuplo do quadrado sobre a metade; o que era preciso provar.

2.

Caso uma linba reta seja em poténcia o quintuplo de um segmento dela
mesma, sendo cortado o dobro do dito segmento em extrema e média razao,
o segmento maior ¢ a parte restante da reta do comego.

Seja, pois, em poténcia a linha reta AB o quin- L

tuplo do segmento AC dela mesma, e sejaa CD o

dobro da AC; digo que, sendo cortada a CD em 4

extrema e média razdo, o segmento maior é a CB. ' H

Fiquem, pots, descritos sobre cada uma das AB, Qr’ BD

CD os quadrados AE CGQG, e ﬁque descrita completa— A C
mente a figura no AF, e fique tragada através a BE. E,
como o sobrea BAéo qufntuplo do sobre a AC, 0 AF

éo quf11tup10 do AH. Portanto, o gnémon MNQ ¢ o G
quédruplo do AH. E, como a DC é o dobro da CA,

portanto, o sobrea DCéo quédruplo do sobre a CA, isto é, 0 CG, do AH.
Mas foi provado também o gnémon MNQ o quédruplo do AH; portanto,
o gndmon MNQ é igual 20 CG. E, como a DC é o dobro da CA, e, por um
lado, a DC ¢ igual a CK, e, por outro lado, a AC, 3 CH [portanto, também
a KC ¢ o dobro da CH], portanto, também o KB é o dobro do BH. Mas
também os LH, HB sio o dobro do HB; portanto, o KB ¢ igual aos LH,
HB. Mas também foi provado o gnémon MNQ todo igual a0 CG todo;
portanto, também o HF restante é igual ao BG. E, por um lado, 0o BG é 0
pelas CDB; pois, a CD ¢é igual 2 DG; e, por outro lado, o HF é o sobre a
CB; portanto, o pelas CDB¢ igual a0 sobre a CB. Portanto, como a DC est3
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para a CB, assim a CB para a DB. E a DC é maior do que a CB; portanto,
também a CB é maior do que a BD. Portanto, sendo cortada a reta CD em
extrema e média razio, o segmento maior é a CB.

Portanto, caso uma linha reta seja em poténcia o qufntuplo de um seg-
mento dela mesma, sendo cortado o dobro do dito segmento em extrema
e média razdo, o segmento maior ¢ a parte restante da reta do comego; o

que era preciso provar.
LEMA

E que o dobro da AC ¢ maior do que a BC, assim deve ser provado.

Pois, se ndo, seja, se possivel, a BC o dobro da CA. Portanto, o sobre
aBCéo quédruplo do sobre a CA; portanto, os sobre as BC, CA sio o
quintuplo do sobre a CA. Mas também foi suposto o sobre a BA o quintu-
plo do sobre a CA; portanto, o sobre a BA ¢ igual aos sobre as BC, CA; o
que é impossfvel. Portanto, a CB nio é o dobro da AC. Do mesmo modo,
entdo, provaremos que nem a menor do que a CB é o dobro da CA; pois,
por muito [maior| o absurdo.

Portanto, o dobro da AC é maior do que a CB; o que era preciso provar.

3.

Caso uma reta seja cortada em extrema e média razdo, o segmento menor,
tendo recebido antes a metade do segmento maior, serve para produzir o
quintuplo do quadrado sobre a metade do segmento maior.

Fique, pois, cortada alguma reta, a AB, em

extrema e média razio no ponto C, e seja o seg-

G 420 mento maior AC, e fique cortada a AC em duas

no D; digo que o sobre a BD ¢ o quintuplo do
P sobre a DC.
K F Fique, pois, descrito o quadrado AE sobre

a AB, e ﬁque descrita completamente dupla a
figura. Como a AC ¢ o dobro da DC, portanto,
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o sobre a AC é o quédruplo do sobre a DC, isto é, o RS, do FG. E, como o
pelas ABC ¢ igual ao sobre a AC, e o pelas ABC ¢ o CE, portanto, o CE ¢
igual ao RS. Mas o RS é o quédruplo do FG; portanto, também o CE
éo quédruplo do FG. De novo, como a AD ¢ igual 3 DC, também a HK ¢
igual 3 KE Desse modo, também o quadrado GF ¢é igual ao quadrado HL.
Portanto, a GK ¢ igual A KL, isto é, a MN, A NE; desse modo, também, o
MEF ¢ igual a0 FE. Mas o MF ¢ igual ao CG; portanto, também o CG ¢ igual
ao FE. Fique adicionado o CN comum; portanto, o gndmon QOP ¢é igual a0
CE. Mas o CE foi provado o quidruplo do GF; portanto, também o gn6-
mon QOP ¢ o quidruplo do quadrado FG. Portanto, o gnémon QOP ¢ o
quadrado FG siao o quintuplo do FG. Mas o gnémon QOP e o quadrado
FG sio o DN. E, por um lado, 0 DN ¢ o sobre a DB, ¢, por outro lado, o
GF é o sobre a DC. Portanto, o sobre a DB é o qufntuplo do sobre a DC;

o que era preciso provar.

4.

Caso uma linha reta seja cortada em extrema e média razao, os quadmdos
ambos juntos, o sobre a toda e o sobre o segmento menor, sio o triplo do
quadrado sobre o segmento maior.

Seja aretaAB, e ﬁque cortada em extrema e mé-

dia raziono C, e seja o segmento maior AC; digo

que os sobre as AB, BC sio o triplo do sobre a CA. g {

Fique, pois, descrito o quadrado ADEDB sobre a ]_ F
AB e fique descrita completamente a figura. Como, N

de fato, a AB foi cortada em extrema e média ra-

zdo no C, e a AC ¢ o segmento maior, portanto, o D G E
pelas ABC ¢ igual ao sobre a AC. E, por um lado,

o pelas ABC é o AK, e, por outro lado, o sobre a AC ¢ o HG; portanto, o
AK ¢ igual a0 HG. E, como o AF ¢ igual ao FE, fique adicionado o CK
comum; portanto, o AK todo é igual ao CE todo; portanto, os AK, CE sao
o dobro do AK. Mas os AK, CE sio o gnémon LMN ¢ o quadrado CK;
portanto, o gndmon LMN e o quadrado CK sio o dobro do AK. Mas, por
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certo, também o AK foi provado igual ao HG; portanto, o gnémon LMN
¢ [0 quadrado CK sio o dobro do HG; desse modo, o gnémon LMN ¢]
os quadrados CK, HG sio o triplo do quadrado HG. E, [por um lado], o
gnéomon LMN e os quadrados CK, HG sio 0 AE todo e 0 CK, os quais sdo
os quadrados sobre as AB, BC, ¢, por outro lado, 0o GH ¢ o quadrado sobre
a AC. Portanto, os quadrados sobre as AB, BC sio o triplo do quadrado

sobre a AC: o que era preciso provar.

Caso uma linba reta seja cortada em extrema ¢ média razdo, e seja
adicionada a ela wma igual ao segmento maior, a reta toda foi cortada em
extrema e média razao, e o segmento maior ¢ a reta do comego.

D A C B Fique, pors, cortada a linha reta AB em

extrema e média razio no ponto C,esejao

maior segmento AC, e [ﬁque posta] a AD

K igual a AC. Digo que a reta DB foi cortada

z . ~
em extrema e medla razao no A, €0 segmento

E maior éareta AB do comeco.

Fique, pois, descrito o quadrado AE sobre a AB, e fique descrita comple-
tamente a ﬁgura. Como a AB foi cortada em extrema e média razio no C,
portanto, o pelas ABC ¢ igual ao sobre a AC. E, por um lado, o pelas ABC
é o CE, e, por outro lado, o sobre a AC é o CH; portanto, o CE ¢ igual
ao HC. Mas, por um lado, o HE ¢ igual ao CE, e, por outro lado, o DH
¢ igual a0 HC; portanto, também o DH ¢é igual ao HE [fique adicionado
o HB comum]. Portanto, o DK todo é igual ao AE todo. E, por um lado, o
DK ¢ o pelas BD, DA; pois, a AD ¢é igual 2 DL; e, por outro lado, o AE ¢
o sobre a AB: portanto, o pelas BDA ¢ igual ao sobre a AB. Portanto, como
a DB est3 paraa BA, assim a BA paraa AD. Mas a DB é maior do que a BA;
portanto, também a BA ¢ maior do que a AD.

Portanto, a DB foi cortada em extrema e média razio no A, e a AB é o

segmento maior; (¢] que era preciso provar.
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6.

Caso uma reta racional seja cortada em extrema ¢ média razdo, cada um

dos segmentos é wma irracional, o chamado apdtromo.

Seja a reta racional AB, e fique cortada

em extrema e média razio no C, e seja o D A C B

segmento maior AC; digo que cada uma
das AC, CB ¢ uma irracional, o chamado apétomo.

Fique, pois, prolongada a BA, e fique posta a AD igual & metade da BA.
Como, de fato, a reta AB foi cortada em extrema e média razio no C, e a
AD, que ¢ metade da AB, foi adicionada ao segmento maior AC, portanto,
o sobre CD é o quintuplo do sobre DA. Portanto, o sobre CD tem para o
sobre DA uma razio que um ndmero, para um néimero; portanto, o sobre
CD ¢ comensurivel com o sobre DA. Mas o sobre DA ¢ racional; pois, a
DA, sendo metade da AB, que é racional, [é] racional; portanto, também o
sobre a CD é racional; portanto, também a CD é racional. E, como o sobre
CD nio tem para o sobre DA uma razio que um niéimero quadrado, para
um ndmero quadrado, portanto, a CD é incomensuravel em comprimento
com a DA; portanto, as CD, DA sio ractonais comensuriveis somente em
poténcia; portanto, a AC é um apétomo. De novo, como a AB foi cortada
em extrema e média razio, e a AC é o segmento maior, portanto, o pelas
AB, BC éigual ao sobre a AC. Portanto, o sobre o apétomo AC, tendo sido
aplicado A racional AB, faz a BC como Iargura. Mas o sobre um apétomo
sendo aplicado a uma racional faz como largura um primeiro apétomo;
portanto, a CB é um primeiro apétomo. Mas a CA foi também provado
um apdtomo.

Portanto, caso uma reta racional seja cortada em extrema e média razio,
cada um dos segmentos é uma irracional, o chamado aptomo; o que era

preciso provar.
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7.

Caso os trés dngulos de um pentdgono equildtero, ou os consecutivos ou os
ndo consecutivos, sejam iguais, o pentdgono serd equidngulo.

A Sejam, pois, primeiramente, os trés An-
ulos consecutivos, os junto aos A, B, C, do
g

pentdgono equilétero ABCDE iguais entre si;

B E digo que o pentdgono ABCDE ¢ equiﬁngulo.

Fiquem, pois, ligadas as AC, BE, FD. E,

como as duas CB, BA sio iguais as duas BA,

AE, cada uma a cada uma, e o fmgulo sob

C D CBA ¢ igual a0 Angulo sob BAE, portanto, a

base AC ¢é igual i base BE, e o triﬁngulo ABC

¢ igual ao tridngulo ABE, e os Angulos restantes serdo iguais aos dngulos

restantes, sob os quais se estendem os lados iguais, o sob BCA, ao sob

BEA, ao passo que o sob ABE, ao sob CAB; desse modo, também o lado

AF ¢ igual ao lado BE Mas também a AC toda foi provada igual 2 BE toda;

portanto, também a FC restante é igual A FE restante. Mas também a CD

¢ igual 3 DE. Entdo, as duas FC, CD sio iguais as duas FE, ED; e a FD ¢

uma base comum deles: portanto, o ﬁngulo sob FCD ¢ igual ao ﬁngulo sob

FED. Mas também foi provado o sob BCA igual ao sob AEB; portanto,

o sob BCD todo ¢ igual ao sob AED todo. Mas o sob BCD foi suposto

igual a0s ﬁngulos junto aos A, B; portanto, também o sob AED ¢ igual a0s

ﬁngulos junto aos A, B. Do mesmo modo, entio, provaremos que também

o ﬁngulo sob CDE ¢ igual a0s ﬁngulos junto aos A, B, C; portanto, o pen-
tigono ABCDE ¢ equiingulo.

Mas, entdo, ndo sejam consecutivos os ﬁngulos iguais, mas sejam iguais
0s Junto aos pontos A, C,D; digo que também assim o pentagono ABCDE
¢ equifingulo.

Fique, pois, ligada aBD. E, como as duas BA, AE sio iguais as duas BC,
CD, e contém ﬁngulos iguais, portanto, a base BE ¢ igual A base BD, e o
triﬁngulo ABE ¢ igual ao triﬁngulo BCD, e os ﬁngulos restantes serdo iguais

a0s ﬁngulos restantes, sob os quais se estendem os lados iguais; portanto,
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o Angulo sob AEB ¢ igual ao sob CDB. Mas também o Angulo sob BED ¢
igual a0 sob BDE, visto que o lado BE ¢ igual ao lado BD. Portanto, tam-
bém o Angulo sob AED todo ¢ igual ao sob CDE todo. Mas o sob CDE
foi suposto igual a0s ﬁngulos junto aos A, C; portanto, também o ﬁngulo
sob AED ¢ igual a0s Junto aos A, C. Pelas mesmas coisas, entio, também
o sob ABC ¢ igual a0s ngulos junto aos A, C, D. Portanto, o pentagono

ABCDE ¢ equiﬁngulo; o0 que era preciso provar.

8.

Caso retas estendam-se sob dois dngulos consecutivos de wm pentdgono
equildtero ¢ equidngulo, cortam-se em extrema e média razdo, ¢ os
segmentos maiores delas sao iguais ao lado do pentdgono.

Fiquem, pots, as retas AC, BE estendidas sob A
os dois ﬁngulos consecutivos, os junto aos A, B m
do pentigono equilétero e equidngulo ABCDE, E H B

cortando—se no PODtO H; CllgO que cada uma delas

foi cortada em extrema e média razio no H, e os
segmentos maiores delas sdo iguais ao lado do D C
pentdgono.

Fique, pois, circunscrito ao pentigono ABCDE o circulo ABCDE. E,
como as duas retas EA, AB sio iguais as duas AB, BC e contém ﬁngulos
iguais, portanto, a base BE é igual a base AC, ¢ o trifingulo ABE ¢ igual ao
triﬁngulo ABC, e os ﬁngulos restantes serdo iguais aos ﬁngulos restantes,
cada um a cada um, sob os quais se estendem os lados iguais. Portanto,
o ﬁngulo sob BAC é igual ao sob ABE; portanto, o sob AHE ¢ o dobro
do sob BAH. Mas também o sob EAC ¢ o dobro do sob BAC, visto que
também a circunferéncia EDC é o dobro da circunferéncia CB; portanto,
o ﬁngulo sob HAE ¢ igual ao sob AHE; desse modo, também a reta HE, 3
EA, isto ¢, é igual 3 AB. E, como a reta BA ¢ igual 2 AE, também o Angulo
sob ABE ¢ igual a0 sob AEB. Mas o sob ABE foi provado igual ao sob BAH;
portanto, também o sob BEA ¢ igual a0 sob BAH. E o sob ABE é comum
dos dois triﬁngulos, tanto do ABE quanto do ABH: portanto, o ﬁngulo
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sob BAE restante é igual ao sob AHB restante; portanto, o triﬁngulo ABE
é equiﬁngulo com o triﬁngulo ABH; portanto, em proporgao, como a EB
estd para a BA, asstim a AB para a BH. Mas a BA ¢ igual a EH; portanto,
como a BE para a EH, assim a EH para a HB. Mas a BE ¢ maior do que a
EH; portanto, a EH é maior do que a HB. Portanto, a BE foi cortada em
extrema e média razio no H, e o segmento mator HE ¢ igual ao lado do
pentagono. Do mesmo modo, entio, provaremos que também a AC foi
cortada em extrema e média razio no H, e o segmento maior CH dela ¢

igual ao lado do pentdgono; o que era preciso provar.

9.

Caso o lado do hexdgono ¢ o do decdgono, dos inscritos no mesmo circulo,
sejam compostos, a reta toda foi cortada em extrema e média razao, e o
segmento maior dela ¢ o lado do hexdgono.

Seja o circulo ABC, e das figuras inscri-
tas no circulo ARC, sejam, por um lado, a
BC o lado do decdgono, e, por outro lado,

E aCD odo hexégono, e estejam sobre uma

reta; digo que a reta toda BD foi cortada

em extrema e média razio,ea CD éo seg-

(ep}

mento maior dela.

Fique, pois, tomado o ponto E, centro
do circulo, e ﬁquem ligadas as EB, EC,
b ED, e fique tragada através a BE até o A.
Como a BC ¢ lado de um decdgono equi-
litero, portanto, a circunferéncia ACB é o quintuplo da circunferéncia BC;
portanto, a circunferéncia AC ¢ o quddruplo da circunferéncia CB. Mas,
como a circunferéncia AC para a circunferéncia CB, assim o ﬁngulo sob
AEC para o sob CEB; portanto, o sob AEC ¢ o quidruplo do sob CEB. E,
como o ﬁngulo sob EBC ¢ igual ao sob ECB, portanto, o ﬁngulo sob AEC
¢ 0 dobro do sob ECB. E, como a reta EC ¢ igual a CD; pois, cada uma

delas é igual ao lado do hexégono [inscrito] no circulo ABC; também o
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ﬁngulo sob CED ¢ igual a0 ﬁngulo sob CDE; portanto, o ﬁngulo sob ECB
¢ 0 dobro do sob EDC. Mas o sob AEC foi provado o dobro do sob ECB;
portanto, o sobAEC é o quédruplo do sob EDC. Mas também o sob AEC
foi provado o quédruplo do sob BEC: portanto, o sob EDC ¢ igual a0 sob
BEC. Mas o 4ngulo sob EBD é comum dos dois tridngulos, tanto do BEC
quanto do BED; portanto, também o sob BED restante é igual a0 sob ECB;
portanto, o triingulo EBD ¢ equingulo com o tridingulo EBC. Portanto,
em proporgao, como a DB esti paraa BE, asstm a EB paraa BC. Mas a EB
é igual a CD. Portanto, como a BD est3 para a DC, asstm a DC paraa CB.
Mas a BD ¢ maior do que a DC; portanto, também a DC é maior do que
a CB. Portanto, a reta BD foi cortada em extrema e média razio [no C}, ea

DC € o segmento maior dela; o que era preciso provar.
10.

Caso um pentdgono equilétero sefa inscrito em um circulo, o lado do
pentdgono serve para produzir tanto o do hexdgono quanto o do decdgono,
dos inscritos no mesmo circulo.

Seja o circulo ABCDE, e ﬁque ns-
crito no circulo ABCDE o pentigono
equilitero ABCDE. Digo que o lado
do pentigono ABCDE serve para
produzir tanto o lado do hexdgono
quanto o do decégono, dos inscritos
no circulo ABCDE.

Fique, pots, tomado o ponto FE,

centro do circulo, e, tendo sido ligada

a AE ﬁque tracada através até o ponto
G, e ﬁque ligada a FB, e, a partir do
E fique tragada a perpendicular FH & AB, e fique tragada através até o K,
e ﬁquem ligadas as AK, KB, e, de novo, a partir do F, ﬁque tragada a per-
pendicular FL & AK, e fique tragada através até o M, e fique ligada a KN.

Como a circunferéncia ABCG é igual A circunferéncia AEDG, das quais
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a ABC ¢ igual a AED, portanto, a circunferéncia restante CG ¢é igual a
circunferéncia restante GD. Mas a CD é de um pentdgono; portanto, a
CG é de um decégono. E, como a FA ¢ igual aFB,eaFH ¢ perpendicular,
portanto, também o ﬁngulo sob AFK ¢ igual ao sob KFB. Desse modo,
também a circunferéncia AK é igual a KB; portanto, a circunferéncia AB é
o dobro da circunferéncia BK; portanto, a reta AK élado de um decégono.
Pelas mesmas coisas, entio, também a AK é o dobro da KM. E, como a
circunferéncia AB é o dobro da circunferéncia BK, mas a circunferéncia
CD ¢ igual a circunferéncia AB, portanto, também a circunferéncia CD é
o dobro da circunferéncia BK. Mas a circunferéncia CD também é o dobro
da CG; portanto, a circunferéncia CG ¢ igual A circunferéncia BK. Mas, a
BK é o dobro da KM, porque também a KA; portanto, também a CG ¢ o
dobro da KM. Mas, por certo, também a circunferéncia CB é o dobro da
circunferéncia BK; pois, a circunferéncia CB é igual 2 BA. Portanto, também
a circunferéncia toda GB é o dobro da BM; desse modo, também o ﬁngulo
sob GFB [¢] o dobro do Angulo sob BEM. Mas o sob GFB também ¢ o do-
bro do sob FAB; portanto, o sob FAB ¢ igual a0 sob ABE Portanto, também
o sob BFN ¢ igual ao sob FAB. Mas o ﬁngulo sob ABF ¢ comum dos dois
tridngulos, tanto do ABF quanto do BFN; portanto, o sob AFB restante é
igual a0 sob BNF restante; portanto, o triﬁngulo ABF ¢ equiﬁngulo com
o triﬁngulo BEN. Portanto, em proporgao, como a reta AB estd para a BE,
asstm a BF paraa BN; portanto, o pelas ABN ¢ igual ao sobre BE De novo,
como a AL é igual a LK, mas a LN é comum e em ﬁngulos retos, portanto,
a base KN ¢ igual a base AN; portanto, também o Angulo sob LKN ¢é igual
ao ﬁngulo LAN. Mas o sob LAN ¢ igual a0 sob KBN: portanto, também o
sob LKN é igual ao sob KBN. E o0 junto ao A ¢ comum dos dois tridngulos,
tanto do AKB quanto do AKN. Portanto, o sob AKB restante é igual a0 sob
KNA restante; portanto, o triﬁngulo KBA ¢ equiﬁngulo com 0O triﬁmgulo
KNA. Portanto, em propor¢do, como a reta BA esti para a AK, asstm a KA
para a AN; portanto, o pelas BAN ¢ igual ao sobre a AK. Mas foi provado
também o pelas ABN igual ao sobre a BF; portanto, o pelas ABN junto
com o pelas BAN, o que ¢ o sobre a BA, é igual ao sobre a BF junto com
o sobre a AK. E, por um lado, a BA ¢ lado de um pentdgono, e, por outro

lado, a BE, de um hexdgono, e a AK, de um decdgono.
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Portanto, o lado do pentigono serve para produzir tanto o do hexdgono
quanto o do decdgono, dos inscritos no mesmo circulo; o que era preciso

provar.

I1.

Caso seja inscrito, em um circulo que tem o diametro racional, um
pentdgono equildtero, o lado do pentdgono ¢ uma irracional, a chamada
menot.

Fique, pois, Inscrito, no A
circulo ABCDE que tem o dia-
metro racional, o pentdgono
equilitero ABCDE; digo que o
lado do pentdgono [ABCDE] B M -
¢ uma irracional, a chamada K
menor.

Fique, pois, tomado o pon-
to F, o centro do circulo, e L

fiquem ligadas as AF, FB, e C\VD

fiquem tracadas através até os

pontos G, H, e ﬁque ligadaa AC, e ﬁque postaa FK como a quarta parte da
AE Mas a AF é racional; portanto, também a FK é racional. Mas também a
BE ¢ racional; portanto, a BK toda é racional. E, como a circunferéncia ACG
é igual 3 circunferéncia ADG, das quats a ABC ¢ igual a AED, portanto, a
restante CG ¢ igual A restante GD. E caso liguemos a AD, os Angulos junto
a0 L sio concluidos retos, e a CD, o dobro da CL. Pelas mesmas coisas,
entio, também os junto ao M sdo retos, e a AC, o dobro da CM. Como, de
fato, o Angulo sob ALC é igual ao sob AME, e 0 sob LAC é comum dos dois
triﬁngulos, tanto do ACL quanto do AME portanto, o sob ACL restante é
igual a0 sob MFA restante; portanto, o tridngulo ACL é equingulo como
o triﬁngulo AMF; em proporgao, como a LC estd para a CA, assim a MF
paraa FA; e o dobro dos antecedentes; portanto, como o dobro da LC para

a CA, assim o dobro da MF para a FA. Mas, como o dobro da MF para a
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FA, asstm a MF para a metade da FA; portanto, também como o dobro da
LC para a CA, assim a MF para a metade da FA. E as metades dos conse-
quentes; portanto, como o dobro da LC para a metade da CA, assim a MF
para o quarto da FA. E, por um lado, a DC é o dobro da LC, e, por outro
lado, a CM é a metade da CA, e a FK é a quarta parte da FA; portanto,
como a DC estd paraa CM, asstm a MF paraa FK. Por composigio, como
ambas juntas,a DCM, paraa CM, asstm a MK paraa KF; portanto, também
como o sobre ambas juntas a DCM para o sobre a CM, assim o sobre a MK
para o sobre a KE E, como a que se estende sob dois lados do pentdgono,
por exemplo, a AC, sendo dividida em extrema e média razio, o segmento
maior é igual ao lado do pentdgono, isto ¢, a DC, e o segmento menor,
tendo recebido antes a metade da toda, serve para produzir o quintuplo do
sobre a metade da toda, e a CM é a metade da toda AC, portanto, o sobre
a DCM, como uma, é o quintuplo do sobre a CM. Mas, como o sobre a
DCM, como uma, para o sobre a CM, assim, foi provado, o sobre a MK
para o sobre a KF; portanto, o sobre a MK é o quintuplo do sobre a KE
Mas o sobre a KF é racional; pois o didmetro ¢ racional; portanto, também
o sobre a MK é racional; portanto, a MK é racional [somente em poténcia]
E, como a BF é o quddruplo da FK, portanto, a BK ¢ o quintuplo da KF;
portanto, o sobre a BK é vinte e cinco vezes o sobre a KE Mas o sobre a
MK é o qufntuplo do sobre a KF; portanto, o sobre a BK é o qufntuplo do
sobre a KM; portanto, o sobre a BK nio tem para o sobre KM uma razio
que um ndmero quadrado, para um nimero quadrado; portanto, a BK ¢
incomensurdvel com a KM em comprimento. E cada uma delas é racional.
Portanto, as BK, KM sido racionais comensuraveis somente em poténcia.
Mas, caso seja subtraida de uma racional uma racional, que é comensurivel
com a toda somente em poténcia, airracional restante é um apétomo; por-
tanto, a MB é um apdtomo, e a que se ajusta a ela é a MK. Digo, entdo, que
também é um quarto. Entio, pelo que o sobre a BK é maior do que o sobre
a KM, équilo seja igual o sobre a N; portanto, a BK ¢ maior em poténcia
do que a N. E, como a KF é comensuravel com a FB, também, por compo-
sicdo, a KB é comensurivel com a FB. Mas a BF é comensurdvel com a BH;
portanto, também a BK é comensurivel com a BH. E, como o sobre a BK ¢

o quintuplo do sobre a KM, portanto, o sobre a BK tem para o sobre a KM
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uma razao que cinco, para um. Portanto, por conversio, o sobre a BK tem
para o sobre a N uma razio que cinco, para quatro, nio a que um quadrado,
para um quadrado; portanto, a BK ¢ incomensurivel com a N portanto,
a BK é maior em poténcia do que a KM pelo sobre uma incomensurivel
com aquela mesma. Como, de fato, a BK toda é maior em poténcia do que
a que se ajusta KM pelo sobre uma incomensurivel com aquela mesma, € a
BK toda é comensurivel com a exposta racional BH, portanto, a MB é um
quarto apétomo. Mas o retAngulo contido por uma racional e um quarto
apétomo ¢ irracional, e a que serve para produzi—lo ¢ irracional, a chamada
menor. Mas a AB serve para produzir o pelas HBM, pelo produzir, sendo
ligada a AH, o triﬁngulo ABH equiﬁngulo com o triﬁngulo ABM e pelo
estar como a HB para a BA, assim a AB para a BM.

Portanto, o lado AB do pentdgono ¢ uma irracional, a chamada menor;

O que era preciso provar.
12.

Caso um tridngulo equildtero seja inscrito em um circulo, o lado do
tridngulo ¢, em poténcia, o triplo do raio do circulo.

Seja o circulo ABC, e fique inscrito nele o A
tridngulo equildtero ABC; digo que um lado do
triﬁngulo ABC ¢, em poténcia, o triplo do raio do
circulo ABC.

Fique, pois, tomado o centro D do circulo ABC, D
e, tendo sido ligada a AD, fique tragada através
até o E, e ﬁque ligada a BE. E, como o triﬁngulo B \/C
ABC ¢ equilétero, portanto, a circunferéncia BEC -

¢ a terga parte da circunferéncia do circulo ABC.

Portanto, a circunferéncia BE é a sexta parte da circunferéncia do circulo;
portanto, a reta BE é de um hexégono; portanto, é igual aorato DE. E, como
a AE é o dobro da DE, o sobre a AE é o quédruplo do sobre a ED, isto é,
do sobre a BE. Mas o sobre a AE ¢ igual aos sobre as AB, BE; portanto, os
sobre as AB, BE sio o quddruplo do sobre a BE. Portanto, por separagio,
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o sobrea AB é o triplo do sobre a BE. Mas a BE ¢ igual a DE; portanto, o
sobre a AB ¢ o triplo do sobre a DE.
Portanto, o lado do trifingulo equildtero ¢, em poténcia, o triplo do raio

[do circulo]; o que era preciso provar.

I3.

Construir uma pirdmide e conté-la pela esfera dada e provar que o
didmetro da esfera ¢, em poténcia, wma vez e meia o lado da pirdmide.

D Fique exposto o didmetro AB da esfera dada,
e fique cortado no ponto C, de modo a ser
a AC o dobro da CB; e ﬁque descrito, sobre a
|C AB, o semicirculo ADB, e fique tragada, a partir

A B do ponto C,aCDem ﬁngulos retos com a AB,
E e ﬁque ligada a DA; e ﬁque exposto o circulo

EFG, tendo o raio igual 3 CD, e ﬁque inscrito
no circulo EFG o triﬁngulo equilétero EFG;
e fique tomado o ponto H, o centro do circulo, e
ﬁquem 1igadas as EH, HE HG. E ﬁque alteada,
F G a partir do ponto H, a HK em 4ngulos retos
v com o plano do circulo EFG, e fique cortada da
HK a HK igual areta AC, e ﬁquem ligadas as

KE, KE, KG. E, como a KH ¢ em 4ngulos retos relativamente ao plano do

circulo EFG, portanto, também fard ﬁngulos retos relativamente a todas
as retas que a tocam e que estdo no plano do circulo EFG. Mas cada uma
das HE, HE, HG toca-a; portanto, a HK é em ﬁngulos retos relativamente
a cada uma das HE, HE HG. E como, por um lado, a AC ¢ igual a HK, e,
por outro lado, a CD, 3 HE, e contém ﬁngulos retos, portanto, a base DA
é igual A base KE. Pelas mesmas coisas, entio, também cada uma das KE
KG, ¢ igual A DA; portanto, as trés KE, KE, KG sio 1guais entre si. E, como
a AC é o dobro da CB, portanto, a AB é o triplo da BC. Mas, como a AB
para a BC, assim o sobre a AD para o sobre a DC, como sera provado na

sequéncia. Portanto, o sobre a AD ¢ o triplo do sobre a DC. Mas também
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o sobre a FE é o triplo do sobre a EH, e a DC ¢ igual a EH; portanto,
também a DA ¢ igual 3 EE Mas a DA foi provada igual a cada uma das KE,
KE KG; portanto, também cada uma das EE, FG, GE ¢ igual a cada uma
das KE, KE KG; portanto, os quatro triﬁngulos EFG, KEE KFG, KEG sao
equildteros. Portanto, uma pirAmide foi construida de quatro tridngulos
equiléteros, da qual, por um lado, o triﬁngulo EFG ¢ base, ¢, por outro
lado, o ponto K é vértice.

E preciso, entdo, tanto conté-la pela esfera dada quanto provar que o
didmetro da esfera é, em poténcia, uma vez ¢ meia o lado da pirﬁmid&

Fique, pois, prolongada a reta HL sobre uma reta com a KH, e ﬁque
posta a HL igual a CB. E, como a AC estd para a CD, asstm a CD para a
CB, mas, por um lado, a AC é igual 2 KH, e, por outro lado, a CD, a HE, e
a CB, a HL, portanto, como a KH estd para a HE, assim a EH para a HL;
portanto, o pelas KH, HL ¢ igual ao sobre a EH. E cada um dos angulos
sob KHE, EHL & reto; portanto, o semicirculo descrito sobre a KL pas-
sard também pelo E [ViStO que, caso liguemos a EL, produz—se o ﬁngulo
sob LEK reto, pelo produzir-se o tridngulo ELK equidngulo com cada um
dos triﬁngulos ELH, EHK} . Entio, caso o semicirculo, tendo sido levado
a volta da KL, que permanece fixa, retorne, de novo, ao mesmo, de onde
comecou a ser levado, passard também pelos pontos |, G, as FL, LG sendo
Iigadas e produzindo, semelhantemente, os ﬁngulos retos junto aos F, G;
e a pirAmide serd contida pela esfera dada. Pois, o didmetro KL da esfera é
igual ao didmetro AB da esfera dada, visto que, por um lado, a KH fot1 posta
igual 3 AC, e, por outro lado, a HL, a CB.

Digo, entdo, que o didmetro da esfera é, em poténcia, uma vez e meia o
lado da pirdmide.

Pois, como a AC é o dobro da CB, portanto, a AB ¢ o triplo da BC; por-
tanto, por conversao, a BA é uma vez e meta a AC. Mas, como a BA para a
AC, assim o sobre a BA para o sobre a AD [visto que, sendo ligada a DB,
como a BA estd para a AD, assim a DA para a AC, pela semelhanca dos
triﬁngulos DAB, DAC, e pelo estar COmo a primeira para a terceira, assim o
sobre a primeira para o sobre a segunda} . Portanto, também o sobre a BA ¢
uma vez e meia o sobre a AD. E, por um lado, a BA é o diAmetro da esfera

dada, e, por outro lado, a AD ¢ igual ao lado da pirAmide.
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Portanto, o diAmetro da esfera é uma vez e meia o lado da pirﬁmide; o

que era preciso provar.
LEmMA

Deve-se provar que, como a AB estd para a BC, assim o sobre a AD para

o0 sobre a DC.

D Fique, pois, exposta a completamente
descrita do semicirculo, e ﬁque ligada a DB,
e fique descrito o quadrado EC sobre a AC, e
C ﬁque completado o paralelogramo FB. Como,

de fato, pelo ser o tridngulo DAB equiingulo
com o triﬁngulo DAC, como a BA esti para a
AD, assim a DA para a AC, portanto, o pelas

BA, AC ¢ igual ao sobre a AD. E, como a AB
estd para a BC, asstm o EB para o BE e, por

E F

um lado, 0 EB é o pelas BA, AC; pois, a EA ¢ igual 3 AC; e, por outro lado, o
BF éo pelas AC, CB, portanto, como a AB para a BC, assim o pelas BA, AC
para o pelas AC, CB. E, por um lado, o pelas BA, AC ¢ igual ao sobre a AD,
e, por outro lado, o pelas ACB ¢é igual ao sobre a DC; pois, a perpendicular
DC ¢ média, em proporgao, entre 0s segmentos AC, CB da base, pelo ser
o sob ADB reto. Portanto, como a AB paraa BC, assim o sobre a AD para o

sobre a DC; o que era preciso provar.

14.

Construir wm octaedro ¢ conté-lo por uma esfera, como nas coisas
anteriores, e provar que o didmetro da esfera é, em poténcia, o dobro do
lado do octaedro.

Fique exposta a AB, o didmetro da esfera dada, e fique cortada em duas
no C, e fique descrito sobre a AB o semicirculo ADB, e fique tragada, a
partir do C,aCD em §ngulos retos com a AB, e ﬁque ligada aDB, e ﬁque
exposto o quadrado EFGH, tendo cada um dos lados igual 2 DB, e fiquem
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Iigadas as HE, EG, e ﬁque alteada, a partir do D
ponto K, areta KL em 4ngulos retos com o plano

do quadrado EFGH, e ﬁque tragada através até

o outro lado do plano, como a KM, e ﬁque cor- I
tada de cada uma das KL, KM cada uma das KL, A C B
KM igual a uma das EK, FK, GK, HK, ¢ ﬁquem
ligadas as LE, LE LG, LH, ME, ME MG, MH.
E, como a KE é igual aKH,eo ﬁngulo sob EKH

¢ reto, portanto, o sobre a HE é o dobro do so-

bre a EK. De novo, como a LK é igual aKE,eo
ﬁngulo sob LKE é reto, portanto, o sobre a EL K
¢ o dobro do sobre a EK. Mas também foi prova-

do o sobre a HE o dobro do sobre a EK. Portan-
to, o sobre a LE é igual ao sobre a EH; portanto, F G

a LE ¢ igual 3 EH. Pelas mesmas coisas, entio, Vi
tambéma LH é igual a HE; portanto, o triﬁngulo

LEH ¢ equilétero. Do mesmo modo, entdo, provaremos que cada um dos
restantes triﬁngulos, dos quats, por um lado, os lados do quadrado EFGH
sdo bases, e, por outro lado, os pontos L, M sio vértices, ¢ equildtero; por-
tanto, foi construido um octaedro contido por oito triﬁngulos equiléteros‘

E preciso, entdo, também conté-lo pela esfera dada e provar que o dia-
metro da esfera é, em poténcia, o dobro do lado do octaedro.

Pois, como as trés LK, KM, KE sao iguais entre s, portanto, o semicir-
culo sobre a LM passard também pelo E. E, pelas mesmas coisas, caso o
semicirculo, tendo sido levado A volta da LM, que permanece fixa, retorne
a0 mesmo de onde comegou a ser levado, passard também pelos pontos F,
G, H, ¢ o octaedro serd contido por uma esfera. Digo, entio, que também
pela dada. Pois, como a LK é igual a KM, e a KE é comum, e contém ﬁngulos
retos, portanto, a base LE ¢ igual 3 base EM. E, como o 4ngulo sob LEM
éreto; pois, em um semicirculo; portanto, o sobre a LM é o dobro do sobre
a LE. De novo, como a AC ¢ igual 3 CB, a AB ¢ o dobro da BC. Mas, como a
AB para a BC, assim o sobre a AB para o sobre a BD; portanto, o sobre
a AB ¢ o dobro do sobre a BD. Mas fot provado também o sobre a LM o
dobro do sobre a LE. E o sobre a DB ¢ igual ao sobre a LE; pois, a EH fot
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posta igual 3 DB. Portanto, também o sobre a AB é igual a0 sobre a LM;
portanto, a AB é igual a LM. E a AB ¢ o didmetro da esfera dada; portanto,
a LM ¢ igual ao didmetro da esfera dada.

Portanto, o octaedro foi contido pela esfera dada. E foi demonstrado
junto que o didimetro da esfera é, em poténcia, o dobro do lado do octaedro;

o que era preciso provar.

I5.

Construir um cubo ¢ conté-lo por uma esfera, como a pirdmide, ¢ provar
que o didmetro da esfera ¢, em poténcia, o triplo do lado do cubo.

Fique posto o diAmetro AB da esfera e

fique cortado no C de modo a ser a AC o
dobro da CB, e ﬁque descrito sobre a AB
N o semicirculo ADB, e fique tragada a partir
\ do C a CD em ﬁngulos retos com a AB, e
ﬁque Iigada a DB, e ﬁque posto o quadrado
EFGH tendo o lado igual & DB, e a partir
dos E, E G, H ﬁquem tracadas as EK, FL,
L M GM, HN em 4ngulos retos com o plano do
D quadrado EFGH, e ﬁque cortada sobre cada

uma das EK, FL, GM, HN cada uma das EK,

FL, GM, HN igual a uma das EF, FG, GH,

HE, e ﬁquem ligadas as KL, LM, MN, NK;

A C B portanto, o cubo FN foi construido contido

por seis quadrados iguais. E preciso, entao,
tanto conté-lo pela esfera dada quanto provar que o didmetro da esfera é,
em poténcia, o triplo do lado do cubo.

Fiquem, pois, ligadas as KG, EG. E, como o ﬁngulo sob KEG é reto,
pelo ser também a KE em 4ngulos retos relativamente ao plano EG e,
muito evidentemente, relativamente a reta EG, portanto, o semicirculo
descrito sobre a KG passard também pelo ponto E. De novo, como a GF ¢é

em Angulos retos relativamente a cada uma das FL, FE, portanto, também
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¢ em aAngulos retos relativamente ao plano FK; desse modo, também, caso
liguemos a FK, a GF serd também em 4ngulos retos relativamente a FK;
e, por isso, de novo, o semicirculo descrito sobre a GK passard também
pelo E Do mesmo modo, também passard pelos restantes pontos do cubo.
Entio, caso o semicirculo, tendo sido levado a volta da KG, que permanece
fixa, retorne ao mesmo, de onde comecou a ser levado, o cubo serd contido
por uma esfera. Digo, entio, que pela dada. Pois, como a GF ¢é igual a FE,
e o ﬁngulo junto ao F ¢ reto, portanto, o sobre a EG ¢ o dobro do sobre
a EE Mas a EF ¢ igual a EK; portanto, o sobre a EG é o dobro do sobre a
EK; desse modo, os sobre as GE, EK, isto é, o sobre a GK é o triplo do
sobre a EK. E, comoaAB é o triplo da BC, ¢, como a AB paraa BC, assim
o sobre a AB para o sobre a BD, portanto, o sobre a AB é o triplo do sobre
a BD. Mas foi provado também o sobre a GK o triplo do sobre a KE. E a
KE foi suposta igual 3 DB; portanto, também a KG ¢ igual 3 AB. E a AB
¢ o didimetro da esfera dada; portanto, também a KG ¢ igual ao didmetro
da esfera dada.

Portanto, o cubo foi contido pela esfera dada; e foi provado junto que
o didmetro da esfera é, em poténcia, o triplo do lado do cubo; o que era

preciso provar.
16.

Construir um icosaedro e conté-lo por uma esfera, como as figuras
anteriormente ditas, e provar que o lado do icosaedro ¢ uma irracional, a
chamada menor.

Fique exposto o didmetro AB da esfera dada, e ﬁque cortado no C, de
modoaseraAC o quédruplo daCB,e ﬁque descrito sobre a AB o semicircu-
lo ADB, e fique tragada a partir do C a linha reta CD em 4ngulos retos com
aAB, e ﬁque ligada aDB,e ﬁque exposto o circulo EFGHK, do qual o rato
seja igual 3 DB, e fique inscrito no circulo EFGHK o pentigono EFGHK,
tanto equilétero quanto equiﬁngulo, e sejam cortadas as circunferéncias EE,
FG, GH, HK, KE em duas nos pontos L, M, N, J, O, e fiquem ligadas as
LM, MN, NJ, JO, OL, EQ. Portanto, também o pentdgono LMNJO é equi-
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litero, e areta EO édo

decdgono. E, fiquem
alteadas a partir dos
pontos E,E G, H,Kas
retas EP FR, GS, HT,

KY em ﬁngulos retos

com o plano do circu-
lo, sendo iguais ao raio
do circulo EFGHK, e
fiquem ligadas as PR,
RS, ST, TY, YP, PL,
LR, RM, MS, SN,
NT, T],JY, YO, ORE,

como cada uma das EP.

KY ¢ em Angulos retos
com O mesmo plano, portanto, a EP ¢ paralela 3 KY. Mas também ¢ igual a
ela; mas as que ligam as tanto iguais quanto paralelas do mesmo lado sio
retas tanto 1guais quanto paralelas‘ Portanto, a PY é tanto igual quanto pa-
ralela 3 EK. Mas a EK ¢ do pentdgono equildtero; portanto, também a PY ¢
do pentdgono equilétero inscrito no circulo EFGHK. Pelas mesmas coisas,
entio, também cada uma das PR, RS, ST, TY é do pentdgono equilétero
inscrito no circulo EFGHK; portanto, o pentigono PRSTY ¢ equildtero.
E como, por um lado, a PE é de um hexégono, e, por outro lado, a EO ¢
de um decigono, e o sob PEO ¢ reto, portanto, a PO ¢ de um pentdgono;
pois, o lado do pentdgono serve para produzir tanto o do hexdgono quan-
to o do decdgono, dos inscritos no mesmo circulo. Pelas mesmas coisas,
entdo, também a OY ¢ lado de um pentigono. Mas a PY também ¢ de um
pentdgono; portanto, o triﬁngulo POY ¢ equilétero. Pelas mesmas coisas,
entdo, também cada um PLR, RMS, SNT, TJY ¢ equildtero. E, como foi
provada cada uma das PL, PO do pentdgono, e também a LO é do penta-
gono, portanto, o triﬁngulo PLO ¢ equilétero. Pelas mesmas coisas, entio,
também cada um dos triﬁngulos LRM, MSN,NTTJ,JYO ¢ equilétero. Fique
tomado o ponto U, centro do circulo EFGHK; e, a partir do U, ﬁque alteada

a UZ em angulos retos com o plano do circulo, e fique prolongada sobre
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o outro lado, como a UV, e lhe ﬁquem subtraidas, por um lado, a UX do
hexdgono, e, por outro lado, cada uma das UV, XZ do decdgono, e fiquem
ligadas as PZ, PX, YZ, EU, LU, LV, VM. E, como cada uma das UX, PE ¢
em ﬁngulos retos com o plano do circulo, portanto, a UX ¢ paralela a PE.
Mas também sio iguais; portanto, também as EU, PX sio tanto iguais
quanto paralelas. Mas a EU ¢ do hexégono; portanto, também a PX é do
hexdgono. E como, por um lado, a PX ¢ do hexdgono, e, por outro lado, a XZ
¢do decégono, eo ﬁngulo sob PXZ é reto, portanto, a PZ ¢ do pentdgono.
Pelas mesmas coisas, entio, também a YZ é do pentdgono, VISto que, caso
liguemos as UK, XY, serdo iguais e opostas, e a UK, sendo raio, ¢ do hexi-
gono; portanto, também a XY é do hexégono. Mas a XZ é do decégono, e
o sob YXZ é reto; portanto, a YZ édo pentagono. Mas também a PY é do
pentdgono; portanto, o triﬁngulo PYZ ¢ equilétero. Pelas mesmas coisas,
entdo, também cada um dos restantes tridngulos, dos quais, por um lado,
as retas PR, RS, ST, TY sio bases, e, por outro lado, o ponto /. évértice, é
equilétero. De novo, como, por um lado, a UL ¢ do hexégono, e, por outro
lado, a UV ¢ do decégono, e o Angulo sob LUV é reto, portanto, a LV ¢
do pentdgono. Pelas mesmas coisas, entio, caso Iiguemos a MU que ¢ do
hexdgono, também a MV ¢ inferida do pentdgono. Mas também a LM ¢
do pentdgono; portanto, o triﬁngulo LMV ¢ equilétero. Do mesmo modo,
entdo, serd provado que cada um dos restantes tridngulos, dos quais, por
um lado, as MN, NJ, JO, OL sio bases, e, por outro lado, o ponto V ¢é
vértice, é equilétero. Portanto, um icosaedro foi construido, contido por
vinte tridngulos equiliteros.

E preciso, entdo, tanto conté-lo pela esfera dada quanto provar que o
lado do icosaedro é uma irracional, a chamada menor.

Pois, como a UX é do hexdgono, e a XZ é do decdgono, portanto, a UZ
foi cortada em extrema e média raziono X, ea UX é o segmento maior dela;
portanto, a /U esta paraa UX, asstm como a UX paraa XZ. Mas, por um
lado, a UX é igual a UE, e, por outro lado, a XZ, 2 UV; portanto, como a
ZU estd para a UE, asstm a EU para a UV. E os ﬁngulos sob ZUE, EUV
sdo retos; portanto, caso liguemos aretaEZ, o ﬁngulo sob VEZ sera reto,
pela semelhanca dos triﬁngulos VEZ, UEZ. Pelas mesmas coisas, entio,

como a ZU esti para a UX, assim a UX para a X7/, mas, por um lado, a
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ZU ¢ igual a VX, e, por outro lado, a UX, a XP, portanto, como a VX estd
paraa XP asstm a PX paraa XZ. E, por isso, de novo, caso Iiguemos a PV,
o Angulo junto ao P serd reto; portanto, o semicirculo descrito sobre a VZ
passard também pelo P E, caso o semicirculo, tendo sido levado a volta da
VZ, que permanece fixa, retorne de novo ao mesmo, de onde comegou a
ser levado, passard também pelo P e pelos pontos restantes do icosaedro,
e o icosaedro seri contido por uma esfera. Digo, entdo, que também pela
dada. Fique, pots, cortada a UX em duas no A'. E, como a linha reta UZ foi
cortada em extrema e média razio no X, e a ZX é o menor segmento dela,
portanto, a ZX, tendo recebido a metade XA’ do segmento maior, serve para
produzir o quintuplo do sobre a metade do segmento maior; portanto, o
sobre a ZA' ¢ o quintuplo do sobre AX. E, por um lado, a ZV ¢ o dobro da
ZA, e, por outro lado, a UX, o dobro da A’X; portanto, o sobre a ZV é o
quintuplo do sobre a XU. E, como a AC ¢ o quidruplo da CB, portanto, a
AB & o quintuplo da BC. Mas, como a AB para a BC, assim o sobre a AB para
o sobre a BD; portanto, o sobre a AB é o qufntuplo do sobre a BD. Mas foi
provado também o sobre a ZV o quintuplo do sobre a UX. E a DB ¢ igual
a UX; pois, cada uma delas é igual ao raio do circulo EFGHK; portanto,
também a AB ¢ igual 2 VZ. E, a AB ¢ o didmetro da esfera dada; portanto,
também a VZ ¢ igual ao didmetro da esfera dada.

A Portanto, o icosaedro foi contido pela esfera dada.
Digo, entio, que o lado do icosaedro é uma ir-
racional, a chamada menor. Pois, como o didmetro
da esfera é racional, e é, em poténcia, o quintuplo
do raio do circulo EFGHK, portanto, também o
raio do circulo EFGHK é racional; desse modo,
também o didmetro dele é racional. Mas, caso um
pentdgono equilétero seja INscrito em um circulo

que tem o didmetro racional, o lado do pentdgono

C D ¢ uma irracional, a chamada menor. Mas o lado do

pentidgono EFGHK ¢ o do icosaedro. Portanto,

o lado do icosaedro é uma irracional, a chamada

[os)

menor.
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COROLARIO

Disso, entio, é evidente que o diimetro da esfera é, em poténcia, o quin-
tuplo do raio do circulo, a partir do qual o icosaedro foi descrito, e que
o didmetro da esfera foi composto tanto do do hexégono quanto de dois

dos do decigono, dos inscritos no mesmo circulo; o que era preciso provar.

17.

Construir um dodecaedro ¢ conté-lo por uma esfera, como as figuras
anteriormente ditas, e provar que o lado do dodecaedro ¢ uma irracional, o
chamado apétomo.

Fiquem expostos os dois planos ABCD,

CBEF do cubo dito anteriormente, em U
ngulos retos entre si, e fique cortado cada Y

um dos lados AB, BC, CD, DA, EE EB, FC R S
em dois nos G, H, K, L, M, N, J e ﬁquem B H v C
ligadas as GK, HL,, MH, NJ, e fique corta- T

da cada uma das NO, OJ, HP em extrema e X

média razio nos pontos R, S, T, e sejam os G K

RO, OS, TP os segmentos maiores delas, e

ﬁquem alteadas, a partir dos pontos R, S,

T, as RY, SU, TX, em ﬁngulos retos como  p L D

os planos do cubo, no lado exterior do

cubo, e fiquem postas iguais as RO, OS, TP e fiquem ligadas as YB, BX,
XC, CU, UY. Digo que o pentigono YBXCU ¢ tanto equilétero quanto
em um plano, e ainda equiﬁngulo. Fiquem, pois, ligadas as RB, SB, UB.
E, como a reta NO foi cortada em extrema e média razio no R, e a RO ¢
0 segmento maior, portanto, os sobre as ON, NR sio o triplo do sobre a
RO. Mas, por um lado, a ON ¢ igual 2 NB, e, por outro lado, a OR a RY;
portanto, os sobre as BN, NR sio o triplo do sobre a RY. Mas o sobre
a BR ¢ igual aos sobre as BN, NR: portanto, o sobre a BR é o triplo do
sobre a RY; desse modo, os sobre as BR, RY ¢ o quddruplo do sobre a RY.
Mas o sobre a BY ¢ igual aos sobre as BR, RY; portanto, o sobre a BY é o
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quédruplo do sobre a YR; portanto, a BY ¢ o dobro da RY. Mas também
a UY ¢ o dobro da YR, visto que também a SR é o dobro da OR, isto ¢,
da RY; portanto, a BY é igual 3 YU. Do mesmo modo, entdo, serd provado
que cada uma das BX, XC, CU ¢ igual a cada uma das BY, YU. Portanto,
o pentdgono BYUCX ¢ equildtero. Digo, entdo, que também estd em um
plano. Fique, pois, tracada, a partir do O, a OV paralela a cada uma das
RY, SU, no lado exterior do cubo, e fiquem ligadas as VH, HX; digo que
a VHX é uma reta. Pois, como a HP foi cortada em extrema e média razio
no T, ea PT é o segmento maior dela, portanto, como a HP estd paraa PT,
asstim a PT paraa TH. Mas, por um lado, a HP ¢ igual A HO, e, por outro
lado, a PT, a cada uma das TX, OV; portanto, como a HO estd paraa oV,
assim a XT para a TH. E, por um lado, a HO ¢ paralela a TX; pois, cada
uma delas é em ﬁngulos retos com o plano BD; e, por outro lado, a TH, 3
OV, pois, cada uma delas é em dngulos retos com o plano BE Mas, caso dois
tridngulos, como os VOH, HTX, tendo os dois lados em proporgio com
os dois lados, sejam compostos segundo um 4dngulo, de modo a os lados
homélogos deles serem paralelos, as retas restantes estario sobre uma reta;
portanto, a VH estd sobre uma reta com a HX. Mas toda reta esti em um
plano; portanto, o pentdgono YBXCU estd em um plano.

Digo, entdo, que também é equiﬁngulo.

Pois, como a linha reta NO foi dividida em extrema e média raziono R, e
a OR € o segmento maior [portanto, como as NO, OR, ambas juntas, estao
paraa ON, assim a NO paraa ORJ,ea OR ¢ igual 2 OS [ portanto, como
a SN estd paraa NO, assim a NO para a OS], portanto, a NS foi dividida
em extrema e média razio no O, e a NO ¢é o segmento maior; portanto, os
sobre as NS, SO sio o triplo do sobre a NO. Mas, por um lado, a NO ¢
igual 3 NB, e, por outro lado, a OS, a SU; portanto, os quadrados sobre as
NS, SU sio o triplo do sobre a NB; desse modo, os sobre as US, SN, NB
s30 0 quédruplo do sobre a NB. Mas o sobre a SB é igual aos sobre as SN,
NB; portanto, os sobre as BS, SU, isto é, o sobre a BU (pois o ﬁngulo sob
USB é reto) é o quddruplo do sobre a NB; portanto, a UB ¢ o dobro da
BN. Mas também a BC é o dobro da BN; portanto, a BU ¢é igual a BC. E,
como as duas BY, YU sio iguais as duas BX, XC, ¢ a base BU ¢ igual A base
BC, portanto, o 4ngulo sob BYU ¢ igual ao Angulo sob BXC. Do mesmo
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modo, entio, provaremos que também o ﬁngulo sob YUC ¢ igual ao sob
BXC; portanto, os trés ﬁngulos sob BXC, BYU, YUC sio iguals entre si.
Mas, caso os trés Angulos de um pentdgono equilitero sejam iguais entre
si, 0 pentdgono serd equiﬁngulo; portanto, o pentdgono BYUCX ¢ equian-
gulo. Mas foi demonstrado também equildtero; portanto, o pentigono
BYUCX ¢ equilétero e equiﬁngulo, e estd sobre um lado, o BC, do cubo. Por-
tanto, caso sobre cada um dos doze lados do cubo construamos as mesmas
coisas, serd construfida alguma ﬁgura sélida contida por doze pentdgonos
tanto equildteros quanto equiingulos, a qual é chamada dodecaedro.

E preciso, entdo, conté-lo pela esfera dada e provar que o lado do dode-
caedro é uma irracional, o chamado apétomo.

Fique, pois, prolongada a VO, e sejaa VZ; portanto, a OZ encontra o
didmetro do cubo, e cortam-se em duas; pois, 180 foi provado no penl’ll-
timo teorema do livro onze. Cortem-se no Z; portanto, o Z ¢ centro da
esfera que contém o cubo, e a ZO é metade do lado do cubo. Fique, entio,
Iigada aYZ. E, como alinha reta NS foi cortada em extrema e média razio
no O, e a NO ¢ o segmento maior dela, portanto, os sobre as NS, SO sio
o triplo do sobre a NO. Mas, por um lado, a NS ¢ igual A VZ, visto que
também a NO é igual 3 OZ, e, por outro lado, a VO, a OS. Mas, por certo,
também a OS, A VY, porque também, 3 RO:; portanto, os sobre as ZV, VY
sio o triplo do sobre a NO. Mas o sobre a YZ ¢é igual aos sobre as ZV, VY;
portanto, o sobre a YZ é o triplo do sobre a NO. Mas também o raio da
esfera que contém o cubo é, em poténcia, 0 triplo da metade do lado do
cubo; pois, foi provado anteriormente construir um cubo e conté-lo por
uma esfera e provar que o didmetro da esfera é, em poténcia, o triplo do
lado do cubo. Mas se o todo, do todo, também [a] metade, da metade; e a
NO ¢ a metade do lado do cubo; portanto, a YZ ¢é igual ao raio da esfera
que contém o cubo. E 0 Z é centro da esfera que contém o cubo; portanto,
o ponto Y estd na superficie da esfera. Do mesmo modo, entio, provare-
mos que também cada um dos ﬁngulos restantes do dodecaedro é junto a
superficie da esfera; portanto, o dodecaedro foi contido pela esfera dada.

Digo, entdo, que o lado do dodecaedro é uma irracional, o chamado ap6tomo.

Pois como, sendo cortada a NO em extrema e média razio, a RO ¢

o segmento maior, ¢, sendo cortada a OJ em extrema e média razio, a OS é o
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segmento maior, portanto, cortadaa NJ toda em extrema e média razio, a RS
¢ o segmento maior. Como, por exemplo, aNO esta paraa OR,a OR paraa
RN, e os dobros; pois as partes tém a mesma razio que os mesmos mltiplos,
portanto, como a NJ para a RS, asstm a RS para as NR, SJ, ambas juntas.
Mas a NJ é maior do que a RS; portanto, também a RS é maior do que ambas
juntas, as NR, SJ; portanto, a NJ foi cortada em extrema e média razio, e a RS
¢ o segmento maior dela. Mas a RS é igual 2 YU; portanto, sendo cortada a
NJ em extrema e média razio,a YU é o segmento maior. E, como o didmetro
da esfera é racional e é, em poténcia, o triplo do lado do cubo, portanto, a NJ,
sendo lado do cubo, é racional. Mas, caso uma linha racional seja cortada em
extrema e média razdo, cada um dos segmentos ¢ uma irracional, um apétomo.

Portanto, a YU, sendo lado do dodecaedro, ¢ uma irracional, apétomo.

COROLARIO

Disso, é evidente que, sendo cortado o lado do cubo em extrema e média

razio, o segmento maior ¢ o lado do dodecaedro; o que era preciso provar.

18.

Expor os lados das cinco figuras ¢ comparé-los entre si.

G Fique exposto o didAmetro AB da esfera
dada, e fique cortado no C, de modo a ser a
H Fm AC igual 3 CB, e no D, de modo a ser a AD

o dobro da DB, e ﬁque descrito sobre a AB o
semicirculo AEB, e, a partir dos C, D, fiquem

_ | ] tragadas as CE, DF em Angulos retos com a
A K C DL B AB, e ﬁquem Iigadas as AE FB, EB. E, como
aAD é o dobro da DB, portanto, a ABéo triplo da BD. Portanto, por conver-

sdo, a BA é uma vez e meta a AD. Mas, como a BA para a AD, assim o sobre
a BA para o sobre a AF; pois, o tridingulo AFB ¢ equidngulo com o tridingulo
AFD; portanto, o sobre a BA é uma vez e meia o sobre a AE Mas também o
didmetro da esfera é, em poténcia, uma vez e meia o lado da pirimide. E a

AB ¢ o diAmetro da esfera; portanto, a AF ¢ igual ao lado da pirﬁmide.
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De novo, como a AD é o dobro da DB, portanto,a AB é o triplo da BD.
Mas, como a AB paraa BD, assim o sobre a AB parao sobre a BF; portanto,
o sobre a AB ¢ o triplo do sobre a BE Mas também o didmetro da esfera
¢, em poténcia, o triplo do lado do cubo. E, a AB é o didmetro da esfera;
portanto, a BF ¢ lado do cubo.

E, comoaAC¢ igual a CB, portanto, a AB é o dobro da BC. Mas, como a
AB para a BC, assim o sobre a AB para o sobre a BE; portanto, o sobre a AB
¢ o dobro do sobre a BE. Mas também o didmetro da esfera é, em poténcia,
o dobro do lado do octaedro. E a AB é o didmetro da esfera dada; portanto,
a BE ¢ lado do octaedro.

Fique, entdo, tracada, a partir do ponto A, aAGem ﬁngulos retos com a
AB, e fique posta a AG igual 2 AB, e fique ligada a GC, e, a partir do H, fique
tragada a perpendicular HK 3 AB. E, como a GA é o dobro da AC; pois a GA
é igual A AB; mas, como a GA para a AC, asstm a HK para a KC, portanto,
também a HK é o dobro da KC. Portanto, o sobre a HK é o quédruplo do
sobre a KC; portanto, os sobre as HK, KC, o que ¢ o sobre a HC, sio o
quintuplo do sobre a KC. Mas a HC ¢ igual 3 CB; portanto, o sobre a BC
éo qufntuplo do sobre a CK. E, como a AB é o dobro da CB, das quais a
AD ¢ o dobro da DB, portanto, a restante BD ¢ o dobro da restante DC.
Portanto,a BC é o triplo da CD; portanto, o sobre a BC é nove vezes o sobre
a CD. Mas o sobre a BC é o qufntuplo do sobre a CK: portanto, o sobre a
CK ¢ maior do que o sobre a CD. Portanto, a CK é maior do que a CD.
Fique postaa CL igual aCK,e,a partir do L, ﬁque tracadaa LM em ﬁngulos
retos com a AB, e fique ligada a MB. E, como o sobre a BC é o quintuplo
do sobre a CK, também, por um lado, a AB é o dobro da BC, e, por outro
lado, a KL é o dobro da CK, portanto, o sobre a AB ¢ o quintuplo do sobre
a KL. Mas também o didmetro da esfera ¢, em poténcia, o quintuplo do
raio do circulo, sobre o qual o icosaedro foi descrito. E a AB é o diAmetro
da esfera. Portanto, a KL é o raio do circulo, sobre o qual o icosaedro foi
descrito. Portanto, a KL é lado de um hexégono do dito circulo. E, como
o didmetro da esfera foi composto tanto do do hexdgono quanto de dois
dos do decégono, dos inscritos no dito circulo, e, por um lado, a AB é o
didmetro da esfera, e, por outro lado, a KL ¢ lado do hexégono, eaAK ¢

igual 3 LB, portanto, cada uma das AK, LB ¢ lado do decdgono inscrito no
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circulo, sobre o qual o icosaedro foi descrito. E como, por um lado, a LB
¢ do decdgono, e, por outro lado, a ML ¢ do hexdgono; pois ¢ igual a KL,
porque também, a HK, pois estio igualmente afastadas do centro; e cada
uma das HK, KL ¢ o dobro da KC; portanto, a MB ¢ do pentdgono. Mas o
do pentdgono € o do icosaedro; portanto, a MB ¢ do icosaedro.

E, como a FB é lado do cubo, ﬁque cortada em extrema e média razio
no N, e seja o segmento maior NB; portanto, a NB ¢ lado do dodecaedro.

E, como o diAmetro da esfera foi provado, por um lado, em poténcia, uma
vez e meia o lado AF da pirﬁmide, e, por outro lado, em poténcia, o dobro
do BE do octaedro, ¢, em poténcia, o triplo do FB do cubo, portanto, de
quantas coisas o didmetro da esfera é, em poténcia, seis, dessas coisas, por
um lado, o da pirimide é quatro, e, por outro lado, o do octaedro é trés, e o
do cubo, duas. Portanto, por um lado, o lado da pirﬁmide ¢, por um lado, em
poténcia, quatro tergos do lado do octaedro, e, por outro lado, em poténcia,
o dobro do do cubo, e, por outro lado, o do octaedro ¢, em poténcia, uma
vez e meia o do cubo. De fato, os ditos lados das trés ﬁguras, digo, entio,
da pirimide e do octaedro e do cubo, estio entre si em razdes racionais. Mas
os dois restantes, digo, entdo, tanto o do icosaedro quanto o do dodecaedro
nio estio, nem entre si nem relativamente aos ditos anteriormente, em ra-
zGes racionats; pois sao Irracionats, um, uma menor, o outro, um apétomo.

Que o lado MB do icosaedro é maior do que o NB do dodecaedro, de-
monstraremos assim.

Pots, como o triﬁngulo FDB ¢ equiﬁngulo com o triﬁngulo FAB, em
proporgao, como a DB esti para a BE assim a BF para a BA. E, como trés
retas estdo em proporgao, como a primeira esta para a terceira, assim o
sobre a primeira para o sobre a segunda; portanto, como a DB esta para a
BA, assim o sobre a DB para o sobre a BF; portanto, inversamente, como
aAB paraa BD, assim o sobre a FB parao sobreaBD.MasaABéo triplo da
BD; portanto, o sobre a FB é o triplo do sobre a BD. Mas também o sobre
aAD éo quédruplo do sobre a DB; pois a AD ¢ o dobro da DB; portanto,
o sobre a AD é maior do que o sobre a FB; portanto, a AD é maior do que a
FB; portanto, a AL é, por muito, maior do que a FB. E, por um lado, sendo
cortada a AL em extrema e média razio, o KL éo segmento maior, visto que,

por um lado, a LK ¢ do hexdgono, e, por outro lado, a KA é do decdgono;
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e, por outro lado, sendo cortada a FB em extrema e média razio, a NB é o
segmento maior; portanto, a KL é maior do que a NB. Mas a KL ¢ igual A
LM; portanto, a LM é maior do que a NB [e a MB é maior do que a LM].
Portanto, a MB, que é lado do icosaedro, é, por muito, maior do que a NB,

que & lado do dodecaedro; o que era preciso provar.

Digo, entdo, que exceto as cinco ditas figuras ndo serd construida outra figura, contida

por equildteras e também equidngulas iguais entre si.

Pois, um ﬁngulo sélido ndo é construfdo, certamente, por dois triﬁngulos
ou, em geral, planos. Mas por trés tridngulos, o da pirAmide, e por quatro,
o do octaedro, e por cinco, o do icosaedro; mas por seis triﬁngulos tanto
equildteros quanto equifngulos, construidos junto a um ponto, nio existird
um ﬁngulo sélido; pois, sendo o ﬁngulo de um triﬁngulo equilétero dois
tercos de um reto, os seis serdo iguais a quatro retos; o que ¢é impossivel;
pois todo dngulo sélido é contido por um menor do que quatro retos. Pelas
mesmas coisas, entio, nem um ﬁngulo sélido é construido por mais do que
seis Angulos planos. Mas o ngulo do cubo é contido por trés quadrados;
e por quatro, ¢ impossfvel; pois, de novo, serd quatro retos. Mas por pen-
tégonos equilteros e equidngulos, certamente por trés, o do dodecaedro;
e por quatro, ¢ impossivel; pois, sendo 0 Angulo do pentigono equildtero
um reto e um quinto, os quatro ingulos serdo maiores do que quatro re-
tos; o que é impossfvel. Nem, por certo, por outras ﬁguras poligonais sera
contido um 4ngulo sélido, pelo mesmo absurdo.

Portanto, exceto as cinco ditas figuras, uma outra figura sélida nio
serd construida, contida por equiléteras e também equiﬁngulas; 0 que era

preciso provar.
LEMA

E que o ﬁngulo do pentagono equildtero e equiﬁngulo ¢ um reto e um
quinto, assim deve ser provado.

Seja, pois, o pentigono equildtero e equiingulo ABCDE, e fique cir-
cunscrito a ele o circulo ABCDE, e ﬁque tomado o centro F dele, e ﬁquem

Iigadas as FA, FB, FC, FD, FE. Portanto, cortam em dois os ﬁngulos do
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pentdgono, os junto aos A, B, C, D, E.
E, como os cinco ﬁngulos junto ao F
sdo 1guais a quatro retos, e sio iguats,
portanto, um deles, como o sob AFB, é
um reto, exceto por um quinto; portanto,
os sob FAB, ABF restantes sio um reto
e um quinto. Mas o sob FAB ¢ igual ao
sob FBC; portanto, também o ﬁngulo sob
ABC todo do pentdgono ¢ um reto e um

quinto; 0 que era preciso provar.
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